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éQUATIONS ET SYSTEMES NON—LINEAIRES, HYPERBOLIQUES NON-STRICTS,

par

Jean LERAY et Yujiro OHYA

Introduction
0. HISTORIQUE.- Le probleme de Cauchy fut étudié d'abord quand les données

et les inconnues sont holomorphes (Cauchy-Kowalewski ; N.A. Lednev [8] supprime

1'hypotheése d'holomorphie par rapport au "temps", tout en conservant l'hypothese
d'holomorphie par rapport aux coordonnées "d'espace"). Puis ce probléme le fut,
sous 1'hypothese d'hyperbolicité stricte, quand les données et les inconnues
sont des fonctions dérivables jusqu'a un ordre donné ou méme des distributions

(Hadamerd, Petrowsky, J. Leray [9], L. Garding [4], P. Dionne [3]); alors la

solution ne dépend que localement des données ; plus précisément, il existe des

"domaines d'influence".

Récemment divers auteurs ont étudié des cas intermédiaires : de Giorgi
[6] discute 1'unicité, C. Pucci [14] et G. Talenti [15] prouvent 1'existence
quand le céne caractéristique se réduit & des droites paralleles ; L. Hormander

b

[7] (théortme 5.7.3) traite 1l'équation lindaire & coefficients constants, hyper-
bolique non stricte(1); Y. Ohya [13] étudie,en coefficients variables, 1'opéra-
teur de Calderon-Zygmund et, en particulier, 1l'opérateur linéaire hyperbolique,
dont le polynome caractéristique est un produit d'opérateurs strictement hyper-

boliques ; nous avons étendu ses conclusions aux systémes linéaires [10] en

formalisant son procédé et en employant une suggestion de L, Waelbroeck, dont

1tarticle [11] va mointenant nous permettre de traiter le cas non lindaire.

(1) Hormander réserve le terme "hyperbolique" au strictement hyperbolique.
Pour nous, il y a hyperbolicité quand il y a domaine d'influence.
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Tous ces travaux ont des conclusions du type que le n°! va énoncer.

1. ENONCE DES RESULTATS.- Nous résolvons le probléme de Cauchy pour un

systéme non linéaire, non strict.

Nos hypothéses ont pour cas extrémes les deux cas suivants :

1°) hyperbolicité stricte ; données et inconnues indéfiniment dérivables ;

(il y a alors des domaines d'influence) ;

2°) aucune hypothése d'hyperbolicité ; donndes et inconnues holomorphes

par rapport aux coordonndes d'espaces ; (il n'y a pas de domaine d'influence).

Hors de ces cas extrémes, nos hypothéses sont les suivantes :

30) le polyndme caractéristigue est un produit de polynfmes strictement

hyperboliques ; les données et les inconnues sont indéfiniment différentiables

par rapport aux coordonnées d'espace ; plus précisément, elles sont dans une

classe de Gevrey, non quasi-analytigue ; il existe des domaines d'influence.

On trouvera les énoncés précis aux n° 21, 27 et 29.

APPLICATIONS.- S.S. Chern et Hans Lewy [1] ont rencontré en géométrie

différentielle le probléme non linéaire que nous résolvons.

Mme Y. Chogquet-Bruhat [2] et A. Lichnerowicz [12] ont ramené & ce probléme

la résolution des équations de la magnéto~hydrodynamique relativiste.

2. SOMMAIRE.- Nous adaptons au cas non-linéaire le procédé qu'emploie

l'article [10], dont la connaissance n'est pas indispensable ; ce procédé se

simplifie, car 1'étude non linéaire est purement locale ; cependant il doit

employer pour les coefficients des normes un peu moins simples : les normes

de Schauder.
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Le probléeme est résolu par approximations successives, que définissent
des problémes de Cauchy linéaires, strictement hyperboliques. L'étude de ces
approximations successives emploie leurs normes formelles, c'est-a-dire des
séries formelles ayant pour coefficients les normes de toutes leurs dérivées.
La majoration des approximations successives résulte de la résolution d'un
probléme de Cauchy non linésire formel, c'est-a-dire ayant pour données et
inconnue des séries formelles, appartenant & une classe de Gevrey formelle.
La convergence des approximations successives résulte de la résolution d'un
second probléme de Cauchy formel, qui est linéaire.

L'existence des domaines d'influence résulte du théoreme d'unicité que
nous avons obtenu dans le cas lindaire [10] ; la précision de ce théoréme

d'unicité provient de ce que, dans ce cas lindaire, un théoréme d'existence

non local peut &tre obtenu, par ces raisonnements mémes dont la suppression

allege le présent article.
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§ 1. Normes formelles.

3. NORMES.- Notons les coordonnées de R% ™!

(wap°'n %9)
et

D%, ... ’&)x_g

9
Soit X 1a bande de R- ' d'équation

:0LKzx < lXi

soit St 1'hyperplan de X d'équation

Notons : Kt les cubes, de cdté 1, appartenant & St H

| - 2
\:f‘,S_t \2= Lfs ifl d.:{_1 oes dXQ ]1/2;

g, | =0 1212 ax, ... ax 11/2
T8 | . 1 )
2 K,

Etant donné un entier n >0, nous nommons guasi-normes d'une fonction

f+X > C
les deux fonctions de +
|p°g, 8, |= ¢ sup |DPF, s\

(Ipl<n)
[0, s, 1= ° 5 \sz, K, 12
Tt
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ce sont des normes de f mod (x,-t)" ; ¢ = ¢(£,n) est une fonction de
(2 ,n), croissante en n et assez grande pour que la propriété (3.1) et 1la
formule (3.2) soient exactes.
Diomme [3], ch.1, (6.3.9), déduit des théordmes de Sobolev ceci, sous
1l'hypothese :
n> %?/2 :

(3.1) ces deux normes sont des normes d'algébres ;

leur finitude entrafne la continuité de f ;

on a la formule du produit :

(3.2) 0™(£.e), 5, I D%, 8, 0. D% e, s, |,

. m R . .
Soit un domaine Y € C . Nous nommons guasi-normes d'une fonction
F:XxY =» C

)s

o1

les deux fonctions de +t, dépendant d'un vecteur V= (\)1,...,‘9m

composantes vj >0

3
D, 5, %0 = o | [n o K|, 5 (o V)

(3 jyeY l 24 2
o, S, X Y,Vll= c sup | sup 1DX . F(X,y)[, Kt] (t+e vy,

| B, yex| 2

ou
5 Dlf5l

o IRl <n, V=Y,

"3 . B m+*€
0x,° ...Dyﬁ

¢! = c'(m) suffisamment grand pour avoir (3.3).
Soit une application

v=(wwn,%):X+Y;
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notons F o v 1la fonction composée
(F o v)(x) = F(z,v(x)) ;

notons ‘Dnv,St‘ le vecteur de composantes 'Dnvj’st l (3 =1,00e, m).

Diomne [3], théoréme 6.4, explicite comme suit le théoreme de composition de

Sobolev : si on a n>‘Q/2+1 ,

(3-3) Dn(F o V)!S ”S ” Dans * 1, anV,St l " H

t t

1 1}
on peut remplacer !l eeol

par

® 00

4, NORMES FORMELLES.- On nomme guasi-normes formelles de f : X = C les

deux séries formelles de P , & coefficients fonctions de 1t :

Q0 pS

n,0, - n .o
D’ f,bt,.ol= L. 5T Sw D" D_ f’Stl
5=0
o s
(o}
=c L.~y sup in+ f, S’c\ ,
g=0 ' O 2
® 5
! n, oo | r_ n O ..
B £,5,, = L5 oo | 3 27,5, |
=c 5_:—;'. sup ‘Dx+ f’Kti
5=0 P,@,Kt 2

C,:»‘- ‘ip{<n’ G=(O,G1jloo’g.€ ), !o—"—:d}':‘nnl"' O-Q":So

Introduisons des variables commutatives (P » EERRY n o’ Y) ; notons
T T Tn o s o
R‘=(’ﬂ1,...,nm), Nt =7, seens “‘m , nous définissons de méme les
]

.
.

quasi-normes formelles de F : X ®»Y =

Il
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00 T
H FS Xan\)h—- ps—D—'-sup“DnDo‘DTFS
o

5, % 1, ||
s-:O st T t
s T
]Dn’“’F,stXY,p,Tl,v | - N ps' -—T— sup‘ DnD RS, * 1, vl
= sl

ou 0 = (07 0‘1,.'.,0"'9 ) )io-izdt] +°"+GQ/ =

Une série formelle >0 est une série & coefficients = 0.

Enongons les propriétés des quasi-normes formelles ; le n°® 5 les prouvera.

Formule du produit.- Si n > 9/2 , on a s

(4.1)  [P®(ge), s, Pl [ g5, P
t
' I
on peut remplacer ‘ .o ‘ par e ! .
Formule de la dérivée.- Notons D. = 2 s 8i j>0, ona
— j 9z,
J
(4.2) l D £,5 ?<<—Q-—%Dn’Oo P!<<ln+1°° 5., P <<
. t’ | QP | f, t? |
< c"iDo’ooDan S, P ] + e"(1+ —8—-)|Dn’°°f S P’
! o TNy oP ™y

ou c" = c"(P ,n) ; on peut remplacer |...| par ... “ .

Formule du commutateur.- Soit a(x,D) un opérateur différentiel lindaire

normal( ) d'ordre m =1 ; sa quasi-norme formelle HDn’OOa, St’ P “ sera la

somme de celles de ses coefficients ; nous définissons

(1) Son premier coefficient, c'est-a-dire celui de Df , vaut 1 ; 11 suffit
de diviser un opérateur par son premier coefficient pour le rendre normal.
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®
n 00 * Q
p[0%a] £,8,,P |= T — Dn[D",a]f,s,c l
' os=0
® ps
p
=c ““—s—'_ sup le[Da,an,S ,
s=0 el t 2
ol

(07,8l = 07 (af) - 207 9), [pl<n, 0=(0,0,,.i0p),lo = e,

Nous avons, si n > P/Z :

(4.3) iDn[Doo,a]f,St,p !<<
L HDn’OOa,S P {j ”D 8,5, 17 1+ =2 )i ptn=1,00 o £,5,, p[

Formule de composition. - Si v : X =Y, (F, v)(x) = F(x,v(x)) ,

et n> > +1, nous avons :
(4.4) [0 (F o v),5,, Pl
h ®F,8, * 1, P,iD“’ v,S, P‘_ED" 'v,st],.gbn v,stl” ;

on peut remplacer

5. PREUVES DES FORMULES PRECEDENTES.- [10] montre comment (3.3) implique

la formule de composition (4.4) ; (il faut remplacer dans [6] l

e, ). :

La_formule de la dérivée (4.2) est facile & prouver.

tDn...%,

Prouvons celle du commutateur, en prouvant d'abord la suivante (dont il

suffit de modifier légérement la preuve pour établir celle du produit (4.1)) :
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Une formule préliminaire.- Définissons la série formelle en

C:‘ (r‘al"-'-ri‘?‘) :

“Dn’oof,st ;€ I %_‘. HD p° £,5, I

au lieu de l

et de méme avec ... coe

s rappelons que

- 24 -

o Ty o
O‘!=O_1!l-oo—ﬁ! ’ C = £1 .o.&a .
Notons
[p°,¢le = D7 (g) - £ D%g ,
{0'
npe. 00 \
(5.) [°D®,2%e8, 58 = T = (0", 5des, [, ob o, =0
| Pro® 0| ps ne o . \
(5.2) |D[D ,f]g,St, = 0 —= sup iD ) ,f]g,bt i oi o, =0,
s St o
lol=8s .
D'aprés la formule de Leibniz de la dérivée d'un produit :
£ | |
-
P[0%,2le,8, 5E | =L = [P0 (£.g) - £.076), 5, |
io- Ea1" !
< L 77 pe%0. (0" &),8, | oulol>0 ;5 oo =T,
donc, d'aprés la formule du produit (3.2);
P0%¢le,s, 5% | < [ 0™ %8s, 58 [I-10%,s, [1] | g5, 5E |

dfol, en posant

P= £1 +...+C_Q

ce qui implique

o
s d
(5.3) L= & (eka),
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[ !
PI0®,Te5, 5t | << [NV ®e,s,, 0 )= I0°,s, (] ’D“’“’g,st,P |-

o
or, (L. Garding), vu (5.3), (5.2) est la plus petite série en P qui majore

(5.1) ; 1'indgalité précédente signifie donc que

| { Co !
(5.4) [P'[0%, 10,5, | < [V %8,5,,0 ] -[[Pe,s, “]-'Dn’oog,st,P% .

Preuve de la formule du commutateur (4.3).- Il suffit de prouver cette
formule quand a(x,D) est un monome:
a(x,D) = acx(x) ¥ , o lxl<gm .

si lelgn1, (5.4) domne

iDn[Dm,a]f,st,P | < (0™ %a,s,,p || - I1%,s, |1. le+n'1’°°f,St,P

s$i « = (m,0,..., 0), alors a_ =1, puisque a est normal ; donc

!Dn[DOO ,alf,8,, 3 l =0 .

Enfin si |x|=m et x, <m , alors DO(—DFDJ, oﬁl(sl:m_1,1\<j et

(5.4) donne :

PO ede,s, 0 | << LI Pa,s,,0 [ = [Fa,s, (1005000 05,0 | <

[ HDn’OOa,St, P ”.. “Dna,st H] -f-)gé- le+n-1 ’mf’st’ p ’ ,

vu la formule de la dérivée (4.2).
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§ 2. Opérateurs lindaires hyperboligues non-stricts.

6.LOPERATEUR STRICTHMENT HYPERROLIQUE a les propriétés que voici
(Dionne [3]).

Sur la bande X soit un opérateur hyperbolique dtordre m

a(x,D) = Z a’.s (X)D'f?
i <m

et une fonction b(x) ; posons le probléme de Cauchy d'inconnue u(x)

(6.1) a(x,D)ul(x) = b(x) Dm-‘l

]

ulS, =0
Nous supposons a(x,D) normal et régulidrement hyperboligue pour les

hyperplans St ; nous notons % (a) son caractére de régularité : rappelons
qu'il dépend de 1l'image de X par l'application {a (x) } (18| =m), sans
dépendre des valeurs des dérivées des ag (x). Nous supposons

{1y OO [ Dy O |

[79 a0 | <oty ), 0,5, 0 < Bl3,0)
B [et C] étant une série formelle en e , ayant pour coefficients des

fonctions bornées [et croissantes] de t. Nous supposons enfin :

(6.2) DYb|S, =0  pour j<nm
ce qui impliquera

Dg u|Sc =0 pour J<mn ;

’

(6.3) axfin,

On sait [4], [9] que le probldme de Cauchy (6.1) posstde une et wne seule

solution telle que le u,Sti soit borné ; on sait que cette solution vérifie

1tindgalité
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%
(6.4) | prrr-t u,stfsAo(t) j B(t',0) dt* ,
0

S,

ou
A,(t) = e(f ,m,X%,0(%,0))

c(f ,m,X ,C) est une fonction connue, dont toutes les dérivées en C sont > 0.
Précisons comme suit ces résultats :

Lemme 6.1.- On a
+n=-1,00

|t ®y,s L0 | << 5(1)§(tp)  pour o<t<[E ;

A,(t) vient d'8tre défini ; @(t,e ) est la série formelle que définit le

probléme de Cauchy formel

0
. (55 - 40 + 531 §1g) =3(0Q)
05

§ (O;Q ) =0,
ol A(’c,e ) est la série formelle >>0, s'annulant avec Q :
a(t,0 ) = a,(0)[c(t,p ) - C(£,0)] .

Notes.- La résolution du probléme de Cauchy (6.5) est élémentaire : le

coefficient {)S(t) de
btg) = =55 5.

s'obtient successivement pour & =0, 1,... en résolvant (par quadratures :

voir lemme 8) le probléme de Cauchy

(6.6)  [Ro-sa(®] 3 ()= (&) . o) =0,

olt U{fs_,‘(t) - Bs(t) est une combinaison linéaire de ?o,..., @S 1(t) ;
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les coefficients sont ceux de A ; ils sont >0 ;

a, (t) =-§—ﬁ-(t,o) .

. g G
Preuve.- On peut prouver l'existence de toutes les dérivées D u ,

oh 0, =0, en les construisant successivement pour g(ri= m+n, o+, e

par les problémes de Cauchy

o - o
(6.7) aDGu:—[DG,a]u+Db, i

=1 o : . . .
elles sont donc telles que D u,Sti soit une fonction bornée de t.
Dtapres (6.7) et (6.4), on a pour tout 0 tel que O, =0 :

il Dm+n-1 .

Dopu,stis A, (%) gz tDn[DU,a]u, St,idt’ + Ao(t)[:innncrb,st,!dt' ;

%

d'oli, en appliquant PN

=1 sgp , ol ‘ﬂ:s:

6]

iDm+n'1 ’oou,St, P ‘ <

Ay (%) Jt

t
; tDn[DOO,a] u,St,,Pi att + A, (t) jo iDn’wb’St" p‘ atr s

d'olt, en appliquant la formule du commutateur (4.3) et en notant
1,0
‘D 'u,8,, p‘=A°(‘b) ¢ (t,p) s

t ) + ,
9 (6p) << e, 021+ S0p (s ) vt 4 ECHECE

Explicitons cette inégalité, en posant

(¢9) S

P (£,P) = L 49 (1) 5

1
o S
. v QA
puisque A(%,0) =0, il vient, en posant ao(t) = >0 (t,O) :

P (8 < jz SN CHIRCO ST N O



J. Leray et Y. Ohya, Equations et systémes non-lindaires, § 2. -29 -

ou oq D dépend que de Poreror Vo y et des données 4, B; d'ol, par une

intégration d'inégalité classique :

g (6p) << ¢t,p),
si (@ est défini par 1l'équation intégrale

—_— t 1 —-b—-—- ] ‘t ? ]
@(t,pﬁjOA(t P+ 55 Qe pas +j03(t ,P) at

clest-a~dire par le probleéme de Cauchy (6.5). C.Q.F.D.

L'emploi du lemme 6.1 que nous allons faire sera facilité par le lemme

suivant :

Lemme 6.2.~ Soit (1) * la solution du probléme (6.5), quand on y remplace

par B*¥ 1la donnée B. Supposons

0 << B(%,p) <a(£)B*(t, p) , oh A, (t) est croissant.
Alors

$ (t0) < 4, (8)ox(t,p) .

Preuve.~ Vu la note 6, il suffit de prouver que les solutions @(t) et

(k*(t) des problémes de Cauchy (6.6)

2o o, (1§(8) = 5(8), $(0) =0
[—%—t- - 8 Co(t)]q)*(t) = B*(‘t), @*(O) =0

vérifient @(t) < A, (%) @*(t) , si 0 B AB* (A, croissant). Or cela

résulte immédiatement des solutions explicites (8.3) de ces probleémes.
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7. PRODUIT D'OPE‘RATEURS STRICTEMENT HYPERBOLIQUES.= Sur la bande X , nous
nous donnons & nouveau un opérateur a(x,D) hyperbolique et une fonction b(x);
notons

m = ordre (a) 5

nous nous posons le probléme de Cauchy

(7.1) a(x,D) u(x) =b(x) , DJulS, =0 pour J<m.
Nous supposons que

a(x,D) = a,(x,D) ... ap(x,D)
est le produit de p opérateurs aj(x,D) normaux et régulidrement hyperboliques

pour les hyperplans. S, 3 notons m, = ordre (a,l) + oo + ordre (aj) :
donc mp =m ; notons X (a) 1'ensemble des caractéres de régularité des a. ;

nous supposons :

{anj*'n"'j’wajH, S pﬁ« c(t,p) Vi

s

(7.2}.ﬁ”Dn—p+k’°° 2,8, P “ << Ck('b,P) , (k : entier donné tel que 0 <k < p);

iDn,oob’S‘c’ P] << B(t,P ) 3

\.
c(t,p), Ck(t,p ) et B(t,p) sont des séries formelles, dont chague coeffi-

cient est une fonction bornée de +t ; nous supposons

d
M;t_,_@_)_ >0 pour J=0yeeey, P o

~

D ¢

Nous définissons, comme au n® 6 :

(7.3) 8, (%) = c(? ,m,x ,C(,0)) .
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Nous définissons la série formelle, s'annulant avec P :

Aty P) = a,(t)[c(t, P) = c(t,0)] ;
puis, ci; ne dépendant que de £ ,m,n,p,k :
b (%5 P) = o A,(8)[1 + 0 (5, P)TF .
Bien entendu :

Ag(t, P) = a,(t) , <!

i

Nous supposons

(7.4) n>%+p, Djbiso

0 pour j<n.

Lemme 7.~ Le probléme de Cauchy (7.1) posséde une et une seule solution
u(x) tellé que [Dmu,stl soit borné ; on a pour 0Kt |X}, 0<k<yp:
(7.5), [P P05, 0|« n (5, 01 + 2 +-%5)kc’p(t, p) 5

O(t, ) est la série formelle que définit le problime de Cauchy formel

e - 4t 0)1 + 29 B(t,0) =+, p)

(7.6)

94¢ .
a% (0’p) = 0 pour J=O,ooo, P-1 .
t .

L
Note.- Ce probléme (7.6) se résout en calculant successivement les

coefficients @S(t) (s =0,1,...) de O(%, 0) ; ce calcul se fait par

quadratures.

Preuve de (7.5)0.-— Le probléme (7.1) équivaut & la suite de problémes de

Cauchy :
aj(X,D) uj(x) = uj_1 <X)! D J uj SO =0 ?
Otl j=1,oo-,p, u°=b, u = U,

P
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D'ou, par application du n°® 6, l'existence de u , son unicité et les majora-

tions :
m,+eeet m +N=3,0

}D1 usS, P | << e, (1) (¢, ),

les (Dj(t, P) étant les séries formelles définies par les problémes de Cauchy

formels :

57 - M6 21+ S2T0,(5 P = §_ (5, )

@j(os D) =0

ou @, =B. D'ou (7.4) en prenant = CDP, ce qui revient & définir

par (7.6).

Preuve de (7.5)]{ pour 1 <k <p .~ La formule de la dérivée (4.2) donne

on [pOr @ PP g |+ em(t + ,50) Dm““n‘P*k”’wu,st, p };

or, puisque a(x,D)u =b,on a, vu la formule de la dérivée 1D Dg...

«lDJ’ .

‘DO » O pi=pHk w8, P | < iDn’P*k’Oo[a(x,D) - 03] u,5,,p[+ |Dn'P+k’°°b,st,P!

. m . .
o a(x,D) - D, a un premier coefficient nul, car a est normal ; donc, vu la

formule du produit (4.1), qui s'applique car n-p+k > £/2, et la formule de

la dérivée (4.2) :

‘Dn—p+k, o) ! <«

[a(x,D) - DI;I] u,S,, p !

277 sy P [ 6 S P s e
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Les trois inégalités précédentes donnent

m+n-p+k , co

D U,8S,, P |«

o[t + PR a5 0 | J(1 4 o) [P, g o

+ c"an‘p”’k'mb,st, P
D'ou, par récurrence sur k >0, la formule,évidente pour k = 0 :

RO Py s, 0 L [+ [P P 0 s, 0 ([ 150 4 ) PP PPy, o

t’

k . . .
+e" L [+ ]’iDn'p"'k’ooa,S , Pl ]k"J(‘l +__E)__)k-3 [ pAPFIs0y 5 D ] :
o t dp t

la valeur de c¢" a été modifide ; la formule de la dérivée (4.3) a été appliquée

Pour tirer (7.5)k de 1'inégalité précédente, il suffit évidemment, vu

3 |

(7.5)0, de prouver ceci :

| -] l/ a j 3
(7.7) |D*P J’oob,S,c,p L=< GE;E)J & (t, £) POUT = 1yeeey D o
Preuve de (7.7).- Puisque P b|S, =0, nous avons

x, (x, - xé)j_1

+C ° oA APt
P p(x) = jo T %D n(x') ax}
pour :c:(xo,x1”..,x€) , x'=(xg,xw..” X€>’

To =0 0<j . J+B,<n;
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d'ou
t j=1
f3+¢ t - ¢! J 3 ﬁ.;.(j"
P a, < S D v

: e .
et, en appliquant )N o1 Sup ..., Ol ]{3{ <n-j et ¢, =0:

S s ¢
. t J=1
-j,0 ! (t=t") ! n,0
\D. "7 1,8, P | < Jo G 1977 visy,, P |dt
(7.8) b p_gr)d-t
<< f ; B(t',p)dt' , pour 0<j<n,
0 (3=1)1
car
(7.9) | pPr o b,S,, P |<< B(t,P) .
Or le lemme 9.2 va déduire de 1l'hypotheése
J
9 At.p >0 pour J = O0yeesy p~1
at?
que

Y t N\ J=1 P=j
(7.10) B(t, P) <<_E)__C_Pj%,_9_l , J _(.’C_-('g__%)_‘- B(t!, P)at! @00+, P)
ot O )

atP“J
pour 0<j<p.

Les majorations (7.8)et (7.9) de b donnent donc :

P3P (4,0)

an'J"Db,st, Pl pour 0<ji<p .

Ny

Voici prouvé (7.7), donc le lemme 7.
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§ 3. Problimes de Cauchy formels.

L'emploi du lemme 7 va introduire des problemes de Cauchy formels. Etudions

leurs propriétés, dont l'une (7.10) vient d'&tre appliquée.

8. L'INEGALITE CLASSIQUE POUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE.-

Lemme 8.- Soit &{t) 1la solution du probléme de Cauchy

d
(8.1) =5 - 2(t)]D(8) = v(t) , O(0) =0,
ou a et b sont des fonctions sommables

a(t) >0 t>0.

Alors 1'application

(a,b) > Q@
est croissante en b et, si b >0, en a, pour les relations d'ordre suivan=
tes
a<a¥ signifie : a(t)< a*(t) H
(8.2) b <b*¥  signifie : b(t)< b*(t) ;
P< ®* signifie : P(t)< O*(t) et %Sdﬁ* , Vt=0.

Preuve.- C'est évident, car

& t ad
(8.3) () =[O (') exp [ [t‘ a(tmatrlast et S==ad + .

9. EXTENSION DE CETTE INEGALITE A UN PROBLEME DE CAUCHY FORMEL.- Donnons-—

nous une série formelle en P, fonction de t >0, A(t,0) telle que

A(£,0) =0 3
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(1)

notons L 1l'opérateur

L, Py =25) = (s, P)(1 + ) 5

soit un entier p>0. Etant dommée B(t, @), série formelle en p , fonction
de t>0, nous en cherchons une autre, @ (t,0), qui soit solution du pro-
bléme de Cauchy formel

(9.1) [ - 11 (s, 0) = B(s, p) , 2 @ (0,P) =0 pour j=0,..., p-1.
at

Lemme 9.1.- Ce probléme (9.1) posséde une solution unique ; elle s'obtient

par quadratures.

Lemme 9.2.- Supposons
J
(9.2) aAJg P > o
ot

Alors 1tapplication (4,B) > @ est croissante en B et, si B>>0, en

pOU.I‘ j=0,..., p-1 »

A, pour les relations d'ordre suivantes :

’

A(t, 0)< A*(t, p) signifie : ("aa,;)‘-J A << ()8 pour §=0,..., p-1 ;
B(t, £)< B*(t, P) signifie : B << B¥ ;

O(t, P)< O*(t, p) signifie : ( )JCID < (5% )“J ®* pour j =0,..., p.

(1) Ce qui suit est plus généralement vrai pour

L(t, P, )—-A\t o)+A(t o) p

A'(t,0), A(t, 0) étant des séries formelles en p
vérifiant : A(%,0) = 0 ; on compléte (9.2) par

, fonctions de t,

~J
2a(x, P) oo,
21t
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D'ol, en particulier, puisque O0< A, les inégalités (7.10) :

si B(t, p) >0, alors

b
0 < B(%, p) <<_Q__§>_ (t, P) ,
P

(9.3)

» y |
Lot b pyapr w2200, )

(3=1)1 4Pd

%
o< |
0

Preuve du lemme 9.1,- Notons

v, =Fp-1FYe

le probléme (9.1) se décompose en les p probldmes d'ordre 1

(0.8);  [5p-11oyt 0) = 0, (5, 0) 0;(0, P) =

l
o

AY

ou j=1,|o',p’ ®°=B et @p-:@

Supposons ®j_1(t, 0) calculd ; il s'agit de résoudre (9.4) ; les coefficients

cPs(t) de
0 ¢] S
cf)j(t, p) = SE;JO 7 (%)

se calculent successivement pour s = 0,1,2,... en résolvant des problémes

de Cauchy du type (8.1) :

Q)

(9.5) [-5)—1.:' - s ay(t)] (ps(’c) = donnée, cps(o) =0

A

ou

8,(t) = 55 (£,0) .
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Preuve du lemme 9.2 pour p=1.- Les coefficients gos(t) de @(t, p)
se calculent par (9.5), oh le second membre donné est une combinaison linéaire,
a coefficients positifs, des coefficients de B et des coefficients
Poseeer @8‘1 de ® . Il suffit donc d'appliquer le lemme 8.

Preuve du lemme 9.2 pour p > 1.~ Puisque le lemme vaut pour p =1,

P
(9'4)1 prouve que @1 et 81;1 sont croissants(1) et, si B>>0, qu'ils

sont > 0. isque le lemme vaut pour p =1, (9.4)2 prouve donc que 0)

29 (1) :
et 5% sont croissants et, si B>>0, qu'ils sont >>0, d'ol, en
2
appliquant ___8__ a (9. 4) et en employant 1'hypoth®se -5-% >0 :
22®

5 2 est croissant“) et, si B>0, est >0,
ot

Le raisonnement se poursuit de fagon évidente.
Voici un lemme analogue au précédent :

Lemme 9.%.- Soit & (t, p) 1la série formelle que définit le probléme de

Cauchy (9.1). Supposons

31;3 0, > 0] pour J=0,00ey ptk=1
¢

Q9B .
M—T'\O, p) >>O pour J =O,oot7 k
PR

Alors

P) >0 pour i =0yee., Dtk .

(1) La croissance de ( ) QD signifie la croissance de 1l'application
i

pour la relation d'ordre suivante :

()" 0,5 Pty semtie (TpM0.(+0) < (L 50Ut 0).
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Preuve pour p = 1.~ On applique ( )J (3 =0,000, k) & 1'équation

(_Z)_@) =1 D+ B, puis l'on fait t =0 .

ot
Preuve pour p > 1.~ Puisque le lemme vaut pour p =1,
J
(9.4), domne L(0,p) >0 pour §=0,..., kit
ot
J
(9.4), donne - 2(0,p)>>0 pour j=0,e.e, ki2 ;
t

le raisonnement se poursuit de fagon évidente.
10. IZONCE D'UN PROBLEME DE CAUCHY FORMEL NON-LINEATRE.-
Notations.- Etent dommée Q(t, P), série formelle en p fonction de

t >0, nous notons qu?(t, P) 1'ensemble de ses dérivées @ (t,P)

+1)8a+2 ot bp
5 .

Hotons : T un vecteur variable ayant pour composantes .(Q;".lgﬁﬂ.‘*’_zl variables

d'ordre i+j < q ; leur nombre est

numériques >0 ; © un vecteur ayant pour composantes ﬁgil%ﬁgﬁl variables for-

melles commutant entre elles et avec P ; Fq[T . p,@] une série formelle en

(P,0), & coefficients fonctions de T ; Fq >> 0 signifie que ces coefficients

sont > 0. DNotons

Fq(DCl Q) = Fq[qu‘)(t,o), 0,089(t, P) - 02 d(+,0)] ;

c'est une série formelle en P , s?annulant avec 0 si Fq[T ,0,0] = 0.

Etant donné deux entiers p =q et deux séries formelles, F, et F,
q
nous considérons le nrobléme de Cauchy formel suivant, (il servira & majorer

le probleme qu'énonce le n°1) : trouver pour 0<t<T (T petit) une série
formelle @(t, p) vérifiant

2 29
(10.1) [—5-,5- -F (D)1 + -5%)]17@ = Fq(chD), —%o, P) =0

at?
pour j = 0,40e, p=-1
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et telle que

(10.2) —9—3—%3’-&>> 0

3 pour Dl:' Oyeeey P 3
2t

nous supposons ceci :

(o) ] T2 017

Y
l_%[r,m01=o; ~— LT, P,0]>>0 pour 3 =0,e.., p;
. 2P . D
si p=gq, alors ne figure pas dans F (D @)
atP P

11. LE THEOREME DE CAUCHY-KOWALESKI permet de résoudre le probleme (10,1)

sous les hypothdses suivantes: F [T, P,0] et Fp[*c, P,0] sont des fonctions

holomorphes au point (0,0,0); p=gq .
En effet (10.1) est du type Cauchy-Kowalewski & un détail prés : dans

1'équation figure non seulement

a:3.-!-;] 3
-—{-—@-.—- (t, p) s
¢t 2pY
mais aussi
=5 (£:,0) ;
2tT 9P

mais ce détail n'altdre ni 1'énoncé ni la preuve du théoréme de Cauchy-Kowalewski

Le probléme (10.1) possdde donc une solution O(s, p) qui est une série
de Taylor en P 3 ses coefficients sont des fonctions de + holomorphes pour
0L It|<T; T estun nombre >0, dépendant des données.

Prouvons que QO vérifie (10.2) gi tous les coefficients de Taylor des

fonctions holomorphes F.(T, P,0) et FP(T , P,0) sont > 0. Notons

A(t, p) = F°(®) ’ B(t’ -D) = FP(DP @) 3
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vu (10.'3)2 , TIOUS avons :

A(%,0) =0 ,
Supposons prouvé que :
ERA .
(11'1)1(-1 ;)t'j (O,p) >0 pour J = 0,ees, ptk=i (k>0),

ce qui a lieu, d'aprés (10.1), pour k = 0. Vu (10.3), nous avons alors :

29a .
-—9—;;(0,p)>>0 pour j =O0,eee, P+k =1,

9p .
—=(0,p)>=0 pour j=0,ees, k3
917

atou (11.1)k , vu le lemme 9,3.

Done (11 .1)k a lieu pour tout k ; les coefficients de ®(t, P), dévelop-
pée en série de puissances de P , sont donc des fonctions de t, holomorphes
a4 1l'origine, dont tous les coefficients de Taylor sont > 0 ; ces fonctiens et
toutes leurs dérivées sont donc >0 pour 0L t<T; d'olu, en particulier
(10.2).

En résumé :

Lemme 11.- Adjoignons aux hypotheses (10.3) les suivantes :

pP=4q;

F,[t,0, 0] et Fp[-[ , P, 6] sont des fonctions holomorphes au point
(0,0,0) ; leurs coefficients de Taylor en ce point sont tous > 0.

Alors le probléme de Cauchy formel (10.1) possdde pour

0<t<T (T petit, T >0)

au moins une solution vérifiant (10.2).
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12, OPERATEURS SUR LES SERIES FORMELLES.- Etant dormé un nombre ©3 1,

nommons A ltopérateur qui transforme comme suit les séries formelles 3

(00} pS B pS
si (D(t’ Q) = E —-S.’- (Ds(t) ’ alors ’\d;(t’ p) = E CDS(t) H
=0 :

s (s1)”
— P° O
s BT, R0 = 2T R (D)
Y 1 Y
Oﬁ' Y"—' ( X17 T2"“)7 6:’ (@1}92,0-0), @ =e1 1 92 2--.,1! =\(1!Y2!00
alors e 67
MP(T,0,0) = L 1

F T ’ N =\t’ \( oo o
S,\( [(s+l¥;)!]0(—1 s! Y! SY( ) ou l\“ ! + 5 +

L'opérateur A a les propriétés suivantes, faciles & vérifier (voir [10],
n°19 et [11],n°6 et 9) :

Formule du produit.-

(12.1) MO Y) << (A B).(A W) .
Formules de la dérivée.-

(0. -%%) < (A ) =20 W), st B(5,0) = 0.
(12.2)

N)? B << ("aa'b’)j (1+ P\ st <a, x<9E,

Formule de composition.- (que [6]note : A(Fod) << (AF) o (A D)) :

(12.3) AR(D) < £( A D), si AP =f,
Appliquons ces formules au probléme de Cauchy lindaire, formel (9.1).

Lemme 12.- Considérons le probléme (9.1) et le probléme du méme type
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[ - alt, P)(1 + 2 p)]p o(t, P) =b(t,p), L& (0,0) =0
2t
pour j =0,.va, p-1 ,
ol
a(t,0) =0 .
Supposons @
0 < (== )J Aa(s, P) < (5 )3 a(t, P) pour 3 =0,..., p=l ;
0 << AB(%, P) < b(t, P) .
Alors

() 05, 0) < (27 ¢ (4, P) powr §=0,0eu, b -

Preuve pour p = 1.~ Les formules du produit et de la dérivée donnent

(12.4)  A[a(t, (1 +=55) O(s, P)] << als, P)(1 +

Donc

D
ap)’\ d(t, P) .

9 2 ( .
5 - 2 PO+ =) AQ(, P) < AB(t, p) < b(t, P) 5
donc, vu le lemme 9.2 (croissance) :

AB(t, P) < @(t, 0), A0 < 2L

Preuve pour p > 1.~ Notons

o = -l A+ 500, eo=b, =@

nous avons les formules analogues & (9.4). :
__.a_ L --——--a 1= ( = O .

Puisque le lemme vaut pour p = 1, (9. 4) et (12.5)1 donnent

A<D1 <@, , A@ <<-Q-(p

ot 'q ¢}
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(9.4)2 et (12.5)2 donnent alors :

2
AP, <2 ¢, 3

A@ < ¢, %7 =~

N . P .
d'oll, en appliquant -OTA , puis (12.4), 2 (9.4)2

2 2
“"a""éA@z <25 P
ot 2%

le raisonnement se poursuit de fagon évidente et donne
( )JA(D <<( )J 1 pour 0L j<i<y
en particulier, puisque @p =0 et ¢_=¢ , on a les inégalités énoncées.

13. CLASSES DE GEVREY FORMELLES.- Définition.- Etant donné un entier p =0

et un nombre & > 1, nous nommons classe de Gevrey formelle P Py ( o<) 1'ensem=-

ble des séries formelles

w pS _ S @Y
O (4, P)=s§o — & (¢) , FlT, p,®]=sﬂ 7 v By ()
vérifiant la condition suivante pour t ou T petits :
J
. ps 2 (Ds
(2N, P) = T ~2
0t s (s!)(x ’ata
Y
1 . P% o
s, el= Byt e v ey ()
’
RES))

sont des fonctions de P ou de (P, ©) holomorphes & l'origine, uniformément
par rapport & t ou T ; c'est-a-dire:il existe un voisinage de 1'origine,

indépendant de t ou T , ou elles ont une borne, indépendante de t ou T
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Cette condition peut st'énoncer :

: -
a? P I 1+s
S
sup o 3 ‘ < w
s,t [1+s] | at? |
ou 1
. oF_y (T) l T+e+]Y |
sup < c0

s,Y,T [1+s+ H’!]O( ‘z)Tj

Propridtés.- Les propriétés de A montrent que 1l'addition, le produit,
la dérivation en P et le composition transforment des éléments de | Py (o)
en éléments de | Py (o) .

Note.- Si @(t, 0) et LU(t, P) sont des séries formelles en P , alors

la série formelle composée W(4%,D (%, P)) est définie quand P(t,0) =0 et

seulement dans ce cas (& moins que @(t, P) ne soit fonction holemorphe de P
14. RESOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY (10,1).- L'opérateur A permet de
déduire du lemme 11 lc. propriété suivante, qu'emploiera le § 4.

THFORAME D'EXTSTENCE, POUR LE PROBLEME DE CAUCHY FORMEL, NON LINEATRE.-

Complétons les hypotheses (10.3) par les suivantes :

(14.1) FOGPPA“) EEePOA“)

’

,oh1<“<ﬁ.

Alors le probléme de Cauchy formel (10.1) possdde, pour

0<t<T (T petit, T >0)

au_moins une solution  P(t, P) vérifiant (10.2) et

(14.2) der® ()

Cette solution @ va 8tre construite par approximations successives.
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Définition d'approximations successives @K(t , P) (K=0,1,004)u-

¢, (t,P) =0 ;

quand la série formelle en P , fonction de t >0, @K(t, P) a été définie,

©K+1(t’ P) 1'est par le probléme de Cauchy suivant :
J

27
(143), B - R(@Q0 +=E PO, =5 (020 , ——;—;—?—*—’- (0,P) =0

(«3 = 0y00e, P“1)-
Rappelons que ce probldme (14.3)K s'intégre par quadratures (lemme 9.1).

Positivité des approximations successives.~ Prouvons 1'indégalité, évidente

pour K =0 :
(1404)1{ O < (%)JQK(t’ p) pour j = O,"', p'

Puisque F, et Fq >> 0, (14.4)K, (14.3)K et (9.3) impliquent (14.4)K+1 .

Croissance des approximations successives.=- Prouvons 1'inégalité, évidente

d'apres la précédente quend K = 0 3

(14.5), (29 0,05, 0) < (20 B (5,°) o 5=0,..0p .

En appliquant le lemme de croissance 9.2 aux problemes de Cauchy (14.3)K et

(14-3)K+1 , on voit que (14.5)K implique (14’5)K+1 .

Définition d'une série formelle «(t, P), qui servira & majorer les ap-

proximations successives.- Les hypotheses (14.1) signifient ceci : il existe

des fonctions f£,(T,pP,0) et fq( T, P,0), holomorphes au point (0,0,0)

et a coefficients de Taylor >0, telles que :



J. Leray et Y. Ohya, Equations et systémes non-linéaires, § 3. - 47 -

( )J>\F <<( )J pour j = Oyevey Py Tl T

AFq << fq pour {T[gr_pq ,

quand T est & composantes >0, Comme (10.3) le permet, nous choisissons

£,(t,0,0) =0

Considérons le probléme de Cauchy

’

=21 ()1 + 'ap) ¢ = fq(Dq(’l +P

2 \p=
2p) 1)
(14.6) 4

oY
__—j_-(o, p) =0 pour j = O,.tag P-1 .
LBt

D'aprés le lemme 11, ce probléme (14.6) possdde une solution ¢ (t, P), daéfinie
pour
0<t<T pour (T petit, T>0)
telle que
("“')3 ®(t,P)>>0 pour J=0,e0ey D=1.
Nous choisissons T assez petit pour que

2
9(t,0) <1, 5 |P%1 + P—D—-p—)P"qcplgTq .

Majoration des approximations successives.- Prouvons 1'inégalité, évidente

pour K =0 :
(147 2N < (e powr j=0,.., 3 0<EET.

Vu les propriétés de A (n°12), (14.7)K implique
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(l)JAF(cD)«( 299 1,1 0,) < 27 £,( @)
AF (chb ) < £ (>\Dq<1> o < (Dq(1 +P— )P'qu )<<f (01 + P——-)p"q‘?)

car S‘g- D'olu (14'5)K+1 y en appliquant le lemme 12 aux problémes de Cauchy
(14-3)K+1 et (14'6)‘

Fin de la preuve du théortme.- Pour 0 < t

q).]@o BJ(DK

yeecey

< T, la suite

3 T e (0<j<p)
2% 2t

est croissante d'eprés (14.5) et bornée d'aprés (14.7) ; elle posséde donc une

limite O(t, P), qui vérifie (10.1) dtaprés (14.3), (10.2) d'apres (14.4) et

appartient & [ ps (o) dtapres (14.7).
C.Q.F.D.
Nous aurons besoin du résultat suivant, que fournit la démonstration

précédente :

THEOREME DE CONVERGENCE.- Donnons—nous deux séries formelles en P,

fonctions de t (0<t<T) : a(t,P) et B(t, P) telles que

A(t,0) =0, ( )J A(t, P)>>0 (J=0,eeey D) » AeFP’(“>

B(t, p) >0 , 5el (%),

Donnons-nous un opérateur différentiel, d'ordre q < p, ne contenant pas

(=3 )p si q=p:

) P
Lq(p’ Dt, 'Dp)!

ayant pour coefficients des séries formelles en P

, fonction de t , appartenant
g r Oy( O()

et >0.
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Supposons
1< %< p/q.
Définissons, pour 0 <t < T, des géries formelles en P , fonctions de ¢,

% (t,P), (E=1,2,...) par les problémes de Cauchy suivants

J
-—-—-A(t PYI(1 + 27

r;ap)]ptp,‘(t, P) = B(t, P) , — 1 (0, P) = 0

(3 =000y p-1)

9 _ 9 \p _ 2. _2_
55 - 406 P+ =750 P oy (5, P) =1 ( Py 55 p) Ykt P)
Dj(P
—L (0,P) =0, (§=0,.ue, p-1)
249

(Bagpelons que ces problémes s'integrent par quadratures). Alors

B oyl P)>=0, e er ™t 2 ey(s,p) converse
(3 =05000y p),

) @Kerp’(“) , pour 0<t<T (o O<T'<T) .
K

Preuve.- Les approximations successives @K qu'emploie la preuve du théo-
réme précédent ont pour expression :

CDo:O, CDK=<@1+...+¢K si X>0.

Or nous avons vu que ( )‘-J K (3 =0,004y p) est >0, croit avec K
et tend vers une série formelle dont chaque coefficient est une fonction bornée

de t.

Note.- [10] prouve (§ 4) et emploie (§ 5 et § 6) un résultat plus précis :

on peut prendre T' =T si 0‘<'§ .
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§ 4. Stude d'une application non-lindaire : v - u.

Cette étude permettra au § 5 de résoudre 1'équation non linéaire par approxi-

mations suceessives.

15. CLASSES DE GEVREY.- Définitions.- Soit une fonction f : X - C ; nous

disons que
x ¢
fe xg’( J®) e 10 %e,5,,0 e 9™ o 0<t< x| ;

clest-a-dire si

1

-y Ea .
sup —_— [;DX+ £,8,1] T < o , pour |fl<n , 0, =0, 0<t <
P)Q!t [1+§Gl‘]

De méme, soit une fonction F : X ~ Y = C ; nous disons que

N f 1 [ o i
Feygkﬂ(XXY) ﬁiﬁwDRStXYJLﬂ,V{élm() pour 0 <t <[X|

clest-a-dire si

L 3+0 T %
sup — [ 75, ~ v, GITHEHTE <
3.o0t  [+Hcl+ 1] y

pour {8{<mn, 0, =0, 0<t<X|;

V est fixe et son choix n'altére pas la condition ci-dessus.

En remplagant [...| par |...| dans les définitions précédentes, on

. n,x
obtient celles de Y [é] .

- 0,
Propriétés.- Les propriétés des quasi-normes formelles (n°4) et de [ 0, ()

(n°13) ont pour conséquence évidente ceci :

D} - X?égcy) (x) =Y r[l'éji?°’(°<) (x), s ¢
si n >~1

alors Y %é%x) (X) est une algdbre ;
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si n>‘g‘+1, £=(, £5,...) X7, fje)g'g’((x) et Fe‘r[gj(“)(XXY),

slovs Bz, 2(x) € y 517 ().

Dans toutes ces propriétés, [2] peut &tre remplacé par 2.

Note.- ®n particulier, si n >‘% +1, si fe x[gj(“)(x) et si 1/f est
borné, alors

. o<
1/f ¢ ﬁéj( )(X) .
Cette propriété permet, si n >>K_+1’

2
& X’tgjcx)(X) par son premier terme, sans qu'il cesse d'étre dans ‘{tgjex)(X) H

de diviser chaque opérateur différentiel

autrement dit : 1l'hypothése, faite ci-dessus, que ces opérateurs sont normaux

devient superflue.
16. DEFINITION D'UNE APPLICATION v - w.- Etant donnde une fonction
v:X->C telle que D} v|S, =0 pour j<m,

nous définirons une fonction
u:X'->C, ol W:OS%<ﬂWHPcD,

par le probléme de Cauchy :

1
a(x,0" v, D)u = o(x, 7" v), 2
(16.1) “JES PURES
. - STITUT FOURIER
D) u|S, =0 pour j<m . INSTITUT

Nous supposons que a(x,y,D) et b(x,y) ont les propriétés qu'énonce le
n°20 : (20.2),..(20.7) ; les dérivées de v qu'on substitue aux composantes
de y s'annulent donc sur S, ; Y est donc un voisinage de l'origine.

Nous supposons en outre

(16.2)  vey 1“"2@““11’(00()() , DIv|s, =0 pour j<mm,
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(16.3) D) b(x,0)|S, =0 pour j<n.

Enfin, X sera le caractére de régularité de l'ensemble des a..

Nous allons voir que, sous ces hypothéses, (16.1) définit une application
v 2> u ; nous allons la majorer et majorer son module de continuité j; il suffira

d'appliquer la formule de composition (4.4.) et le lemme 7.

17. EXISTENCE ET MAJORATION DE L'APPLICATION v = u.- D'aprés 1l'hypothése
(16,2), il existe des séries formelles en P , fonctions de t (0 <t < [X]),
ujk(t, P) telles que :

-tk S) {
'Dm+n p+ ,COV,S_t)'f'Jl<< \uk(t, p) (k = 0,..-, p) ;

(17.1) ¢ r 0 (o), Yo () ('%)j W (t, P) >0 pour j<p,
o<t <X
¥, (0,0) =0 .
Notons
(17.2) (t) = W,(+,0), ce qui implique ¢(0) = o0.
La formule de composition (4.4) et les hypotheses (20.2)...(20.7) permettent

de construire, & partir de

aj+1(xiy’D)’ S‘t XX, Q,ﬂ , Y I
nDn’ma(X:ny),St XY, p, ﬂ’ v H
‘Dn,mb(xyy%St X Y, p: N,y l

des séries formelles en deux variables (0, @), & coefficients fonctions de T :

o, P, 07, e lv, P01 gt 0,076 )
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telles que(1):
D #q (2D v,D),8,, P l<c(v,),

“ n-p+k, OOa(X,Dm-1 V,D) S QH << (Uk") (k=1,.--; P)’
an,ODb(X’Dm v)’St’ p' < B( wq) ’

)

<<B(wp—1 +—,‘D—p‘ wp1) si q=1p;

c(W,), ¢ (ls)k 1), B(Y ) sont des séries formelles en P , fonctions de +t
ces séries ¢ | 0, (% ) Leur définition exige " veY ; pour réaliser cette
condition, il suffit (Sobolev) de prendre ¢ (%) suffisamment petit ; donc
de prendre :
o<t ™(¢)

ob T({) est une fonctiomelle de ¥ , dont la définition est évidente et
qui vérifie :

o<®(P) < ¥

Nous choisissons €[T, 0,9 ] tel que

dJ
TC[L Pe]>>0 pour j < p.
o7

Comme au n°7, nous considérons la fonction de 1t

(17.3) o (©) = e(l,m, X,0[v (4),0,0]),

la série formelle en O , fonction de %, définie pour 0<t < T(Y) =

(17.4)  aly,¥,) = a,(v) {CDP(t),P,‘UO(t,P) v ()] - c[w<t),o,01}

(1) Rappelons que C( J) désigne la série formelle en P , fonction de t :

o[V (+,0), P,U (t,0) - ¥(t,0)] .
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enfin la série formelle en O , fonction de t, P (t,P) que définit le pro-

bleme de Cauchy formel

e 49, U1+ 2T (5, 0)

il

B(wq) si g<p,

il

(17.5) 339 B(r g ¥ ) st a=p;
: (pr)=0 pour J < p.
D1

.A.,Bé ro,(‘x) s

vu le théoréme du n°14 et l'unicité de la solution du probléme
(17.5),

— ¢
Cp el P,( ) ;

P est défini pour 0< t < ().

!

Le lemme 7 montre ceci :

La solution u(x) du probleme de Cauchy (16.1) existe et est unigue sur la

bande

X, : 0<%, <™MV) ;

W

m+n, (<)

plus précisément on a

(17.6) [P PPy s ol < ¢, (5,0)  (k=0,..., D)

)

ou

Oy =a,(9) 0

(17.7) 3y
\¢k=%A4vn1+%w¢4nﬁ1+§;+33F¢ (k= 1,000s ).

Notons gue
Dg uiSo =0 pour j<mn j
en effet
D b(x, 0" P v(x)) |8, =0 pour j<n,
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Ces résultats vont servir 4 prouver le lemme que voici :

18, Uf sous-mismiBLE DB Y ®)(x0) quE LraPRLICATION v > u APPLIQUE
BN LUI-MEME.-
Lemme 18.- Il existe une bande
X 0<%, < |X

et des séries formelles en P , fonctions de t (0 < t< |X")

0.5
¢k(t?p)er ? (k-':o,..., p)
telles que si

|Dm+n'P+k’°°v,st, Pl (t,p), ) vls, =0
sous les hypothéses
o<t XY, k<p, j<mm,
alors on a, sous ces mémes hypothéses :

m-+1.

otk :
PP 'Pu,s,, 0| CPk(t, p), DJujs,=0.

[¢]

Preuve.- Il suffit de choisir au n°18 les Ujk (k = 0,...,p) tels que

W (s, 0) = P (4, 0),
clest-a-dire, vu (18.7), tels que
( Wo=a ()9
(18.1) |
W = el s ()1 + ¢ (U, T +—%-t-+-§—p-)k¢ (k= 1y.00sp).
Notons .
9 (£) = O (£,0) 3

la définition (17.2) de ¢ (t) s'écrit donc :
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q) = Ao(kb )\D ?
(18.2) ol 4,({) est une fonction de U que définit (17.3) ; elle vérifie
ala, (V) |
A,(0) >0, — >0 pour ¥>0, j=0,.0s, Do

Nous en déduirons (fin de ce n°18) que, pour ¥ petit, (18.2) équivaut & une

relation

b=1(9) (¢ petit)

(18.3) oh f est une fonction vérifiant

f(o):o ’ dfj.zo pOU.I' HO petit 20, jzo,ooo,pc

d
\ ¥

Les relations (18,3) et (18.1) permettent d'exprimer ¢ et wk (k=0,40e,p,
en fonction des dérivées de ¢ d'ordres < k ; on peut donc éliminer P y Wy et

wq (ou WP_Q de (17.5), qui s'écrit avec les notations du n° 10 :
D D \Ph - (8
- RO+ 3P b= 0%)

(18.4) _
\ 339

2 X(0,P)=0 pour j<p;
Z)tJ(’) P i<p;

(18.4) est un probléme de Cauchy formel d'inconnue q5 5 F[T,P,0] et
Fq[T ,9,9] sont des séries formelles en (P, @), fonctions de T , vérifiant:
Foerp’(o() , Fqéroy(o{) ,
b JFQ [T ? o ’ 9 ]
o7

ne figure pas dans Fq(DP‘fP).

F,[7,0,0] =0,

>>0 pour j<Dp, Fq[T,O,@]»o-

3P

0 P

si g =p, alors
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Pour satisfeire (17.1), il suffit qu'on ait

(18.5) P ¢ () , %—*—p—l»o
%

D'aprés le théordme d'existence du n°14, le probléme de Cauchy formel

pour Jj<p.

(18.4) possdde une solution ¢> vérifiant (18.5). La preuve du lemme est

achevée,

o~

Preuve de (18.3).- Faisons croiftre Y de O & un nombre suffisamment

petit pour que b /Ao( d)) soit croissant, cfest-a~dire pour que
(18.6) —_—— <

Alors ¢ croftde O & O et la relation U = Ao('\b)\P équivaut a une

relation
b =g(9) (ogvgv),

o f est une fonction croissante telle que f£(0) =0 , f£(¥) >0. Supposons

prouvé que

=1
d . .
f’...,m 35120 (Jsp)‘
avy
o .
Alors 1'application de s & la relation £(9 ) = 4,(£(9)) ¥ donne
ay
STV
a
[ =957 t=0,
ay
c'est-a-dire _
- 1 . ==
Ay dy IRL
et, vu (18.6) :
J
f50.
dgY

Voici prouvé (18.3).
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19. MODULE DE CONTINUTTF DE L'APPLICATION v - u.- Notons | (&) 1tensemble

des séries formelles en P , indépendantes de +, appartenant & i 0,("‘).

Lemme 19.~ Supposons qu'ton ait sur X, pour h = 0,1 :

at(x,li)mm1 vh,D)uh = b(x, 0" vh)
(19.1)

Dg uh‘So =0 pour j<m

™ Py s, Pl ©(p), PPy s, 0l O(0), Ol )

DY vhiS°=O pour Jj<mén , donc DY uh§S°=O pour j<mn .

11 existe alors des séries formelles en P , appartenant & | (0(), dépendant

de a,b,e, mais indépendantes de W et V5

A(P), B(P)

vérifiant :
A(p) >0, a(0) =0, B(P)>o0,

telles quton ait, pour k =0,40.y D ¢

d

iDm+n“p+k’°°(u1 - u,),8,, Pl c(p)1 +-§¥+-§5)kv(t, P)

si 1'on a, pour k=0,..., P ¢

Pl c(o)t +—§’—-+%5—)kw(t,.0)

|0 3t

| nn-k
n-n- ,()'.)(v1 "Vo)ss

t’
si ¢ P) >0, cer(e)

et si ¥ (t,P) est la solution du probléme de Cauchy formel
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r

[_%_ A(p)( +’D%‘)]P¢P(t: P)

il

B(P)e( P)(1+ 5 + 55) %0 (1, 0)
quand q <p ,

Mpm(mm+gt+£pw1%g

I

quand g = p,
~J
2 2 (0,p) =0 pour j<p.
| Dt

Preuve.- Nous avons

-1 L -
a5, 0" vg,D) (u = w) = o(x,T%,) = v(x,0%,) = [a(x,0""v,,D) - a(x,*"v,,0)To
autrement dit, en notant

v, = (1 =h)v, +h v, » h variant maintenant de 0 & 1,

nous avons

1
«El.(}c,Dmﬂvo,D)(uo - u1) = },é pf (vy = v1). jo bfi (x, 0" vh)dh
(19-2) ) ‘1
- 1 opf (vy = v1). JO 2 (x,Dm-1vh,D)u1dh

(®
ol
IPl<m=-p+aq, pP 40y s p=gq
o (X,y):M et a (x,y, {‘)=.2.§-£_3&L.§al.

Or, par hypothese :

le+n,oovh,St, p i<< (L) pour O0<h<1 .

Done, vu la formule de composition (4.4) on peut construire, en fonction de ©
et des normes formelles de a et b, une série formelle B( P), indépendante

de N et Uy s telle que
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‘Dn,wbﬁ, (erm vh)’s‘t’ P li'*' nDn’ODaP’ (X’Dm-1vhsD)u P H ASS B( p) ’

1,St’
vu les propriétés des classes de Gevrey formelles, on peut choisir
B¢ \"'((X).

Done (19.2) domne, vu la formule du produit (4,1) et la formule de la dérivée

(4.2)

lDn’ooa(X,Dm-quo,D)(uo‘u1)»St’ Pl 5(P) iDm+n-p+q(Vo"V1)’Sts P ! quand q < p

< B(P)(1+ _5@5) ]Dm+n~1 (VO-V1),St, P ? (iuand 4 = P.

I1 suffit d'eppliquer le lemme 7 2 cette inégalité pour obtenir le lemme 19.

§ 5. L'équation quasi-lindaire.

20, ENONCE DES RESULTATS.- Donnons-nous sur une bande de gg *1

X:0<x, <|X|, devord §, : x, =0,
le probleme de Cauchy

[ a(x, 0™ 'u,D)u = b(x,0* u)
(20.1)
3 a
Dg ulSo donné e\(( )(So) (3 <m) ;
son inconnue est la fonction numérique complexe wu(x).

Nous faisons les hypothéses suivantes :
(20.2) a(x,y,D) q[gj("‘)(x xY) et b(x,y) e Yg'(“)(x X Y)

sont respectivement un opérateur différentiel d'ordre m et une fonction,
donnés sur X, dépendant d'un paramstre yeY ; ¥ est un ouvert de 1l'espace

vectoriel complexe de dimension égale au nombre des dérivées de u d'ordres < m
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Y contient 1l'adhérence des valeurs prises par les donndes de Cauchy D'g u|So 5
quand on substitue & y, dans a(x,y,D) et b(x,y), les dérivées d'une fonction

, ~1 . , e
v(x), on obtient a(x,D"' v,D) qui ne dépend que des dérivées de v d'ordres

m .
<wm-1, et b(x,Dv), que nous supposons indépendant de DI;J v ; nous supposons

_— M~ , =P+
(2003) a(X,D V,D) = a13""aj+1 (X’D J V,D).,. ap7
ol
m_+n—j,(0<)
(20.4) aj+1 (%,y,D) € \5[2%11 (X %)

est un opérateur régulierement hyperbolique sur X x Y

’Vj ; on a noté :

(20.5) m, = ordre (a,l )++..+ ordre (aj), m,o=m, m, = 0.

Soit ¢q le plus petit entier tel que
(
0<Lq<p

(20.6) < a(x,Dm‘1v,D) = a(x,0" P v,D)

| b(x,0%) = o(x,0""9)

le sens de cette dernidre relation est, bien entendu, le suivant : b(x,D" v)
ne dépend que des dérivées de v d'ordres < m-ptq.

Nous supposons enfin

(20.7) 1$o<$-§ ’ -g-+p<n.

Voici les théoremes que nous allons prouver :
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THEOREMES D'EXISTENCE HT D'UNICITE.- Il existe une bande

X': 0<x, < IX' (x*c X)

sur laguelle le probléme de Cauchy (21.1) posséde une solution

u e

v e,

Sur aucune bande plus petite

X" s 0<x, < Xl (xr C X)

il ne possdde de solution ¢ YI;H“H’(“)(X") autre gque u.
Note.- Si g =0, on peut prendre « = ®, c'est-a-dire employer comme
dans [3] des espaces de Sobolev au lieu de classes de Gevrey : on est dans le

cas strictement hyperbolique : voir P. Dionne [3]

Note.- Un exemple de Giorgi [6] montre que ces théorémes d'existence et

d'unicité sont faux si ?1;-< X

THEOREME LOCAL D'UNICITE (domaine &'influence).- Supposons

1< *<p/g.

Soient deux fonctions u e Ygﬂl’( O<)(X') (h =0,1) gqui, sur un domaine D!

de X', soient solution du probleme de Cauchy (20.1). Supposons gue D' pos- -

séde la propriété suivante, relativement au cdne caractéristique de l'opérateur

a(x,Dm"1 u,,D) :

(VR4

J.’émis,gj.gg_rétrograde“) dans X' de tout point de D' appartient & D'U-S,.

Alors

u, =u sur D' .

1

\ e . s » . z .
(1) L'émission rétrograde d‘iun point x de X' est la réunion des arcs de X!
dlextrémité =x, X tangentzdans le clne caractéristique (cbne convexe) de 1'opé-

rateur lindaire a(x, D" P" quo,D) ; ces arcs sont orientés dans le sens ol x,
croit.
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Note.- Il suffirait de supposer w € T2+n’(o<)(D'),

complications, dont la premidre serait de définir X§+n’(cx)(D').

moyennant diverses

Prouvons d'abord le théoréme d'existence.

21. REDUCTION A D&S DONNESS DE CAUCHY NULLES.- Il est aisé de déduire de
(20.1) les valeurs que doit avoir Dg u(S0 pour J =m,..., m+n=-1 ; ces valeurs
e"{§o<)(so). Construisons sur X une fonction w eﬁ{§+n’(a)(X) telle que

Dg wlSo (j <min-1) ait ces valeurs ; prenons pour nouvelle inconnue  u-w.

lious voici ramenés au cas suivant : les données de Cauchy sont nulles, c'est-

a-dire :

(21.1) D™ uls, =0 ;

de plus le probleéme (20.1) implique
1 s, =0 .

[o]

D'ou, en appliquant Dm—1 4 au=">o:

™" b(x, 0% u) s, = 0 ;
clest-a-dire :
(21.2) DJ b(x,0)[S,=0  pour j<n

Voici donc réalisées les hypothdses (16.3) qu'emploient les lemmes 18 et 19.

22. DEFINITION D'APPROXIHMATIONS SUCCESSIVES.- Notons Uy (K = 0,1,...)
ces approximations successives de u. Nous choisissons
u = 0 ;

0

nous définissons a partir de par le probléme de Cauchy
YK+ Yk
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a(X)Dm—p+q uK’D)uK‘H = b(X’Dm_p+q uK)’
(22.1)

LDg uK_H[S0 =0 pour j<m.

25. MAJORATION DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.- Le lemme 18, ol 1l'on rempla-

ce les (Dk(t, P) par une série formelle, O( P),qui les majore et est indépendante

de t, a pour conséquence immédiate ceci : il existe une série formelle en P

indépendante de K , D€ 1"‘( (x)’ et une bande indépendante de X :
2 0<x, < |X
sur laquelle tous les UK(X) sont définis et vérifient
(23.1) | P8, Pl << alp)
24, CONVERGENCE D&£S APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.- Le lemme 19 a pour congé-

quence évidente ceci : il existe des séries formelles en P , indépendantes de K

A(P), B(P) appartenant & F(Q‘) et vérifiant
A(p) >0, 4a(0) =0, B(P)>o0

telles qu'on ait pour 0<t < [X*] et pour k¥ =0,..4y D 3

(26.1) |DFPPIOC (0 - w),s,, P << e(P) (1 +-—-+-Q—) Prpq (8, P)

quand on choisit C e F( ) tel qu'on ait (24.1) pour KX =0 et quand (PK+1

est défini, pour K >0, par le probleme de Cauchy formel
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E2 - 400 29T o, (5, 0) = 2(p)e( P)(1+ =25 + 29 (x, P)

quand q < p,

0y
B(P)o(P)(1+ By 55" £ quana q-»,

(24.2) <

N

i

__(O; p)
L ot?
D'apres le théordme de convergence du n° 14, la série

0O pour jJj<p.

Ks:(—%ﬂnpl{u, P) (3<»)

converge pour 0 <t < |X"| ; donc

lim (—%)%K(t,p)=o pour O0<t< [X"] .
K- -

Par suite uK converge vers une limite u sur la bande
XM 0 <x, <X
Plus précisément, vu (24.1), e Uy converge vers Dm+nu sur X" ;
wey 20 (%) (o)
Les théorémes de Sobolev permettent de préciser que D W, converge uniformément;
vu (22.1), u est donc solution du probléme (20.1).
Voici prouvé le théordme d'existence qu'énonce le n® 20.
25. PREUVE DU PREMIFR THEORIME D'UNICITE, (énoncé n°20).- Supposons que
(25.1) € Xg”n’("‘)(x) (n=0,1)
soient deux solutions distinctes du méme probléme de Cauchy (20.1). Notons
X* 1 0K %, <ilX*f
la plus grande bande semi-ouverte ol elles sont identiques. En remplagant X
par X - X¥, nous obtenons deux solutions W, U, d'un méme probléme de
Cauchy (20.1), qui sont distinctes sur toute bande

X O$XO<IX'¥ .
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Montrons que c'est incompatible avec 1l'hypothese (25.1).

Réalisons les conditions (21.1) et (21.2) ; appliquons le lemme 19, en y

faisant u, =V, ; nous obtenons ceci : 1'inégalité

- k, €0 o) D \k
implique 1'inégalité (25.2)K+1 » 81 Q.. est défini par le probléme de Cauchy

formel :
[2% - AP) (14 2 TP gy, (5, 0) = B P)CC ) (14 B + 535) 0y (8, P)

quand 9 <p, *

2Py
9p

) = B(P)c( P)(1+ ,(?t + =2

quand q = p,

-——-——?r{o P) =0 pour F<p;
0t

~

ce probldme est indépendant de K ; A(0) = 0.

Choisissons, ce qui est possible par hypothése, @, tel que (25.2)1 soit vrai

et que

J
Lp1
2t

D'aprés le théoreme de convergence du n°14,

XZ( )JLPK(‘G PY (<)

@1erp’(°‘), (¢, P) >0  pour j<p.

N

converge sur un intervalle 0 <t < |[X'| ; donc

lin (2 )J ep(t, P) =0 pour 0Kt <X, §<p;
X - oo

donc

U, =u, sur la bande X' s 0<x, < [X'] ;

cette conclusion contredit les hypothéses.
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Voici prouvé le premier théordme d'unicité. Son seul intérét est de ne pas

exiger e«<&§ , ce que va supposer le théoréme d'unicité locale, dont les

conclusions sont plus fortes.

26. PREUVE DU THHOREME D'UNICITE LOCALE(énoncé n°20).- Soient deux fonctions

uh e XI;H'H’(O()(X!)

solutions sur D' du probléme de Cauchy (20.1). Sur D!

(h=0,1),

, nous avons donc
(19.1), avec v, = Y Done u, - u, vérifie une équations hyperbolique non
stricte, linéaire et homogéne ; ses coefficients vérifient les hypothéses

qu'énonce le n°23% de [10] ; Dm“1(u°—u1)

S, = 0. D'apres le théoreme d'unicité
qu'énonce le n°24 de [10] et la note qui suit ce théoréme, nous avons donc

— 1
u, = u1 sur D

o
?

le théoréme est prouvé.

§ 6. Systdmes quasi-linéaires diagonaux.

L'extension des théoremes du n°20 aux systémes quasi-linéaires diagonaux est
aisée ; nous ne donnerons pas le détail des preuves ; mais nous expliciterons

les résultats, que A. Lichnerowicz [12] et lme Y. Choquet-Bruhat [2] appliquent

a la magnéto-hydrodynamique relativiste.

? +1

27. ENONCE DES RESULTATS.- Donnons-nous sur une ban'e de 5

X:0<Kx%x, <I|X|], debord S, :x, =0

o ° (o]

le probleme de Cauchy(1)-

-

. . DY . : . . s
(1) Bien entendu, si m&L<Zn) , alors ni u ni aucune de ses dérivées ne

b_ v oy
figure dans B (x, 0" ™ up').
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N
gV (x,0° ™ -1uH,D)uV =1 (x,Dmu—nv uu),
(27.1) '
LDg uvISo donné eY(Q‘()(SO) (3<mY~nY)

?

ol 9, vV valent 1,..., N ; les inconnues sont les N fonctions numeriques

complexes u (x).

Nous faisons les hypothéses suivantes :

(27.2) 2" (x,y,D) E‘Y[g]\) ’(O()(X xY) et 1Y (x,y) ¢ erlv ’(“)(x % Y)

sont respectivement N operateurs différentiels d'ordres mp"—nv et N

fonctions, domnés sur X, dépendant d'un paramdtre yeY ; Y est un ouvert

de 1l'espace vectoriel complexe de dimension égal au nombre des dérivées des

uY (V=1,...,8) d'ordres < sup mkL -0 ; Y contient l'adhérence des valeurs

prises par les données de Cauchy Dg v’ [So ; quand on substitue dans aV (x,y,D)

1
et bY(x,y) & y les dérivées de fonctions vk(x), on obtient

Wy _ S
a¥ (x,0¢ ™ 1vu,D) et b\)(x,Dm S 8

c s p tbp? o
que nous supposons indépendant des D V' ; nous supposons

v . v .
(27.3) &Y (X,Dmpun - vp’,D) = aT,.. a\.)+1(X,DmH-mJ' -ppﬂ vu,D)... 2V
) J p
ou

m\-) "j,(O()

(27.4) &l (x,y,D) € Y, (X« ¥)

est un opérateur régulitrement hyperboligue sur X =Y ; on a noté

) - ,

(27.5) mj_j) =" + ordre(a\i) Yoot ordre(a‘g), o’ =n’ m) = 0V
p

°
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Soient qu les plus petits entiers tels que

Oéqus pEL

ntt Y

a¥ (x,D -1 vH,D) =a (X,Dmu-nv ..pV'-;-qu vp',D)

(27.6) |
oY (Bt By g (x,Dm%L'n\J -phat

Nous supposons enfin

~N
(27.7) 1\<0($%-— H 'g+pv<nv Vv
q

THHORHMES D'EXISTENCE ET D'UNICITE.- Il existe une bande

X': 0<%, < (X' (xr € X)

sur laguelle le probléme de Cauchy (27.1) posséde une solution

§
eyt )

Sur aucune bande plus petite X" il ne posséde de solution e\{gv ! («)(X"),
autre que u .

Note.~- 8i qV =0, V\), on peut prendre &= o, c'est-a-dire employer des
espaces de Sobolev au lieu de classes de Gevrey j; on est dans le cas strictement

hyperbolique.

THHOREME LOCAL D'UNICITE (domaine d'influence).- Supposons

1S“<Pv/Qv ’ Vy .

Soient, sur un domaine D' de X', deux solutions

u.KeYnalv s(o()(xt)

du probleme de Cauchy (27-1). Supposons gue D' posséde la propriété suivante,

(n =0,1)
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relativement au clne caractéristique de 1l!opérateur Ta (x,D

<
°

1'éuission rétrograde dans X' de tout point de D' appartient 3 D'U S,.

Alors

= u}’ sur D!,

c <2

28. PREUVE SOMHMAIRE.- On opére, comme au § 5, par approximations successi~

ves, apres s'étre ramené au cas :
J \% : v oY Y < . ~
D, w|S, =0 pour j<um’ -n’; Dyb (X,O)‘bo =0 pour j<n' .

I1 faut d'abord avoir étudié, comme au § 4, l'application v > u que définit

le probléme de Cauchy

( ¢y b
a¥ (x,D" - 1vt”L,D)Lf‘)=b(x,})m n vu)

(28.1)

LDQ uvlb‘o:O pour j<m")-nv .

Majoration de 1l'application v -> u.- Supposons, comme au n® 17,

SN
jp* P +k"’°v‘l,.‘:‘.t,ﬁ>}<< wfj(t,p) , (k=0,.e., p)

les W vérifiant (17.1) ; on pose
: (B
(28.2) Q(t) = LY, (¢,0) 3
W

on obtient, sur une bande X U

v

-’ 4 ‘ U Vv
gDm P +K,00u1) 7St:0!5<< q)k(t’ P) (k =0,..05p" ),
en posant
v Cy Ay
Q, =4,(4)9
(28.3)<
: W Voo 2 DpV-jg’
= ot ; et p J e P J(D
,@;v j_c AO(Q‘J)[1+C(L‘)I‘_¥L)] (1+’Z)t+?)p) >,

J
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o<y, ra“=inf(p“-j-1, qF- j>,w¥;=w}f pour <O,

o Y .
et en définissant les @ par le systeme de Cauchy formel :

Iy

F2 - a0, DU + =2 & (s, 0) =5 )
m t

0P

(28.4) <

J' ~)

-D—"%)"(O,P)=O pour j<p’ ;

21t

: I .
dans Bv, on remplace Q)Hp par (1 + ;)p)w‘u 1 , quand qtj“z pU- .
q -

\‘)
Un sous-engemble de Y ){2 (o) (X') que {vv} - {u\)} applique en
N

Jui-méme s'obtient alors, comme au n® 18, en montrant qu'on peut choisir
Vv v
] - .
(28.5) U, =0,
On note

o~
¢(t) = O (+,0) ;
v
la définition (28.2) de ¢ s'éerit donc

¢=Ao(¢)‘P ;

on met, comme au n°18, cette relation sous la forme

(28.6) o=1£(P).

En éliminant les @’;{ entre (28,5) et (28.3), on obtient

.

WY = a,(4) 67
(28.7) j

s S Y o_s
R A G N e I RN
L P =J r J
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. u . t"l' . A . . P . ’
Puisque ry =p =i, o4 i>j, les équations (28.7) se résolvent par un

nombre fini d'itérations ; on obtient, en employant une généralisation évidente

de la notation du n°10 :

t

9 v Y = A&V Fi oLt e
w :GJ (LD:D @,D @)7 ou l}Jo

pY -3

L
Prenons j >0, ce qui implique i >0, donc riH< qk 5 11 vient :
) Vo oy H_ U’
g = e (b,P PPN o TR ) powr 3> 0
pV -3

dtol, en faisant Jj = p’ -q¥ quand qv <p”, puis j=1 quand ¢ =pY :

¢

L L
va=GV(¢,Dq\}®V , D "1®t) pour ¢’ #pY
q
(28.8) J 0 "
W o =6V (9,08 ) powr ¢V =pY .
L

v - A 3
En portant (28.8) dans (28‘4), nous voyons que {@} doit &tre une solution

du probléme de Cauchy formel

N TRV
) v W . 0 vy ) T
5 -5 (O +5pF @ =5 00 §)
(28.9) <
=Y
29 : )
_c_____% (0,p) =0 pour j<p’ ;
Ck
ce probldme a des propriétés analogues & celles du probléme (18.4) ; par
GLSHpLC :
V. 3
iy ) BB
2 & ne figure pas dans PP (02 Q).
otF

I1 s'agit de trouver une solution du probleme (28.9) telle que
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°

N
(28.10) (Dve )"'p () , 2 @ ——=—(t, P) >0 pour j$Pv
2t

Une telle solution existe, car le théoréme d'existence du n°® 14 s'étend

pisément & des systémes formels du type (28.9).

Voici achevée la construction de 1l'ensemble que l'application v - u

applique en lui-méme.

La majoration des approximations successives en résulte, comme au n°23,

Le module de continuité de 1'application v »u est donné par un lemme

analogue au lemme 19 : on suppose
L

\ h 1Sy Pa<< e(p), le’u;L,St,Pi<< o((p), ohC-)eP(‘X), h = 0,1 ;

on a
Bl L
(28.11) P PTG 5,0 <o) + 21 —Q—)kw‘ (4, ) (k=0,u.0ppt)
si l'on a
Mk ;

(28.12) 18P Ay s << o ) (1 25 + 25595, P) (k= 0,.000%)

et si les Lpt“L sont la solution du probléme de Cauchy formel :

¥y
2 - a(p) (14 2 Py = E B (P)e (P)(1+ 5 + 25)° q)*‘
(28.13) <
9 \O;)(O P) =0 pour j<pv s
L ot <
*ou TR
dans (28.13), (1 +——' +______)q i est remplacé par (1+ éat )p -1 D,;;)
quand q\l: pp' s A, BEL dépendant de a’ ,0Y , 3, sans dépendre de w,
ni de vhu; A(0) =0 5 A, BY sont S>>0 et € r‘(“),

t

La convergence des approximations successives en résulte, comme au n°24,

en employant une extension facile, aux systémes formels, du théoréme de conver-

gence du n° 14.
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Les théorémes d'unicité se prouvent, comme aux n° 25 et 26.

!

§ 7. Systémes quasi-linéaires ou non-linéaires.

29. Un tel systéme se transforme aisément en un systéme & partie principale
diagonale, c'est-a-dire du type qui vient d'8tre étudié au § 6 : il suffit
d'appliquer & chacune de ses équations le mineur qui lui correspond dans la
matrice constitude par les opérateurs différentiels lindaires tangents aux
premiers membres de ces équations. Dans le cas d'une seule équation non-linéaire,
voir P. Dionme [3].

On trensforme ainsi un probléme de Cauchy en un probléme de Cauchy équi-~

valent, auquel sn appliquera les théoremes du n° 27,
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