
Séminaire Jean Leray.
Sur les équations aux
dérivées partielles

JEAN VAILLANT
Caractéristiques multiples des systèmes d’équations aux dérivées
partielles linéaires et à coefficients constants
Séminaire Jean Leray, no 2 (1963-1964), p. 46-67
<http://www.numdam.org/item?id=SJL_1963-1964___2_46_0>

© Séminaire Jean Leray (Collège de France, Paris), 1963-1964, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Jean Leray » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SJL_1963-1964___2_46_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


46

CARACTÉRISTIQUES MULTIPLES DES SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES
PARTIELLES LINÉAIRES ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

par

Jean VAILLANT

La recherche des fronts d’onde ou caractéristiques d’un système

d’équations aux dérivées partielles et l’étude de la propagation des dis-

continuités d’une solution discontinue le long de rayons ou bicaractéristiques

appartenant au front d’onde sont des problèmes classiques en physique mathé-

matique depuis Hadamard. Ces problèmes ont été résolus de façon générale

par Hadamard [1] pour les systèmes "carrés" dans les cas que nous appelle-

rons "simples", c’est-à-dire ceux où la propagation est décrite par une

équation différentielle du 1er ordre. Cependant on trouve en physique des

cas où, les caractéristiques étant multiples, l’on ne peut appliquer les

résultats précédents. C’est ce qui se produit par exemple pour les équations

de la théorie unitaire d’Einstein. Schrbdinger que nous avons étudiées pré-

cédemment. Il reste alors à voir s’il est possible de généraliser les résultats

classiques dans ces circonstances plus générales.

D’autre part dans les travaux de mathématiques, on est conduit pour

pouvoir utiliser Hadamard à se restreindre aux cas de caractéristiques simples.

(cf. la thèse de Zerner). Il paraît donc nécessaire encore de généraliser

aux cas de caractéristiques multiples les théorèmes de Hadamard et Beudon
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concernant la construction de solutions, discontinues en particulier,

(analytique par morceaux), au voisinage d’une caractéristique.

Nous avons étudié le problème le plus élémentaire, c’est-à-dire celui des

systèmes "carrés" d’équations aux dérivées partielles linéaires et à coefficients

constants. Nous montrons que l’on peut définir les bicaractéristiques, même pour

des caractéristiques multiples, et qu’elles jouent un rôle analogue aux bicarac-

téristiques classiques; la différence la plus notable provient du fait que les

équations différentielles de propagation ne sont plus forcément du permier ordre

et que leur ordre dépend d’un système de nombres entiers associés à la matrice

caractéristique, une fois choisie un des facteurs irréductibles HI de la décom-

position de son déterminant H . On peut encore préciser la construction de

solutions analytiques au voisinage d’une caractéristique et utiliser les calculs

précédents pour mettre le système différentiel initial sous une forme remarquable.

Nous avons été ainsi amené à associer à la matrice caractéristique un

système de nombres entiers. On les obtient à partir des facteurs invariants de

cette matrice considérée comme matrice sur l’anneau localisé de l’anneau des

polynômes à (n + 1) variables par rapport à l’idéal premier défini par H’ .

Dans le cas de coefficients constants le problème est essentiellement de

nature algébrique. Une grande partie du travail qui suit sera donc rédigé dans

ce sens. Nous chercherons les solutions, séries formelles du système correspon-

dant à des données de Cauchy séries formelles sur un hyperplan caractéristique.

On peut aussi présenter ce travail sous forme d’étude des discontinuités à la

traversée de l’hyperplan caractéristique; on trouvera à ce sujet des indications

dans des Notes précédentes [2J.

Cebxte diffère quelque peu de l’exposé fait; il a été modif ié ~ compte tenu

de suggestions de H. Dieudonné et Ici. Samuel.
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On emploiera la convention de sommation d’Einstein, ainsi si o~ varie

de 0 à n , on aura ;

si A varie de 1 a m :

1. Coran s et multi licités d’une rnatrice carrée de polynômes homogènes

a) Soit une matrice carrée d’ordre m , d’éléments PB, sur un anneau
commutatif , unitaire, d’ intégrité, ayant une infinité d’ éléments; son déter-

minant sera noté H .

Le cof acteur de l’élément PA sera noté De même le cofacteur de
BA

11 élément p c dans A BA sera noté A: ’ D et G ne peuvent prendreD A AC

respectivement les valeurs B et A . De la définition do H , on déduit

que :

On désignera de même Par A BDF ACE le cofacteur de PEF dans A BD AC et

ce cofacteur aura des propriétés d’antisymétrie analogues. Ainsi de suite on

aura des cofacteurs d’ordre de plus en plus petits, dont les indices supérieurs

(ou inférieurs) seront tous distincts et qui posséderont des propriétés

d’antisymétrie analogues, k étant un nombre positif donné inférieur ou égal

à m , nous surbarrerons les indices qui varient de 1 à k : 1  Î  k et

nous mettrons un chapeau sur ceux qui varient de (k+1 ) à m : kCm .
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Indiquons enfin une identité qui nous sera très utile : [31

Le second membre est le déterminant de la matrice d’ordre k formé par les

cofacteurs le cofacteur

étant l’élément commun à la Fi ième ligne et à la Dième colonno.

b) Soit maintenant une matrice carrée d’ordre dont les éléments

sont des polynômes homogènes de degré t sur R , à (n+1) indéterminée

(0 4 n) . Nous appellerons cotte matrice, matrice caractéristique,

Chaque polynôme sera noté B 0
Le déterminant H de la matrice sera supposé non identiquement nul.B 

H peut ttre décomposé de façon unique, à un facteur numérique près qu’on

choisira une fois pour toutes, en un produit de puissances de polynômes

homogènes, distincts, irréductibles sur R ; soit H’ l’un d’euh, on a :

où H" ntest pas divisible par sera appelé la multiplicité totale

du polynôme H t ,

Nous allons maintenant nous intéresser à la divisibilité par Et des

cofacteurs définis au a) de la matrice PAB . Soit A 2.. k1 un cofacteur
B 12...ki

tel que tous les cofacteurs ayant un nombre plus petit d’indices soient divi-

sibles par Ht ou identiquement nuls et tel que lui-même ne soit pas divisible

par Ht ni identiquement nul, (le choix de 1,2,...k 1 comme indices de ce

cofacteurs pourra toujours être fait, en remplaçant convenablement au début la
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matrice (P.1) par une matrice déduite par permutation de lignes et de colonnes,

ce que nous supposerons fait). Le nombre ki Y (0  k, ~ m) sera appelé le

corang principal de la matrice (IJ§) pour le polynôme HI ; on dira encore

pour le corang principal due Ht ; si k = m t on A 12...m °°°° 1pour a bréger l e corang prncipal d e ; si 
1 1 
= m , on posera A 12 ...m 

=

Les cofacteurs
, obtenus en bordant la matrice

correspondante à ne sont pas tous identiquement nuls, en effet, on a

d’après (1):

On désignera par X 1 la plus grande puissance de HI 1 telle que

divise ces (k 1 )2 cofacteurs, (X 1&#x3E;, 1) et Xi sera appelé la mul-

tiplicité associée au corang ki ; remarquons que, a priori*, Xi peut dépendre

du choix de la matrice de .

12...k.
On définit alors les polynômes 5 par l’identité :

Ces polyn8mes ne sont pas tous divisibles par I~! ou identiquement nuls. On

déduit de (2) et de (3) gue :
.,.........w.......................,............................................,......................................... , ..........................,......, ..................,.......,................ ,.....................~............~,.............

*) 0n démontrera, par la suite qu’on fait il n’en est rien.
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où :fi; est le déterminant de la nature ntest donc pas identi-

quement nul.

Considérons maintenant les cof acteurs de la matrice D que l’on
désignera par des B . Soit B ’2***k2 un cof acteur tel que tous les cofacteurs

12 ... k2
ayant un nombre plus petit d’indices soient divisibles par HI ou identiquement

nuls et que lui-même ne soit pas divisible par HI ni identiquement nul, (On

supposera encore la matrice (111-à) écrite de façon à pouvoir prendre 1 ,2,...k2

comme indices du B choisi). Le nombre (0 ~ k~  k ) sera appelé le

20 corang de Ht le cas k 2 = 0 correspond au fait que ~ ne soit pas

divisible par Ht ; remarquons encore que, a priori, k 2 peut dépendre du

choix de A 12.....k1 choix de 12..... k1 -

Si k2 ~ 0 y convenons que des indices deux fois surbarrés varient de
. Les cofacteurs obtenus en

bordant B))°°°)2 ne sont pas tous identiquement nuls; en effet on a, comme
12...k2

tout à l’heure :

On désignera par X2 la plus grande puissance de Ht 0 telle que (HI) x2
divise ces (k2 )2 cofacteurs et X2 sera la multiplicit6 associée au 20 corang;

elle pout, a priori dépendre du choix de B12...k22 
"

Si k 2 = 0 . on ne définira pas de rultiplicité associée à k2 . Dans ce
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cas, on a, d’après (4) :

Revenons au cas k2 f:. 0 , on définit alors les polynômes B A D par la

fonmie

Ces polynômes ne sont pas tous divisibles par H’ ou identiquement nul.

Utilisant (5), on a :

où 13 est le déterminant do la matrice (J~ ) ; J~ ntest donc pas

identiquement nul. En reportant dans (4), on a :

On considère alors de mène la on définit do même k3 .
Si k = 0 , on déduit do (7) que V = k, X + k2X2 . Sinon, on définit X33 1 -.1 .2 3

Ainsi de suite on définira les corangs successifs et leurs multiplicités X.
j.

jusqu’à ce qu’on rencontre un corang nul; pour ce dernier on ne définira pas

de multiplicité; on est sûr que le processus est limité puisque chaque corang

est strictement inférieur au précédent.

Nous retiendrons le résultat suivant.

La multiplicité totale do HI est égale à la somme des produits de ses

corangs par les multiplicités associées

l étant le dernier indice i pour lequel ki ne soit pas nul.



53 -

2. et facteurs invariants.

Désignons par l’anneau de fractions formé des fractions 1 ou Q

et QI sont des polynômes à (n + 1) indéterminées QI est

premier avec HI . Cet anneau est principal et ses seuls idéaux sont de la

forme (X entier positif ou nul).

La matrice (Ep) peut être considérée comme la matrice d’un endomorphisme du

O module Om . On peut calculer ses facteurs invariants en la remplaçant par
des matrices équivalentes obtenues à ltaide des opérations élémentaires décrites,

par exemple dans [4J et en utilisant les éléments définis au § 1. On obtient fina-

lement la matrice équivalente à (PAB) et diagonaleB B

On en déduit la proposition ci-dessous. 
1 ’ ; j

Les m facteurs invariants sont déterminés de la façon suivante :

m-k1 d’entre eux sont égaux à l’ idéal unité de l$
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Les facteurs invariants étant déterminés de façon unique, on en déduit

l’unicité du système des corangs et des multiplicités.

Enfin le résultat de la fin du § 1 exprime simplement que le produit des

facteurs invariants détermine la plus haute puissance de HI qui divise H .

3. caractéristiques.

a) Soit E un espace vectoriel sur R à ~n+1 ~ dimensions. Le module des

tenseurs contravariants symétriques d’ordre t sur E est isomorphe au

module des polynômes homogènes de degré t par rapport aux (n+1) indéterminées

~. Au tenseur de composantes ‘~ t 
dans une base donnée

correspond le polynôme :

Nous substituons alors aux indéterminées 1,,L les composantes lx d’une fome
de l’espace dual E* dans la base duale;

est ainsi un scalaire de l’espace E . o La matrice caractéristique est donc

écrite sous la forme :

La classification précédente et les nombres v , ki, Xi introduits ne
i

dépendent pas du choix de la base de E . En résumé, les expressions précédentes

sont invariantes dans les changements de base du groupe linéaire.
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b) On désignera par P l’hyperplan d’équation î 00. Xi, = 0 ,
non tous nuls). Si H , par exemple, est une fonction polyn8me

précédente, on notera H(P) sa valeur pour la forme toi....
On dira que P est caractéristique s’ il satisfait à la condition :

P étant caractéristique, on dira que P n’est pas singulier s’il satis-

fait aux conditions suivantes.

I) H étant décomposé en facteurs irréductibles, comme au § 1 b) ,

P annule un des facteurs H~ et n’annule aucun autre facteur; en résumé :

II) Ht étant inaintenant choisi, P n’est pas un plan tangent singulier

au cône de sommet l’origine défini tangentiellement par Hf = 0 p c’est-à-dire

que le vecteur conjugué de P par rapport au cône u-j ntest pas nul :

III) P n’est pas exceptionnel pour la classification du § 1 b) . Plus

précisément si, on a, par exemple, les corangs k. et k 2 associés aux multi-

plicités X1 et X2 1 k3 étant nul, on a :

P étant un hyperplan caractéristique non singulier, la droite définie par le

vecteur t sera appelée bicaractéristique de P . P est tangent le long

de cette bicaractéristique au cône considéré.
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45 Système différentiel et solutions séries formelles.

a) Soit F un module à m dimensions sur l’anneau des séries formelles

par rapport aux (n+1 ) indéterminées x°~ et à coefficients réels. Nous

noterons, dans une base donnée, par Y B les composantes d’un élément de P ;

ces Y B sont donc des séries formelles en x Dl- ; les éléments de la base seront

désignés par f B (1;5. B ~ m) .

F peut être doué dtune structure d’espace vectoriel sur R ; on désignera

par F’ l’ espace vectoriel sur R engendré par les f B . Un tenseur fixé

symétrique en d élément du produit tensoriel a pour

composantes les nombres

Nous étudierons le système différentiel aux inconnues y B défini ar :

b) Effectuons un changement de coordonnées linéaires tel que P ait

pour équation x =0 .La série yB peut s’écrire sous la forme :

1 2 n

où les yB sont des séries formelles en x1 x2, ... xn ,
p 

On notera désormais par une petite lettre latine un indice qui varie de 1 à n

par exemple 1  i  n .

On appellera données de Cauchy sur P , les mt séries ; 

Nous nous posons le problème de déterminer toutes les solutions

Y correspondant à des données de Cauchy déterminées, essentiellement lorsque
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le plan P est caractéristique pour la matrice caractéristique et non singulier

par le facteur H~ choisi.

On verra par la suite qu’il n’y a pas grande restriction à prendre ces

données de Cauchy nulles, c’est ce que nous ferons jusqu’à indication contraire.

c) Dans ces conditions, on déduit de (1) et de (2), que les séries Trt 
r

correspondant à r§% t , satisfont au système :

A l’aide de la formule de Taylor pour les polynôme, on a encore

on a p osé : fi et où p prend toutes les valeurs entières p ositives
Dl1 

ou nulles .

5, Transformation du système 4.3.

Nous supposons donc P caractéristique satisfaisant à Ht(p) = 0 et

non singulier.

Nous allons indiquer brièvement comment on transforme le système d’équations

aux dérivées partielles (4.3). Le résultat remarquable de ce calcul sera que

les yB satisfont en réalité simplement à des équations différentielles le long
p

des bicaractéristiques, dans un sens que l’on précisera.

a) Supposons pour l’instant que Ht ait pour corang principal k 1 et

multiplioité associée X . Les premières équations du système (4.3) s’écrivent :
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On distinguera dans les inconnues du système (5.1) des inconnues principales

C et non principales D Y t et on exprimera les premières en fonction des dernières.Y. et non principales t et on exprimera les premières en fonction des dernières.t t

On remplacera alors dans le système (5.2). On écrira que les déterminants caracté- .

ristiques du système (5.2) sont nuls, ce qui pourra donner une condition sur les

non principaux. Ensuite on exprimera les principaux en fonction dest t+1 + 

t+1 non principaux et des non principaux.

A l’aide d’un raisonnement par récurrence on pourra étendre ces calculs

aux p premières équations du système (4.3).

On trouve finalement que le système formé par les (p+1 ) premières équations

du système (4.3) est équivalent au système formé par :

b) Le système (5.3) est très analogue à (4.3). On supposera que H t a

pour 2° corang k 1 avec la multiplicité X 2 et on transformera (5.3) de façon

analogue à (4.3).
_ r 

*) On somme en U dans le second membre pour cette formule et les formules

analogues.
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On trouve que (5.3) est équivalent au système formé par :

et en convenant que :

où 0 ~ 5 t ~-  - p y la dernière somme étant prise nulle si $’ 
t = 0 .

On voit que (5.5) se déduit de (5.3) en remplaçant X1 par X 1 + X2 et

On appliquera à (5.5) les mêmes calculs qu’à (5.3) et ainsi de suite,

jusqu’à ce qu’on rencontre un corang nul.
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c) Regardons ce qu’on obtient lorsqu’on arrive à un corang nul. Pour

simplifier les notations on supposera que c’ est k3 qui est nul.

Le système (5.5) se réaoud pour les inconnues

et équivaut a :

d) En résumé, le système (4.3) est équivalent, quelque soit p , au

système formé par : 
-.
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où q , r , u prennent toutes les valeurs : 0 _ p .

Les résultats ont été indiqués encore pour k 3= 0 de façon à simplifier les

notations.

~, Inté&#x26;ration du système 5.~~ ~.9 5,1 ~ . Inter rétation,

a) Considérons d’abord les équations qui ne comportent comme inconnues quo

des 
t

Par un changement de coordonnées linéaires dans E on peut prendre pour

équation de la bicaractéristique déjà définie, des équations de la forme :



62

x~ variera seul sur la bicaractéristique.

Le système (6-1) est donc simplement un système d’équations différentielles

p our l’indéterminée x1 . Il s’intègre facilement. On obtient pour les yBt despour l’indéterminée x’ Il s’intègre facilement. On obtient pour les t 
des

polynômes en x1 dont les coefficients sont des combinaisons linéaires déterminées

de séries formelles arbitraires en x 2 ~ 9 .. xn . .

Ces séries f ormelles arbitraires peuvent s’interpréter comme des données

sur l’hyperplan x 1 == 0 ,

On trouve en fait ;

a1 a2.. at. A
les (A) (B) s’expriment en fonction des coefficients 

1 &#x26;2 ’ J 
A 

et

sont connus ; les a et les b sont des séries formelles arbitraires de

2 n
x , .. , x .

On peut dire que les a représentent les "valeurs" des (X 1 X -1) pre-

mières dérivées en x 
1 

des polynômes en x 1 : YDt et des YDt eux-mêmes pour

x 0 et que les b représentent les "valeurs" pour x 1 0 des X i-1 pre-

mières dérivées en x 1 des polynômes en x1 : Yt et des Y, C eux-momes.
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b) Le système des équations aux est aussi un système d’équationst+1

différentielles en x , dont les premiers membres sont les mêmes que ceux

de (6J) après avoir remplacé YBt par YBt+1 ; les seconds membres ne sont

plus nuls mais sont des combinaisons linéaires différentielles des YÔ .
t

Ce système s’intègro aussi bien. On obtient encore pour les des
t+1

polynômes en xi dont les coefficients sont des combinaisons linéaires diffé-

rentielles déterminées de séries formelles arbitraires de X 2 y ... x

Ces séries formelles sont les a, b déjà vus et aussi de nouvelles séries

formelles arbitraires qu’on peut interpréter comme les "valeurs" pour x = 0 des

(X1+X2-1) premières dérivées en x des polynômes YDt+1 et des YDt+1 et les
1 2 t+1 t+1

"valeurs" pour 0 des (x 1 -i ) premières dérivées en x 1 des polynômes

C  et des Y Cet des 

On continue ainsi de suite sans circonstances nouvelles.

Finalement pour obtenir tous les YB il faut et il suffit que l’on connaisse
p 

les "valeurs" des (X1+X2-1) premières dérivées en x des polynômes Y" et
1 2 p

les "valeurs" pour x = 0 dos lU et aussi les "valeurs" pour x 
1 
= 0 des xi-1 &#x3E;p 1

premières dérivées des p ot les "valeurs" pour 0 dos yë eux-mêmes.
p p

Autrement dit, il faut et il suffit, les inconnues y étant ordonnées

cette fois en xi y que l’on connaisse les (X -hX ) premières séries foi-melles

en x° , x2 ~~_.. xn formant les (X.-~X ) premiers coefficients du développement
en x do y et les 1 ! premières séries formelles en x ! formant

les xi premiers coefficients du développement en x 1 de yë .
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7. Systèmes avec seconds membres et données de Cauchy sur P non nulle

Lorsquo le système (4.1) admet des seconds netnbres séries formelles et que

les données de Cauchy sur P ne sont plus nulles mais sont des séries formelles

de x 1 ,...,xn, la détermination des yB se fait aussi bien : on a des

équations différentielles qui ont los mêmes premiers membres que précédemment,

mais qui possèdent un second membre déterminé en fonction de ces nouvelles

données.

On peut donc énoncer le théorème suivant

Soit P un hyperplan non singulier y et R un hyperplan coupant la

bicaractéristique de P , d’équation x~ - 0 .

Il existe une solution série-formelle du système et une seule correspondant

aux données suivantes : -

10) sur P les séries formelles données de Cauchy supposées, cependant,

satisfaisant à un système de V équations aux dérivées partielles exprimant

leur compatibilité.

2° sur R dos séries formelles indépendantes de x1, représentant le
début dos développements en x 1 de certaines séries inconnues cherchées.*

Ainsi pour k = 4 , on se donne les premiers coefficients du

développement en x de y et les X premiers coefficients de développement
’

en x 1 de é . Il n’y a aucune difficulté autre que do compliquer les notations
dans le cas général.

6. Forme canonique.

Les calculs qui ont conduit aux résultats précédents reviennent aussi à

remplacer le système (4-1 ) par un système équivalent déduit par des combinaisons

linéaires et dos dérivations d’équations.

suppose évidemment les données compatibles sur l’intersection de P et
de R . .
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Considérons le système plus général

où les y B et A sont des distributions, les autres conditions étant inchan-

gées. On démontre que le système (8.1) est équivalente (toujours pour k~ ~. 0 ,

par exemple), au système formé par :

oà les Q sont des coefficients constants et les 91 des distributions connues.

On a posé y par exemple

Un système de V équations aux dérivées partielles linéaires et à coeffi-

cients constants exprimant la nullité de distributions indépendantes de x .

(Dans le cas de fonctions ce système exprime des conditions sur les données de

Cauchy de P).
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En admettant le système (2.2) satisfait, on peut partir de (2,~~ pour résoudre

les problèmes concernant (1).

9. Solutions discontinues. 0

A l’aide de la forme canonique précédente et de la méthode des fonctions

majorantes p on démontre qu’il existe une solution analytique et une seule du

système, dans un voisinage de l’intersection de P et de R correspondant à

des données analytiques dans P et R dans des conditions analogues à celles

àu § 7 *

A l’aide de ce résultat on peut construire facilement des solutions du

système qui soient de classe Ct-1 et de classe Cw par morceaux à lat-1

traversée de P . Ainsi on peut obtenir pour un système sans second membre une

solution qui est nulle pour x°  0 et qui est de la forme u pour

0 , u étant une fonction analytique non nulle pour x°~ 0 .

10. Systèmes carrés linélaires et à coefficients constants dont les mes de

dérivation ne sont plus forcement homogènes.

On ramène l’étude de ces systèmes à celle des systèmes précédents où les

polynômes de dérivation sont homogènes par une méthode dc "montée" : à un système

"non homogènes pour les dérivations" correspond un système "homogène pour les

dérivations" dans un espace ayant une dimension dE: plus. Des ind-ications plus

précises ont été données dans une Note précédente ~2~ et seront données dans un

travail ultérieur,
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