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CARACTERISTIQUES HULTIPIES DES SYSTEMES D'HQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELIES LINEATIRES ET A COEFFICIENTS CONSTANTS
par

Jean VAILLANT

La recherche des fronts d'onde ou caractéristiques d'un systénme
dtéquations aux dérivées partielles et 1'étude de la propagation des dis-
continuités d'une solution discontinue le long de rayons ou bicaractéristiques
appartenant au front d'onde sont des problémes classiques en physique mathé-
matique depuis Hademard., Ces problimes ont été résolus de fagon générale
par Hadamard [1] pour les systimes "carrés" dans les cas que nous appelle-
rons “"simples", c'est-a-dire ceux ol la propagation est décrite par une
équation différentielle du ler ordre. Cependant on trouve en physique des
cas ou, les caractéristiques étant multiples, l'on ne peut appliquer les
résultats précédents. Clest ce qui se produit par exemple pour les équations
de la théorie unitaire d'Einstein. Schrddinger que nous cvons étudides pré-
cédemment, Il reste alors & voir s'il est possible de généraliser les résultats
classiques dans ces circonstances plus générales.

D'autre part dans les travaux de mathématiques, on est conduit pour
pouvoir utiliser Hadamard & se restreindre aux cas de caractéristiques simples.
(ef. le these de Zerner). Il paratt donc nécessaire encore de généraliser

aux cas de caractéristiques multiples les théorémes de Hadamard et Beudon
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concernant la construction de solutions, discontinues en particulier,
(analytique par morceaux), au voisinage d'une caractéristique.

Nous avons étudié le problime le plus élémentaire, c'est-a-dire celui des
systémes "carrés" d'équations aux dérivées partielles lindaires et & coefficients
constants. Nous montrons que l'on peut définir les bicaractéristiques, méme pour
des caractéristiques multiples, et qu'elles jouent un r8le analogue aux bicarac—
téristiques classiques; la différence la plus notable provient du fait que les
équations différentielles de propagation ne sont plus forcément du permier ordre
et que leur ordre dépend d'un systéme de nombres entiers associés & la matrice
caractéristique., une fois choisie un des facteurs irréductibles H' de la décom=
position de son déterminant H . On peut encore préciser la construction de
solutions analytiques au voisinage d'une caractéristique et utiliser les calculs
précédents pour mettre le systeme différentiel initial sous une forme remarquable,

Nous avons ¢té ainsi amené & associer & la matrice caractéristique un
systéme de nombres entiers., On les obtient & partir des facteurs invariants de
cette matrice considérée comme matrice sur l'anneau localisé de l'anneau des
polyndmes & (n + 1) variables par rapport & 1'idéal premier défini par H' .

Dans le cas de coefficients constants le probléme est essentiellement de
nature algébrique. Une grande partie du travail qui suit sera donc rédigé dans
ce sens. Nous chercherons les solutions, séries formelles du systeme correspon-
dant 3 des domnées de Cauchy séries formelles sur un hyperplan caractéristique.
On peut aussi présenter ce travail sous forme d'étude des discontinuités & la
traversée de l'hyperplan caractéristique; on trouvera & ce sujet des indications
dans des Notes précédentes [2].

Ce xte différe quelque peu de l'exposé fait; il a €été modifié, compte tenu

de suggestions de I, Dieudonné et li, Sammuel,
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On emploiera la convention de sommation d'Einstein, ainsi si o varie
de 0 &4 n , on aura :

o =N ok
Q Yor =<>L§o Q U

by

si Avariede 1 & m

A A=m

zyA=A£1 2 Ty

1. Corangs et multiplicités d'une matrice carrée de polynfmes homogtnes

a) Soit une matrice carréec d'ordre m , d'éléments P% s SUT un anneau
commutatif, unitaire, d'intégrité, ayant une infinité d'éléments; son déter-
minant sera noté H

Le cofacteur de 1'élément Fg sera noté F\i . De méme le cofacteur de

1'é1ément PIC) dans Hi sera noté /qig , D et G ne peuvent prendre

respectivement les valeurs B et A ., De la définition de H , on déduit
que 3
BD _ DB _ BD _ DB
HAC T HAC “"HCA“HCA
s . A BDF BD
On désignera de mlme par A ACE le cofacteur de P]Fg, dans R AC et
ce cofacteur aura des propriétés d'antisymétrie analogues. Ainsi de suite on
aura des cofacteurs dlordre de plus en plus petits, dont les indices supéricurs
(ou inféricurs) seront tous distincts et qui posséderont des propriétés
d'antisymétric analogues. k é&tant un nombre positif donné inférieur ou égal

4 n , noussurbarrerons les indices qui varient de 1 &8 k : 1 <A<k et

"~
nous mettrons un chapeau sur ceux qui varient de (k+1) & m : k<C<n .
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Indiquons enfin une identité qui nous sera trés utile : [3]

k-1 -
) mOAETD = e (AR D

Le second membre est le déterminant de la matrice d'ordre k formé par les

124..(0-1)(B+1)...kx 12...(ﬁ—1)§ﬁ+1)..¢k
cofacteurs  H,5%"" 774901009707 » le cofactour A2l @) (Ee). .k

&tant 1'€lément commn i 1a  Fidme ligne et & la Didme colonno.
b) Soit maintenant une matrice carrée d'ordre m , dont les éléments
sont des polynSmes homogines de degré t sur R , & (n+1) indétermindes :
JZ , (0g U< n) . Nous appellerons cette matrice, matrice caractéristique.

o

Chaque polyndme sera noté P% .

Le déterminant H de la matrice Pg sera supposé non identiquement nul,
H peut &tre décomposé de fagon unique, & un facteur numérique prés qu'on
choisira une fois pour toutes, en un produit de puissances de pelyndmes

homogeénes, distincts, irréductibles sur R ; soit H!' 1'un d'eux, ona ¢

.\,
H=(E') .8 ,

ou H" n'est pas divisible par H' ;3 V sera appelé la multiplicité totale
du polyndme H*
Nous allons maintenant nous intéresser & la divisibilité por H! des

cofacteurs définis au a) de la matrice Pg . Soit F‘:g"'§1 un cofacteur
0..1

tel que tous les cofacteurs ayant un nombre plus petit d'indices soient divi-
sibles par H' ou identiquement nuls et tel que lui-méme ne soit pas divisible
par H' ni identiquement nul, (le choix de 1,2,...k, comme indices de ce

cofacteur pourra toujours &tre fait, en remplagant convenablement au début la
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natrice (Pg) par une matrice déduite par permutation de lignes et de colonnes,

ce que nous supposerons fait). Le nombre k1 , (0<k, <m) sera appelé le

1
corang principal de la matrice (Pﬁ) pour le polyndéme H' ; on dira encore

12...13. -

12...0 1

pour abréger le corang principal de H' ; gi k1 =m , on posera H

1224 . (D=1

D+1)...k
Les cofacteurs F*12...%K—1;€ g 1

1),k » Obtenus en bordant la matrice

12.. .k

correspondante A F112 X
...1

ne sont pas tous identiquement nuls, en effet, on a

dtaprés (1)

K, -1 _
@R e (AR

On désignera par X1 la plus grande puissance de H' , telle que
X

1 -
(") divise ces (k1)2 cofacteurs, (X1 >1) et X, sera appelé la mul-

1

tiplicité associée au corang k1 ; remarquons que, a priori¥, X, peut dépendre

A 12402

du choix de la matrice de déterminant 12k
...1

On définit alors les polyndmes % par l'identité :

12...(5—1)(ﬁ+1;...k1

G RIo @ P EDE.

Ces polyndmes ne sont pas tous divisibles par H!' ou identiquement nuls. On

déduit de (2) et de (3) que

*) On démontrera, par la suite qu'en fait il n'en est rien,
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k

-1 e T
1 kX Ul ru
1 . e
(4) M5 - K.,o@y™,

ou J% est le déterminant de la nature Gﬂ?% ) , qui n'est donc pas identi-
quement nul,

Considérons maintensnt les cofacteurs de la matrice (Jﬁ%) y que 1l'on
12|l0k2
12...k2

ayant un nombre plus petit d'indices soient divisibles par H'!' ou identiquenment

désignera par des B . Soit B un cofacteur tel que tous les cofacteurs

nls et que lui-méme ne soit pas divisible par H' ni identiquement nul, (on

supposera encore la matrice (P%) édcrite de facon & pouvoir prendre 1,2,...k2

comme indices du B choisi). Le nombre Ky » (o< k, < k1) sera appelé le

20 corang dec H! ; le cas k., =0 correspond au fait que Je ne soit pas

2
divisible par H' ; remarquons encore quc, a priori, k2 peut dépendre du
. 12.!'k1
choix de F%12...k1 .
Si k2 £0 , convenons que des indices deux fois surbarrés varient de
N . x 12.0.(5"1)(5""1).--1{
1 a k2 : SIA.siké + Les cofacteurs B12...(E;1)(K41)...k§ obtenus en
12...ky . .
bordant B12 K ne sont pas tous identiquement nuls; en effet on a, corme

2
tout & lthoure 3

124 ko 27 . v (B-1)(B1). ..
o £ ooz e onENERR)

X
On désignera par X2 la plus grande puissance de H' , telle que (H‘) 2

divise ccs (k2)2 cofacteurs et X, scra la multiplicité associée au 2° corang;

2
. . ¢ . 12.-.k2
elle pout, a priori dépendrc du choix de B12 k. °
LN ] 2
Si k., =0 , on ne définira pas de nultiplicité associée & k, , Dans ce

2 2
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cas, on a, d'aprés (4) :

Y=k .
R % - X A 33 E
evenons au cas k2 0O « On définit alors les polyndnes § par 1la
formule
12000(E—1)(E+1).5.k2
fBK £:5) 12...(?{-1)(A+1) .ok,
5 = (1) (E)X, T

Ces polyndmes ne sont pas tous divisibles par H' ou identiquenent nul.
Utilisant (5), on a &

(6) O(t (312...1:2 ) 2 - B (H,)kzzz ’

12.‘.

ou }5 cst le déterminant de la nmatrice (33% ) 35 n'est donc pas

identiquement nul. En reportant dans (4), ona

N S R I vl LB () & Ho%

(5. (A 12...k, 12,0k,

On considére alors de méme la matrice (E% ) 5 on définit do méme ky .

. = ’ z . V = . .
Si ky=0 , ondéduit do (7) que k% +k,X, . Sinon, on aéfinit Xy

Ainsi de suite on définira les corangs successifs ct leurs multiplicités Xi
jusqu'a ce qu'on rencontre un corang nul; pour cec dernier on ne définire pas
de multiplicité; on est sfir que le processus est linmité puisque chaque corang
est strictement inférieur au précédent.

Nous retiendrons le résultat suivant.
La multiplicité totale de H' est égale & la somme des produits de ses

corangs par les multiplicités associées
i=I

= L
V=g 4k o

I étant le dernier indice i pour lequel ki ne soit pas nul.
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2. Corangs, multiplicités et facteurs invarisnts.

Désignons par & 1'anneau de fractions formé des fractions %, ohn Q
et Q' sont des polyndmes & (n + 1) indétermindes QOL et ol Q' est
premier avec H' . Cet anneau est principal et ses seuls idéanx sont de la
forme (H‘)X , (X entier positif ou mul).

La matrice (Pg) peut &tre considérée comme la matrice d'un endomorphisme du

@ module @ %, on peut calculer ses facteurs invariants en la remplagant par
des matrices équivalentes obtenues & 1l'aide des opérations élémentaires décrites,
par exemple dans [4] et en utilisant les éléments définis au § 1. On obtient fina-

lement la matrice (Wg‘) dquivalente & (P%) et diagonale :

N
zH')X1+X2
(H,)X1+X2 o }kz lignes
r g X,+K
(H')1 2 )
X1
(')
X .
(m g) = (ar) | &kr—kz lignes
O X
GOR J
4
1
?m—k1 lignes
1
. /|

On en déduit la proposition ci-dessous.
Les m facteurs invariants sont déterminés de la fagon suivante ¢

m-k1 d'entre eux sont égaux & 1'idéal unité de {ﬁ
X

k1 -k2 " n " " (H' ) 1 ]

LR R R I N A A B A A N N N N N AN NN AN
X+X+..X‘_j

172
k.=k. " " n " (H' )
J 3H
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R L A A B B B B R R N R I R I I I A O B R I N N R R A A A N N ) .

X, X +..X
kI ] " ] n (H') 11- 2 I

Les facteurs invariants étant déterminds de fagon unique, on en déduit
ltunicité du systéme des corangs et des multiplicités.
Enfin le résultat de la fin du § 1 exprime simplement que le produit des

facteurs invariants détermine la plus haute puissance de H' qui divise H .

3. Hyperplans caractéristigues.

a) Soit E wun espace vectoriel sur R & (n+!) dimensions. Le module des
tenseurs contravariants symétriques d'ordre t sur E est isomorphe au
module des polynémes homogines de degré t+ par rapport aux (n+1) indétermindes
d i nQAOL
2 172 t

o Au tenseur de composantes P dans une base donnée

correspond le polyndme :
d LI d\
P 12 t £211 Qﬂz...gogt

Nous substituons alors aux indéterminées ‘gck les composantes 4&& dtune forme
de ltespace dual E¥* dans la base duale;

P<x1 d2... O%RQ P Ili
1

oL dztc. t

est ainsi un scalaire de 1l'espace E . La matrice caractéristique est donc

écrite sous la forme :

oly Olyeee O A
(Pg) = (PB1 ; * 2:41 Pug... ’Qo(t) )

La classification précédente et les nombres V , ki , Xi dintroduits ne
dépendent pas du choix de la base de E . En résumé, les expressions précédentes

sont invariantes dans les changements de base du groupe linéaire,
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b) On désignera par P 1'hyperplan d'équation lélx°( =0 ,
(ézi non ‘tous nuls). Si H , par exemple, est une fonction polyndne

précédente, on notera H(P) sa valeur pour la forme Kbk
On dira que P eost caractéristique s'il satisfait & la condition :
H(P) =0 .
P étant caractéristique, on dira que P n'est pas singulier s'il satis-
fait aux conditions suivantes.
I) H étant décomposé en facteurs irréductibles, comme au § 1 b) ,
P annmule un des facteurs H!'! et n'annule aucun autre facteur; en résumé :

= (ar)” "

g(p) =0 , E'(P) £0 .

II) H' &tant meintenant choisi, P n'est pas un plan tangent singulier
au cbne de sommet l'origine défini tangentiellement par H! =0 , ctest-a~-dire

que le vecteur conjugué de P par rapport au cdne (H') n'est pas nul :

Elz*=%‘<P> , Bio .

III) P nlest pas exceptionnel pour la classification du § 1 b) . Plus

précisément si, on a, par excmple, les corangs k, et k, associés aux mlti-

1

plicités X1 et X2 , k3 étant nul, on a ¢

12...1{1 12.nok2
912...1:1 (®) £0 , B12...k2 (®) #0 .

P étant un hyperplan caractéristique non singulier, la droitc définie par le
vecteur f? sera appeléc bicaractéristique de P . P est tangent le long

de cette bicaractéristique au cdne (H') considéré,
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4, Systéme différentiel et solutions séries formelles.

a) Soit F un module & m dimensions sur l'anneau des séries formelles
par rapport aux (n+1) indétermindes x* et 3 coefficients réels. Nous

noterons, dans une base donnée, par yB les composantes d'un élément de F

B (s ‘
ces y  sont donc des séries formelles en x%° ; les éléments de la base seront

désignés par £, (1&<B<mn) .

B

F pout &tre doué d'une structure d'espace vectoriel sur R ; on désignera

par F' 1ll'espace vectoriel sur R engendré par les f_ . Un tenseur fixé

B
symétrique en o &lément du produit tensoriel (E ) ar e g pour

composantes les nombres

Nous étudierons le systéme différentiel aux inconnues yB défini par

ot ol A
1 DLZ'" t B . , o
(1) e ' o y =0 , oluon a posé d, =

B 0L1 042... o(t oL axd

b) Effectuons un changement de coordonndes lindaires tel que P ait

’ 3 0 rd L3 B ré .
pour équation x =0 . La série y  peut s'éecrire sous la forme @

(2) YB=Y]3+Y]13(XO)+...+Y§ ﬁgf_;ﬁ Foeenen

\ o 1 2 n
ou les Y:IB) sont des séries formelles en X , X, ... X

On notera désormaig?gne petite lettre latine un indice qui varie de 1 & n
par exenple 1Li<n .
On appellera données de Cauchy sur P , les mt séries : Y]j ’ Y? ,Yi 1

Nous noug posons le probléme de déterminer toutes les solutions

yB correspondant & des données de Cauchy déterminées, essentiellement lorsque
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le plan P est caractéristique pour la matrice caractéristique et non singulier
par le facteur H' choisi.
On verra par la suite qu'il n'y a pas grande restriction & prendre ces
données de Cauchy nulles, c'est ce que nous ferons jusqu'd indication contraire.
¢) Dans ces conditions, on déduit de (1) et de (2), que les séries Yi

correspondant & r 2 t , satisfont au systéme :

=t 00..0i,i,..1 ,A
qZ Cq' P 172 Q’ 2 = Q
g=0 t B 1112..iq t+p=-q

A 1'aide de la formule de Taylor pour les polyndmes, on a encore

=p 1 i,! i2. 1 0(1 0"20 . o‘t ,A ’e ‘9
6 & Lrot¥eg ) @s,, B =
g=o q! B o olyee Tat ipipeedy t+p-q
on & posé : ai = é? et ol p prend toutes les valeurs entidres positives
i
ou nulles.

5. Transformation du systéme 4,3,

Nous supposons donc P caractéristique satisfaisant & H'(P) =0 et
non singulier.

Nous allons indiquer britvement comment on transforme le systéme d'équations
aux dérivées partielles (4.3). Le résultet remarquable de ce calcul sera que
les Yi satisfont en réalité simplement & des équations différentielles le long
des bicaractéristiques, dans un sens que l'on précisera.

a) Supposons pour 1l'instant que H' ait pour corang principal k, et

1

miltiplicité associée X1 . Les premidres équations du systime (4.3) s'écrivent

, 00..0,A _
(1) P le-o
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. o A
O R N A IS IO TR

On distinguera dans les inconnues du systéme (5.1) des inconnues principales

Yi et non principales Yg et on exprimera les premiéres en fonction des dernidres.
On remplacera alors dans le systéme (5.2). On écrira que les déterminants caractée

ristiques du systime (5.2) sont nuls, ce qui pourra domner une condition sur les

"~

YE non principaux. Ensuvite on exprimera les Y2+1 principaux en fonction des

o

1 non principaux et des Y§ non principaux.

A 1'aide d'un raisonnement par récurrence on pourra étendre ces calculs
awx p promidres quations du systéme (4.3).

On trouve finalement que le systime formé par les (p+1) premidres équations
du systéme (4.3) est équivalent au systime formé par :

I ¢
- L 1. X
=p' 1 {91112"1'}(1%1 fCD.(H:) \ } ]
2&0 (%, +a)t p 1200 kg (B). ‘91112..:'7(1+q Yiapraq = ©

12.4.k

(3) L

oh 0K<p'<Dp , avec P = pX,

et ¢ oA
12..(D-1)C(D+1). Xk
.3 —nt s s . . ,
C =szp -JL 0,)11120013 12n~ooo-oo-.o.--¢k1 (P) a ' .
t+p! T s=o0 s! 12.000iieiaeeniky Coiiyedd ) tples
(4)* 12isernnernennnsik

1

b) Le systéme (5.3) est trés analogue & (4.3). On supposera que H!' a
pour 2° corang k1 avec la multiplicité X2 et on transformera (5.3) de fagon

analogue & (4.3).

%) On somme en D dans le second membre pour cette formule et les formules
analogues,
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On trouve que (5.3) est équivalent au systime formé par @

.

+X
= i oo
=p' 1 91 1X+X+q\’3'5A(H')1 2 3 %
o (X 4+X.+q)! (®).
(5) | 12,k 12,1k
2
=0 ,
o 0SP' <D avec §='13-X2
et on convenant que : k, < (S k,
s s .
1,10 »
e 1 X, o}
f (@) 'J@E.o,. . Y =
1112"1X t4+p!
g 12..(D-1 )C(T5+1)..k
'—'—'—‘—’ X i,i c-. svsses e R EEERN] =
) %zp 1 8}112 1X1+S 12 k2 (H,)X1 (®). 3 )
=L - -
8=0 ZA1+SS. 12¢000ns cereeeenky i, 2"¥X +a t+pds
)) N B 12ao-nntnunaoooaok Ed
2
s-p X, 140 A
& TR R O YUY Tospres
2"1X +8 '
K ot 0P <P , la dernidre somme Stant prise nulle si p' =0 .

On voit que (5.5) se déduit de (5.3) en remplagant X, par X, + X, et

AL 8 L

) D

— D _
12...‘k1 H1d'. .k1 B12...k2
12... .k, 12..k, « 12000k,

On appliquera & (5.5) les mémes calculs qu'a (5.3) et ainsi de suite,

jusqu'a ce qu'on rencontre un corang nul.
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c) Regardons ce qu'on obtient lorsqu'on arrive & un corang nul. Pour

simplifier les notations on supposera que c'est l«:3 qui est nul,
Le systeéume (5.5) se résoud pour les inconnues

i i

11203y 4x X, +X -

[ TPy T )., . . P
i, 12"'37§1+X2 t+p

ot équivaut a

g, 1 2.

1112"1}{ X t+p!

s=p' 1 i1:i.2...iX X X,+X =
-- L wwarle 1S @) %) (). 9 P =
e — . ] . . . =
g=1 X1+X2+s ! i, 12..:.}(1 +X2 +8 t+p' -8
ol 0L p' <D
L
d) En résumé, le systéme (4.3) est équivalent, quelque soit p , au
systéme formé par :
10) 211 2'120O. JX1+X2 &‘ 3 o Yﬁ X X
S 0 S S
(8)
i i .‘. w—
B qu-m-xz 1 o172 ]'X,‘+X2+S(H')X1+X2 5
— — ' - 1 — L) -
=1 ZX1+X2+S5. 1112"1}(1+X2+s t+q X1 X2 ]
i i x -
oy L1020 L
12,.(D-1)8(D+1). .k,
< i, d i B
SEI"'K1 1112‘.]7( +S 12..0000..0“...01{ X =
- 1 o 1 2 (H') 1 )

(9) 8=0 X1+S ! 12.-..--.....0..- 2 i1i2t.jx1+s t+r“¥x-s

1
B d
12. e % 3 st s v e .k2
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s=r-X4 1 53112";X1+s( X1 e
- HY) o Y
- ! PR ‘..
g=1 ZX1+35 1112 1X1+s t+r-X1—s

12,..(0-1)C(D+1).. .k

1
3) ... /A
C _S;_-‘ll1 al1120018 12.0-;......-;.00--1{1 & =
t+u s=o g! 124 eesnnnensnenensdk i,ie.i Tttu-s !
(10) F\ 1 172" 78
12.-‘."........'..1

ob q, r, u prennent toutes les valeurs : 0 < g,r,u<p .
Les résultats ont été indiqués encore pour k3= 0 de fagon & simplifier les
notations,

6. Intégration du systime (5.8), (5.9), (5.10). Interprétation.

a) Considérons d'abord les dquations qui ne comportent comme inconnues que

de:a&Y:B .

t
Soit @

P Qiz... ijﬁxz J. . Y=o

-

12..(5-1)E(B+).. x,

. i . B - i -
11 2 1{1 ] 12 et iiennnsonana 2 11 12 1
)<€ gz 81112..1)( Yo A &, { ..l ai1i2..ﬁ.XY]z
! B o ok 1

12..(0-1)6(5+1).. k

1
12-0-.--ea.ooou..k Y
¢ L yP =0
t
1
1

TR - T
H

12...0"‘!.!..0.61{

Par un changement de coordonnées lindaires dans E on peut prendre pour
équation de la bicaractéristique déja définie, des équations de la forme

o 2 3 n 0

x =0 , x =0, x=0 , ... =0 ;3



J, Vaillant Caractéristiques multiples des systémes ... - 62 -

zc1 variera seul sur la bicaractéristique.

Le systéme (6.1) est donc simplement un systeme d'équations différentielles
pour l'indéterminée x . I1 s'intégre facilement. On obtient pour les YI: des
polyndmes cn X1 dont les coefficients sont des combinaisons lindaires détermindes
de séries formelles arbitraires en x2 s ve =,

Ces séries formelles arbitraires peuvent s'interpréter comme des données
sur lthyperplan x1 =0 ,

On trouve en fait :

" X +X2-1 5 X, -1 =

b D
Y223X+X?-1(x1)1 Tt oy 1(::1)1 + eeves + @
172
|
2 = = X, +X =1 = X 2 X, -1 2
) 1y172 D1\ C 131 C
Yt~(B=B)[aX1+X2_1(X) +""'+BX1(X) ]+bx1_1(x) Tt b

- . - X, +X -8 5, 1%
YE=[(H%)+(H%)(B%)] (331+X2-1(X1)1 2 +.....+a,x1(x) )

~N — A : X _1 V.Y - A N
Ey D Ey .C 1371 AEy.D Ey ,C
+ [(Hﬁ)ax,‘-1+ (H.G? bX1—1] (x) R L ¢ ﬁ)ao + (HC) b ]
oL g Olyee o(t A
les (F\) ’ (B) s'expriment en fonction des coefficients PB ! et
sont connus ; les a et les b sont des séries formelles arbitraires de
2 n

X, cee X

On peut dire que les a représentent les "valeurs" des (X1+ }12-1) pre-

|

nidres dérivées en x  des pdyndmes en x YIE et des Y, eux-némes pour
1
x1= 0 et que les b représentent lecs "valeurs" pour X =0 des X1-1 pre-
C C

s\ z . 7’ 1 A 1 ~N
nmieres dérivées en x des polynlmes en X : Yt et des Y, eux-mémes.

ot
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b) Le systéme des équations aux Yz+1 est aussi un gystéme d!'équations

différentielles en :x1 , dont les premiers membres sont les mémes quc ceux

de (6.,1) aprés avoir remplacé Y‘E par YEH ; les seconds membres ne sont
plus nuls mais sont des combinaisons linéaires différentielles des Y‘E .

Ce systeme s'intégre aussi bien. On obtient encore pour les YI’?,H des

polyndmes en x1 dont lcs coefficients sont des combinaisons lindaires diffé-

. . .. s " . . 2 n
renticlles déterminées de séries formelles arbitraires de x; ... ¥ .

Ces séries formelles sont les a, b déja vus et aussi de nouvelles séries

formelles arbitraires qu'on pout interpréter comme les "valeurs" pour x1= 0 des

s i 1 A D
(X1+X2-1) premieres dérivées en X des polyndmes bt et des YE—H et les
"valeurs" pour x1= 0 des (X1 -1) premidres dérivées en x1 des polyn8mes

~ ~n
-

C o]
Yt+1 et des Yt+1 .

On continue ainsi de suite sans circonstances nouvelles.

Finalement pour obtenir tous les Yi il faut et il suffit que 1l'on connaisse

les "yaleurs" des (X +X,-1) premidéres dérivées en X1 des polynémes Yg et

2
les "valeurs" pour x = 0 des Y‘; et aussi les "valeurs" pour x1 =0 des (X1—1)
premieres dérivées des Yg ct les "valeurs" pour x1= 0 deos Yg eux-mémes,

Autrement dit, il faut et il suffit, les inconnues yB étant ordonnées
cotte fois en x| , que l'on connaisse lecs (X1 +X2) premidéres séries formelles

en XO, x2 s e x"  formant los (X1 +}12) premiers coefiicients du développement

2 n

T D 5 fs s
en x de y et les X, premidres séries formelles en x° , X sy X formant

1

les X1 prcmiers coefficients du développement en x1 de y .

Q>
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7. Systemes avec seconds membres et données de Cauchy sur P non nulle

Lorsquc le systéme (4.1) admet des seconds membres sérics formelles et que
les domnées de Cauchy sur P ne sont plus nulles mais sont des sérics formelles
de x1 ,...,xg , la détermination des Yi se fait aussi bien : on a des
équations différentielles qui ont lcs mémes premiers membres que précédcmment,
mais qui possédent un second membre déterminé en fonction de ces nouvelles
données.

On peut donc énoncer le théordme suivant

Soit P wun hyperplan non singulier, et R un hyperplan coupant la
bicaractéristique dec P , d'équation x1 =0 .

I1 coxiste une solution série-formelle du systéme et une seule correspondant
aux données suivantes 3

10) sur P 1les séries formelles donndes de Cauchy supposées, cependent,
satisfaisant & un systeéme dec VvV équations aux dérivées partielles cxprimant
leur compatibilité,

2°) sur R dos séries formelles indépendantes de x1, représentant le
début des ddéveloppenents en x1 de certaines sérics inconnues cherchées.*

Ainsi pour k3 =0 , on se donne les (X1+X2) premiers coefficionts du

développement en x1 de yﬁ et les X, premiers coefficients de développement

1
en x1 de yC . I1 n'y a aucunc difficulté autrc que de compliquer les notations

dans le cas géndral.

8. Formec canoniquc.

Les calculs qui ont conduit aux résultats précédents reviennent ausci &
remplacer lc systéme (4-1) par un systime équivalent déduit par des combinaisons

linéaires ct des dérivations d'équations.

. ama

— e e e

mhe b s bm s oA

* On sunposc évideument les donndes compatibles sur l'intersection dc P et
de R .
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Considérons le systéme plus géndral

e o
1) S * .4 5 B b
>3 - ’
B o Byens B

N B A . . . .
ol les ¥y et g sont des distributions, les autres conditions étant inchan-
gées. On démontre que le systime (8.1) est équivalent, (toujours pour kg = o ,

par exemple), au systeme formé par :

- 12, .(D-1)6(D+1). X,
S - B ied ..ol L G
6 1 D 1 1
a y a y = ’ c) y +ot
t 120 vnnsonnon .. . €
12t eeennannnns k
i
12, (D-1)C(D+1)..x
~ By, ’
ya EEEREEE] . e 0k2 yﬁ
0 X R . X
1 't . . e LN ] 2 1 .t
(1) () B oo K (1) (o)
)
_ Q:1 Ohe = t—1ltlt+1"it+X1, ¢ 3 B g,c
011 012 . Nt-1lt "lt+X
5% %, St tex B D
® x4 v= Te %0‘“"‘ peodpg ) o
(1) ' 2"t 2% - X+,

ou les Q sont des coefficients constants et les g' des distributions connues.
On a posé, par exemple S £ = o
Oessesd
(O) i’
t fois
Un systéme de V é&quations aux dérivées partielles linéaires et & coeffi-

o
cients constants expriment la nullité de distributions indépendantes de x .

(Dans le cas de fonctions ce systéme exprime des conditions sur les données de

Cauchy de P),
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En admettant le systéme (2.2) satisfait, on peut partir de (2.1) pour résoudre

les problémes concernant (1).

9. Solutions analytigues et solutions discontinues.

A 1'aide de la forme canonique précédente et de la méthode des fonctions
majorantes, on démontre qu'il existe une solution analytique et une scule du
systéme, dens un voisinage de 1'intersection de P et de R correspondant &
des données analytiques dans P et R dans des conditions analogues & celles
du §7

A 1'aide de ce résultat on peut construire facilement des solutions du

systéme qui soicnt de classe C et de classe C(, par morceaux i la

t-1
traversée de P . Ainsi on pcut obtenir pour un systéme sans second membre une
solution qui est nulle pour x° <0 et qui est de la forme (xo)t u  pour

x° > 0, u étant une fonction analytique non nulle pour x°=0 ,

10. Systémes carrés lindaires ct & coefficients constants dont les polyndmes de

dérivation nc sont plus forcément homogénes.

On ramdne 1'étude de ces systémes & celle des systémes précédents ol les
polyndmes de dérivation sont homogénes par unc méthode de "montde!" : & un systeme
"non homogéne pour les dérivations" correspond un systéme "homogene pour les
dérivations" dans un espace ayant une dimcnsion de plus. Des indications plus
précises ont été données dans unc Note précédente [2] et scront données dans un

travail ultérieur.
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