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SOLUTIONS ELEENTAIRES DU LAPLACTEN GENBRALISE -25 -

par
E. COMBET

I. DISIRIBUTIONS DE GUELFAID ET CHILOV SUR E* , pour ReA>-2 .1,

Dans ce § I, les nombres réels x° (j =1,...,m) sont les coordonnées d'un

point quelconque de ;Rm ol nous considérons les distributions "?A, (P + io)}\,

A (x)
‘4 51 o(P) de Guelfand et Chilov ([1], ch. III, § 2) en rappelant exacte-
]

-

m 1

ment leurs définitions et leurs résultats, pour Re A > - 3-% -

A
1, Digtribution L:P s
Soit sur gm la forme quadratique 4 coefficients complexes €
?:g x> = P + iPt
rs
ol P est une forme quadratique réelle quelconque non dégénérée et P' une

forme quadratique réelle définie positive. ?our A€ g , posons

‘?):_: exp [A(Log IPt+ 1 areP)] ob 0<areP<m,

Pour Re A >0 , l'intégrale
A [P
<€P,tp>=fmcj’ Ydx , ol tPGC:D
R

converge et est une fonction analytique des coefficients de c:P etde A . la
distribution ?A e' ainsi définie est donc univoquement déterminée par ses

valeurs sur l'ensemble des 3’ =i P' pour lesquelles P =0,

Pour f =4iP! =i a  ¥x°, il vient :
A
A ind A
<PLe>=0 Zj (a,, ¥'x°) @ax .
Rm

On peut trouver un systdme de coordonnées ! o p= (11‘1)2 Feoot (x'm)2 = 1% .
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Alors : /\
A
o T3 "3
<PLe>=8 f 3—-——\[ 2 paxt
3 E V(-l mg 5m

ou a = dét(ars) et g = det(grs) .

‘ . i
Passons aux coordonnées polaires x! = TR ¢

j 2A ¢ ax! 2A+m-1

oﬁ—ﬁg

Y@ o ¢ =] ¢ xo)ag,
sm
S, = sphére unité de ;Rm .

=

On peut écrire :

1 ¢ (0)
22X gt =g R2AMT G () L (0)ar +f P2 A + % N 2

o
T2

ol le second membre est analytique en A dans le domaine Re A > = % "15 avec
A ,l. -% « On obtient ainsi le prolongement analytique de C:P dans ce

domaine A = -2 &tant un pSle simple avec ;

2
hY -1TE-- -1TC-- I—;— -—171—-
gsidu < , 9> —(0) : = (0) f as = P (0)
Reésidu , = = = .
A= oD 2V(-1)mg 2 \/(-1)mg \/ -1)“1 M(w/2)
bl
Finalement : mn ilm
QA T
(1) Résidu J = = o (O = distribution de Dirac & l'origine),
A-_DL Mw/2)\/[(-1)" ¢
2
A
Pour <= P + iPt, 1a distribution 5 admet dans le domaine ReA> -3 --;-
le seul pdle (il est simple) A= - L o4 le résidu s'obtient en prolongeant

2
analytiquement (1). Ce prolongement s effectue de la maniére suivante : on
m
passe aux coordonndes y. = brsxS ot P = Z A (Y ) et Pt = ¥ (yl)z.
i=1 i=1
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Alors :
L\ . 2 .

(<1)® g =(-1)" v (A1 + 1)...(>\m +1i) = b2(1 - i>\1)...(1 - ikm)

et 1'on porte alors dans (1) 1l'expression analytique :

(G0 =vi(1 = 12 )V2 (1 =12y

iargz
1
z/2=1211/2e 2 , =TN<argz<T,

Prenons en particulier

142
P=(x )%t (xp)2 - (xpﬂ)z-...— (xm)2 = forme quadr. hyperbolique
' de signature (p+, q-)
Pt = C[(x1)2+...+ (xm)z] ow €>0,

Alors :

Ve e = (e- )2 (6= 0012 (ex 1)'/2 (e 4)'/2

%

p termes g termes

Avee ces expressions de P et P', Guelfand et Chilov posent :

A
(P + i0) = lim (PA
€20
Cette distribution (P + io)A est régulidre pour ReA> -% -12- , sauf au point

A= -% (p8le simple) et, compte temu de (1) et de l'expression précédente de

V(-i)m g - P
(2) r s (P . )A' _ 7T 2 e 2 5
Résidu + i0) = my— .

m
A_—...-z-

In raisonnant de la méme fagon sur les formes quadrat. & partie imaginaire

définie négative, on obtient (P - io) et :

(21) Résidu (P-—io)'\: -8 o,
_ ™ (w/2)

L
T2
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2. Distributions P et 5(]‘)(?)
+ = 91,2
P . m=p+q .
On suppose toujours que P = (xl)2 - 3 (xJ)2
i=t J=p+i
Pour ReA> 0 , considérons les distributions

est hyperbolique.

. A
< P_i\, P> = j PA Yadx et < PA, Y>> = f («P) wax
0 - <0

Soit P ultra hyperbolique (p et g > 1) : Passons aux coordonnées bipolaires

i J
= W = H
b4 pw; et x o mj

< Pj;\P> =ej>o(_f> 2.y (pwyrpwy)e P 3 g doa QP)g Qfa)

o °
= JO Joua?- ) $(p,o)e ot ac
avec

Pl ,o) = f @ (pw,, wj)dQ(P)dQ(q).

S xS
p* g

Posons ensuite u =p 2, v = 0'2, ¢1(u,v) ::k’,)(@ , &) et enfin v = ut :

W m 9-2
A= =1 1
<Pi‘,kp>=-} j ™ j (1 - t)>‘t 2 %(u,tu)dt .
0 0

I1 en résulte que < P_l_A,tp> a la premidre série de pSles A= -k (k =1,2,...)

i sont ceux d

qui sont ce e 1 1 . 52

@(/\\ 9u) 22{ f (1 - t) t @1(u,tu)dt
0

avec
k-1 352
résidu §(A ) = 3Hdy; ztk"1 [t 2, ()],

d'ou, pour k>£21-;
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- -1 a2 n
(. )k 1 r()k 1 5 K+ -1
Ar_e_su.chl:; <P ,tp> = IOy f = [+ ¢1(u,tu)]L 1 u 2 du =

4 ® _ q-2 p=2
D sl - =
= 4011 k- LV g),‘(u,v)] u du .
0 @V v=u
(k-1)
Ce résidu introduit la distribution 61 (P) portée par le céne P =0
d'un type primitivement considéré par J. Leray :
® q=2 p-2
k = e
k 1
<6( )(P),kP>=-j i [v2e ,(uv)] w?adu .
4 k 1
1 0 ov v=u
Donc :
A )
res:Ldu P '&—lv 6 (» .
1
A= 4> -2
Dans les mémes conditions, on trouve :
. A1 (k=1)
résidu i P= = 52 (P)
A= k> - 3
ol
() ® 2:_2_ a2
k
<§8;(P), 9> = f 2 ¢, (u,v)] vZav .
0 u=v

De ll'expression primitive de <P_i\,l(>> il découle que le point A = —% est
aussi un pdle pour Pj\ (nous nous bornons toujours & ReA> - 923 - -2-). On trou-
vera l'expression de ces résidus dans 1l'ouvrage cité de Guelfand et Chilov.

Pour ReA>0 ,

+TCA
(3) (P + io)A= P3+ e %

e

et cette égalité se prolonge pour ReA> -% —‘;' y Af-
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Cette relation, jointe & 1'expression des résidus de (P + io) et des

P_’_A permet d'obtenir les égalités suivantes :
51(k)(P) - 6§k)(P) =0 pour k <% -1
P n
(4) (<1)2 2 pour p et q pairs

afg i) - 553 - (e)-
ll 4 » P) '(g)
(-1) 2 m? [r' (3 - — 535 pour p et g
e re impairs.
A

On peut inversement commencer par définir les distributions P+ R

61(]5;(1’) comme au n°2, puis démontrer (4) et enfin obtenir (2) et (2') en posant,

]

par définition :
X #ATTA A

(P + io) =P++e" P

Ce procédé (voir [2], ch. I), en évitant d'introduire une métrique complexe,

permet d'étendre ces distributions 4 une variété riemanniemne Vm .

3. Le cas hyperboligue normal :

Supposons maintenant que P = (x1)2 - (x2)2-...- (xm)2 est hyperbolique-

normale., On peut étendre tous les résultats précédents, en remplagant @ par

x . De plus, le céne P =0 comporte deux nappes | toet T et partage

+ -
gm en 3 régions % (futur de 1ltorigine : P>0 et x> 0), % (passé de

ltorigine : P>0 et %! <0) et $2- (ailleurs de l'origine : P < 0). On

peut alors partager les distributions 61(k) (P) et P_? en sommes :

61(1‘)(?) = 51(k)+(P) + 59‘)-(13) et Pj: I?_:_"' + Pf"
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ou les notations sont évidentes et ou l'on procéde comme précédemment par régu—
larisation d'intégrales et par prolongement analytique (voir [2], ch.III). On
peut montrer par exemple que, dans le domaine ReA> = % --3;; , les seuls p8les

\
des différences P _Z\"' - P_;“’ sont les points A= <k et que

0 g 037 2L (60 -
II. LES DISTRIBUTIONS DE GUELFAND ET CHILOV SUR Vm :

Vm est une variété riemannienne hyperbolique orientée, de classe ©® ,
de dimension =3 , d'élément de volume T} .

Soit x' un point fixé de V_, (! un voisinage de x' dont chaque point
X puisse &ire joint & x' par un arc géodésique 2 unique contenu dans  §2.
A tout U, é Tx' (espace tangent en x' 2 Vm) correspond sur la géodésique
X tengente en x' & ., un paramétre géodésique affine unique s tel

!
que s, = 0. Si Tx' est rapporté au repére quelconque R , les m nombres

bien déterminés :

o o
x =su,
X

définissent sur & le systéme de coordonndes normales d'origine x' et rela-
. v X!
tivesa R .,
Dans ces coordonnédes normales :

f

* 2B 1) >
g“ﬁ(x)x 7 =g rj(x )x x'7 .
Nous désignerons par P(x) cette fonction et nous utiliserons dans toute la

t
suite un repére R®  orthonormé. Alors :

P . = .
Px) = 3 ()2 3o ()2
i=1 J=p+1
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Dans ce systéme de coordonnées :

N(x) =V |g(x)} ax Ao A ou g(x) = dét(go(@(x))

donc
le(=') | =+1 .
s e A (x)
Nous pouvons alors définir les distributions P+ et 51 > (P) comme au § 1,2
?

en posant

' = (») 4, o ()
Pl o) = j p (e ©; 5 07w) \/lg(e W3 56 03) a@'P) 3 Qla

S_x8

p g
et en remplagant O par O, (puisque [e(x')] =1) dans l'expression des
résidus. Nous pouvons ensuite démontrer les relations (4) et définir :

LA
T 3

. A X
(P + io) =P +e P™ .

Nous obtenons alors les mémes résultats qu'au § I (pour Re > - -g— - -;—) Dans

le domaine considéré : pour les distributions P 3, les pdles A =1, =2,,..> -

sont simples et :

k=1
(6) résidu P, =% 5$k°1)(P) et :{éfid; Pf\ =_(Ir_:}7? 51(1{-1)(?) .

)\: -k = -

A
Le point M= -2 est le seul psle (il est simple) de (P + i0)" et

2
- I
A e+lﬁ.2’ TC 2
(7) résidg (P + io)” = Fa/2) Gx' .
A= ==
) 2

Ces résultats sont valables dans tous les cas hyperboliques. Dans le cas hyper-

n

—

2

bolique-normal, ils se compldtent par les considérations du $§1,5: ona toujours

la formule (5) .
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I1I. CALCUL DE LAPLACIENS SUR Vﬁ
Les hypothéses sur Vm sont les mémes qu'au § II. YV désigne la dérivation
covariante (on 1l'écrit @ sur les scalaires). Rappelons que les dérivées succes-
sives d'une distribution sont des p-tenseurs distributions dont on trouvera la
définition et 1'étude dans un article de A. Lichnerowicz [3].
Nous faisons tous les calculs sur & en coordonnées normales d'origine x!
avec RX' orthonormé et nous posons

b=-g"P)V 25 .

1. Calcul de Laplaciens :

Nous avons, en coordormmées normeles les formules connues :

€ p(X)xo< =8, @(X')X‘3

gcxP(x) fOP P(x) = 2x % ; gmﬁ(x) ’()(SP(X). @O(P(x) =4 P

& p(x)@o(P(x)’E)Bu(x) =2 s’t)s'u(x) (ot u(x) est différentiable

AR(x) = - 2m - —=22—— D \[1g(x) .

V1g(x)\

Nous en déduisons immédiatement, pour ReA>1 , et l'entier n >0 3

AP + io)A"m'H = =(A+n+1)(P + iof\m[-{i\sP + 42+ 4n] ,

AL + 10 - (s 2+ io))‘( A+n+ )P+ (P + o) P Ay

-(P + io)APn(A +n+1) {45 D+ u(4n + 28 ’as V’\Tg—\)} ,

Vier

et, pour une somme du type introduit par Hadamard [4] :

N
u(zx) = ¢ Un(x)Pn(x) (N = entier fini positif quelconque) ,
n=1



E. Combet, Solutions élémentaires du Laplacien généralisé - 34 -

il vient :

B £ 30Y™0) = 40+ B(e 1 10) e -

-()\+1)(P+1o) [4s ©_ U, + U,( 28 0, Vel -
T o

\& |

+

(8) =(P + io) ni P Ovn+1) {4s®s U, + U (4n + -»*—-@ r)} Au U 4

+ (P + io)M\M Y S

avec

(9) Ut (x) = Z (A+n+1)U (x) P(xz).
n=0

2. Paremétrix sur V
Nous pouvons utiliser (8) pour construire sur $) une paramétrix pour le
point x' : nous pouvons déterminer par récurrence des solutions Un(x) g @

des équations

450 Uy + (220 \Tg) =0 ,  U,(x') =1
(gl

(A+n+1) 4s<as U, + Un(4n

le

28 }-AU , =0
\/m S N

s < e
n-1 intégrale
Uyx) f £ AU (F) 44 ) prise 1e
T 4{ X+l )sn

ce gui donne :

(10) v (z) = et U () U,(%) long de la
\g x 0 géodésique
%

et le Laplacien :

(11)  Al(r + io))H'1 U] = - 4(A+ %)(P + io)A U+ (P4 io);\+N+1AUN

avec
(12) V) = A+t
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A
Compte tenu des expressions (10) et de 1'expression (7) du résidu de (P + io)
pour A= --g- , les deux membres de (11) restent égaux par prolongement analyti-
que dans le domaine ReA> - % -Jé- s AFE =2y Byeee, =Nt pourvu ‘que

N <92-1'- 1. Dtapres (12), on en déduit que :

il L
1—% m e+lK2TL2 N+1"%

AL(P + io) U] = -4(1 = %) =——=30 _, + (P + io) Ay

- 2 P(_n_l) x! - N

2
ou encore

iﬁ[%ﬁ(g -1) B iin%r\%—l‘) u

A[E ‘m (P + io) 2y] = Sov + = n; (P + o)1= 2 AUy
415 ans

On peut déduire de ces formules une paramétrix due & kime Choquet-Bruhat (5] .

IV. SOLUTIONS ELEMENTAIRES SUR Vm ANATYTIQUE.

En plus des hypothdses faites aux §{ II et III, nous supposons que Vm est
analytique, & métrique analytique et nous nous proposons de construire, sur un
voiginage de x' une solution élémentaire de L en ce point, c'est-a-dire une

solution E e D' de
AE=39 .

x'
La méthode que nous suivons est due a Hadamard [4]. sSauf avis contraire, Vm
est supposée de type hyperbolique quelconque.

1. Cag ol m est impair :

On prend dans ce cas

@® @
U(z) = T Un(x)Pn(x) et U(z) =5 (A+n + 1)Un(x)Pn(x) ,
n=0 n=0
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ou les Un(X) (n = 0,1,...) sont donnés par (10). Le laplacien (8) s'écrit,

pour Re A >1 :

AU + 0™ U] = 4A e B)(e 1 10) 00

Pour démontrer la convergence des séries U et U! on peut utiliser pratique-
ment sans modification la méthode de J. Hadamard qui fait intervenir 1'analyticité
de Vm par l'emploi de la méthode des fonctions majorantes : les séries U et
U' sont analytiques en x sur un voisinage suffisamment petit de x' et holo-

morphes en pour A ;4 -2, =3, =4,...,. Prolongeant analytiquement la relation

ci-dessus jusqu'a A = -% on obtient @
m Find 2
1~ > o 2K 2
Al(p+10) 20]=4 ST,
rG-n
on

1w
m étant impair, les distributions P+ 2 sont régulidres et :

. m m
1- +1 70 (1- 2) -3

(Ptio) °=2 %+e P2,

pi

Le laplacien 05 admet donc au point =x' , les solutions élémentaires complexzes

conjuguées :

Tl
e 22”(%-1) 1-% +iﬁ(1—%l) 1-22‘-
(p + e P U
A4S i )
2
[es) S ne1
U -
v= L o Py ou, = = - i AUn'1(£)dt
n=0 n " 7 70 'm 4(-%+n+1)sn o Uo(&)

(n=1, 2,...)
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Supposons gue Vm soit hyperbolique-normale : ¢ = m-1 est pair et la solu-

tion élémentaire précédente s'écrit :

m=1
(<) 2 r@a) 1284 B
E = 2— (@ 2 4+p 2 ).
“(%1_ + +

Pour Re A >1, on peut écrire

A
AL P - 4 BE B e

En prolongeant jusqu'a A= __1;_: , le second membre s'amnule, d'aprés {5) puisque
m est impair :

1=
Ale, - P, Jul =0

D'aprés l'expression précédente de E, on obtient les deux solutions élémentaires

m=1
(12 G- -2y
E = - P+ U
2W'§

2. Cas ot m est pair :

Quand m est pair, la méthode précédente ne s'applique plus & cause du

terme Um dont 1'expression contient A +-I§ au dénominateur.

= -1

2

Suivant Hedamard, posons

m o _
2 2 n 2_2

U= Y U P* et U= ¥ (,\+n+1)UnP“.
n=0 & n=0

Avec les expressions (10) de ces U, » il vient :

A4 = =1

A

e

A fu(e + iof‘“] = -4(A+3)(P + io)AU'+ (P + io

Um
-2' -2
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Il feut alors introduire deux nouvelles séries V et W pour faire disparaftre

A+ 221- -1
le terme (P + io) AU .
-5 -2

®
a. Soit Vv(x) = L Vn(X)Pn(x). Compte tenu de l'expression de U!,
on a d'aprés (8), pour Re A > - 20

2

A+ 92‘1' A+ -2- -1
AL(P + 30) V] = =( A+ %)(P + io) [4s0,V,+, (22 9 \[E +Ha+s \-4)] -

|
(1) .o Ve

A+
(p+i0) 20T P (4R an)[4sQ V_(dn+4mg A -4+ £ o VigT) I- OV
(P + io) [n~ {( + % ) [4s9V +V_(4n+4m +\/_l_;@\ﬂ‘é—] 1}]

Pour Re 1> -3, introduisons les distributions

B ) W
(P + io) Log(P + io) = “—_@9 (P + io)
En dérivant (13) par rapport & A :

X+% )\+%
A[(P + i0) “Log(P + i0)V] = =(P + io) [45QV,+7, (\l"@ VTgT+m+4 A =4) ]

A+ 2 P -é--
A+ D[P +i0) 2 Loglp + 10){4s@v v, (38 20\[TeT+me4r=4) +4(P + 10) ° V]
o R G
\, B
-(P + io) 2Log(P +i0)[ X Pn"'1 {( A+ 2 > +n) (459, +V. (4n+4m+4>\-4 + 280 \ﬂ——)) AV }
- n=1 \/Tg\

i @ |
~(P + io) 2[n§1=""1 {45@5 Vn+Vn(4-n+4m+4,)\—4'\?’("z_“_?' O_\Tg)+T (A + 35+ n)} 1.

Imposons aux Vn d'&tre solutions analytiques (en x) autour de x' des

équations :
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2
40,7, + 9, EL0 @1 + 4n v 4X —4) = Dy

181 S5 -2

(A+ 3+ 0)[45 0V +V_(4nrdmes A= + 28 o, Vil - Av__, =0
&1\

On obtient : -

A+ >\+92'l' A
AP+ 10U+ (P +i0) “Log(P + 10)v] = —4( A+ %)U’(P +i0) =

m A+'g'-1
(14) (X + E)(P + i0) [4v, + Log(P + io)AUm ] -
5 -2
+2 @
~(P+i0) [T P 450 V4V (8n + 6m + BA-s + =28 Vieht 1,
- n=1 snn (gl ®

tandis que (13) s'écrit

A+ 2 A+ 2
AL(P + d0) 2v] = -(A+%‘)(P + io) 2 AUm

'5-2

que l'on peut prolonger jusqu'a A= - La distribution (P + io)"1 étant

i

régulidre :
Av=0

[+ ] ]
et, puisque (P +io0) =1 = P +P_ :
0 [}
(15) AR, V) = -[(P_V)

b. Dans 1l'expression (14), on fait disparaitre le dernier terme du second membre

en introduisant la série

®
wix) = % Wn(x)Pn(x) .
n=0

On peut écrire en effet ¢
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+2 4 + 2

A o
; 17— . 2 o . (28
AL(P + io) Wl=-(P+io) “[(A+ > +1)(4s ‘DSWOHJO{%‘OS \lgl +mHt /\]]) +

[ev}

+ nE1 PUO 1t + 5+ n)(4s 90+ (4n + 4 + “*\/'2%% @))—Awn_1}]

Imposons aux W =~ d'&tre solutions analytiques des équations :

2s

(A+ B+ D0, + 10 f
4

Vigl+ 4m + 42%) + 4sQ v, +
S s

+V1{~2—§@V_[a+ 6m+8,\+4}=0

Vier ®

(A+1+ % +n)(4s DM+ W {4n + 4m + 4 )\+ ——Tjgs-l’as \[{Q}) - Awn_1 =

== 480 V -Vn+1(8n+6m+8A+4+—-?=-§@S\/lgl) .

s n+l \/—1&—‘

Nous obtenons :

Z A2 4

A
AL + 1o U4 (p + io) T2 Log(P + 1)V + (P + i0) 2 W)=

A n
(16) = -4(A+ (P + 10) U = (A %)[(P + a'.o))”r 2 "Log(P + 10) AU+
5 -2
A+ -g- -1
+ 4(P + io) Vol .

Les termes Vn et Wn s'expriment par des relations intégrales analogues & celles
qui donnent Url et les séries V et W convergent sur un voisinage suffisam-

ment petit de =x!. n
A+ 5 -1

Dans le second membre de (16), les distributions (P + io) et

2+ 2oy

(p+ io) 2 Log(P + i0) sont régulidres pour A= —% . En prolongeant
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analytiquement (16) jusqu'd )\ = "ng' , on obtient les solutions élémentaires
complexes conjuguées :
J_rin%-
e rG -1 -3
E = — [(p + io) U + Log(P + io)V + PW] .
42

¢, En vue de séparer les parties réelle et complexe de E, remarguons que, pour

, n W sl Nt I
+ =

op Bt P ] P log P +e P Log P_+ iWP_,

donc, pour K= 0 :

Log(P + io) = Log P_+Log P_ +iTPe

De plus, au voisinage de A=1 -

E [d
2 *
HT(1=-8) +#n(O+2 -1)
(P+io)>‘=P++ 2 2 PA =
m
%"2 ( —2)(13)
%1) ! e partie rég.1 +
- 1 a
(2 2)t A+ 5 =1
3 -2)
+ e [1 7T+ 5 =1 JF I - ~—— + partie régz]
- (T =2)1 A+ = -1
2 2
d'oll 1'on déduit
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1=-
ol P sont les parties régulidres du développement des P+>\ autour de

s

N=1 -2, prises pour A=1 -2 i i
=1 =5 P pour =1-=. Avec ces expressions, on obtient :

i 4
e r (-—

1)
[xim *J"~W52 %m+w%+

iy
472 - 2)1

1-% 1-.% 1-%
+ UAE, + (1) P_ +V{LogP+LogP_%+WP]

ou encore, dtaprés (15) :

A2 H“‘ @ -2)
E= ~ [+i 7 U'12_ (P)-VP°} T
42 2!
a

AN} (=i

1w =

1= 1
+U{P+ «(-1) 2p 2}+V{LogP++LogP}+WP]
d. Supposons maintenant que Vm soit hyperbolique-normale : q = m=-1 est impair

et on obtient

(-1

E =

) (2 1) -3 E 2)
LG e 2y 00w
- '5 -1 G— =2)!

Ici aussi, on peut montrer (voir [2], ch.III) que

m

—

@ -
22L@)-é22‘(M)~Wﬁf—%ﬂ]=o

AFﬂ-M6
ﬁ -2)1

et l1'on obtient les deux solutions élémentaires :
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m

2 -2 n
+  (-1) V(% -1) &1)1 2 U(S(-i —Z)i(P) g ot
2)1 +

m m 1
- 1 2 )
272 2
m
avec ¢ = -2
] 2 Nu_ . m2o
U, 3 =2 U, t Av
. n-1
vV, = - f dt et V = j at.
o m U n m U
= -1 ° n+ = -1 °
2 0 2 0
4s 4ns

3, Invariance dans les isométries :

Soit L wune isométrie de Vm , laissant fixe le point =x' , L' 1ltapplication

linéaire tangente, L* la transposée de L'. Pour le tenseur métrique g , on a :
(17g)(x) = g(x) .
Sur les fonctions différentiables f , L agit par
(1#£)(x) = £(1x)
et f est dite invariante par L si
I*f = £
5i une distribution T N est invariante par L* lorsque décrit un certein

domaine /\ de C, c'est-a-dire si <TA s L"“"1 P> =< T/\\ , P> pour A e /v,
alors la prolongée analytique de T ) reste invariante par * .
Sur les coordonnées normales x°°, l'isométrie L se traduit par la trans-

formation orthogonale
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avec

() = ¥ aY e (x) .

fxp Y5

1
On en déduit immédiatement que les fonctions P et U, = g | 4 sont invarian-
tes par L. Il en est de méme des distributions P_I_A, (P + io)A' et égkg (p) .
- ’

Considérons alors l'expression

S
U, (x) | = Au_(8)

Un(X) = 4(A o )sn Uo( &) dt .

0]

si  ¥(t) déerit la géodésique x'x , L &(t) déerit la géodésique Ix .
Supposons que Un-‘l( ¥ ) soit invariante par L , il en est de méme de AUn_1( £).
De plus, sur une géodésique non isotrope, t peut-&tre considéré comme longueur
de l'arc de géodésique xr'%’ , arc qui est conservé par isométrie. En procédant
par continuité pour les géodésiques isotropes, on en déduit que Un(x) est
invariante par L quel que soit x .

Finalement, les solutions élémentaires que nous avons construites sont

invariantes par L.

4. Remarques :

La construction précédente s'étend sons difficulté & 1'opérateur

e e w
D= A+ B i)e +C ou B est un champ de vecteurs @ et C wune fonction
analytique : il convient de modifier les séries U, V et W.
8&)
Pour un espace harmonique ol
AP = 2m + P£(P) n

on peut trouver des solutions élémentaires de la forme ¢ (P)(P + io) 2 .

Enfin, ce procédé s'étend aux solutions élémentaires des Laplaciens tenso-

riels et spinoriels (sur V4).
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