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CALCUL SYMBOLIQUE LIE A LA CROISSANCE DE LA RESOLVANTE

par

Lucien WAELBROECK

Résumé

Nous définissons une algèbre, qu’il peut être utile de considérer dans

l’étude d’un opérateur sur un espace de Banach (ou d’ un élément d’une algèbre

de Banach) lorsque l’on connaît la fonction = ~ / il ( 

lorsqu’on a des renseignements suffisants sur 1 t allure de cette fonction. Cette

algèbre peut être décrite, soit comme complétée d’une algèbre de fractions ra-

tionnelles (§ 1.2), soit par l’intermédiaire de son dual (§ 2), celui-ci étant

un espace de fonctions holomorphes, soit enfin comme quotient d’une algèbre de

fonctions par un idéal de cette algèbre (§3). Il faut enfin signaler qu’on

établit qu’il s’agit d’une algèbre de Banach, fait qui n’est nullement évident

d’après la définition du § 1.2.

I. INTRODUCTION

1.1. Soit A une algèbre de Banach complexe à unité soit a E A.

Pour s complexe, ~ si sp a, = 1 (a-s)-1 11 9 et pour

s e-sp a, posons 4J (s) = 0. La fonction ~jJ est Lipschitzienne de constante 1,

ù 1 si 
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donc

Ceci montre que 4J est une fonction Lipschitzienne. Le comportement de Y à

l’infini s’établit aisément à partir du développement de Laurent de 

au voisinages de l’infini

1.2. Cette observation justifie le problème suivant. 
’

Soit A une algèbre localement convexe complète à unité, aéà. Soit

d’autre part ~(s) une fonction Lipschitzienne non négative, telle que

6 )s 1 ~~J(s)  s ~ au voisinage de 1’infini. Quelles sont les propriétés

de a qui découlent de l’hypothèse que a-s est inversible dès 0,

l’ensemble des étant borné ?

En un certain sens, l’étude de ces propriétés se ramène à celles de l’al-

gèbre universelle U ci-dessous :

Soit Uo l’algèbre des fractions rationnelles en une indéterminée z

dont le dénominateur ne s’annule pas sur l’ensemble t~~ s~ ~ 0. Mettons sur U 
0

la topologie localement convexe la plus fine telle que la multiplication soit con-

tinue, et telle que l’ensemble des fractions rationnelles

~(s) (z-s)-1 (a) 4 0) soit borné. Cette topologie peut ne pas Ctre sépa-

rée. Soit (Y l’intersection des voisinages de l’origine de Alors 0
o

est un idéal, le quotient est une algèbre localement convexe séparée.

Par définition, U est le complété de U 0 ~~ , Nous appellerons encore

z l’élément de U correspondant à la fraction rationnelle z  U . (Il s’agit
o

d’un abus de langage, notanment lorsque l’idéal Ot n’est pas nul).
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(U. z) est caractérise à un isomorphisme près par les propriétés sui-

vantes :

a) U est une algèbre localement convexe conplète, à unité ; z eu ; z-s a

un inverse dès 0, l’ensemble des produits

étant borné,

b) Soit A une algèbre localement convexe complète à unité et â multiplication

continue. Soit acà un élément tel que a-s ait un inverse dès que y ~s~ ~ 0,
l’ensemble des produits 1)j(s) (a-s)-1 étant borné. Il existe alors un homomor-

phisme continu et un seul de U dans A, qui applique unité sur unité et z

sur a.

’ 

Tout renseignement que l’on pourra obtenir au sujet de U sera utile

dans l’étude d’un opérateur continu a sur un espace de Banach, tel que l’on

connaisse l’allure de 11 (a-s)-1! 1 .
1.3. Nous montrerons que U est une algèbre de Banach (plus exactement ~

Banachisable). Et nous donnerons deux descriptions essentiellement différentes

de U.

Le § 2 sera consacré à la première de ces descriptions. Celle-ci fait

intervenir le dual V’b de U, la boule unité du dual, et la topologie faible de

cette boule unité. Les renseignements donnés suffiront à caractériser U à un

isomorphisme près, en vertu de-un théorème de Grothendlock [1] (cf. aussi [2J

p. 271~ On observera que le théorème de Grothendieck est utile non seulement

pour pouvoir affirmer que la description donnée de U* suffit pour caractériser U,

mais aussi dans la démonstration du fait que U* est l’espace considéré.

Le théorème de Grothendieck (plus exactement un corolla1ro de ce théorème

dû à Pràk [3]) affirme que le complété d’un espace localement convexe F s’iden-

tifie avec l’espace des formes linéaires sur le dual F* de F dont la restric-



103

tion aux parties équicontinues de F* est continue pour la topologie faible.

Nous utiliserons aussi la proposition suivante, qui ne paraît pas découler

immédiatement du théorème de Grothendieck. Soit E un espace vectoriel. Soit

B une partie convexe symétrique absorbante de E. Soit G une topologie com-

pacte sur B, induite par une topologie localement convexe de E. Soit alors F

l’espace de Banach des formes linéaires sur E, dont la restriction à B est con-

tinue pour à , avec la norme de la convergence uniforme sur B. Alors E s’iden·

tifie avec le dual de F, la boule unité de E avec B, et la topologie faible

de la boule unité avec D40

Cette proposition est établie dans [81 . Une analyse axiomatique plus

fouillée de y est donnée, ainsi qu’une démonstration du théorème de Ptàk que

nous utiliserons. ~

1.4. Dans le § 3, y nous montrerons que U est isomorphe au quotient

d’ un algèbre X de fonctions (pour la multiplication usuelle) par un idéal Y

de cette algèbre. L’isomorphisme avec U sera obtenu au moyen d’une intégrale,

apparentée à l’intégrale de Cauchy, l’intégrale d’une forme sur un contour étant

remplacée par celle de sa différentielle sur l’extérieur du contour.

La description de X est suffisamment explicite, bien qu’il ne soit pas

toujours commode de dire si oui ou 110n une fonction appartient à X. La descrip-

tion de Y est moins satisfaisante, Y est la fermeture dans X de l’ensenble

des éléments de X dont le support ne rencontre pas le compact 4J(s) = 0. Je

ne connais aucun critère, ne satisfaisant, et permettant d’affirmer qu’un élément

de X appartient à Y.
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Les raisonnements du paragraphe 2 ne suffisent à construire un homomorphisme

de U dans A appliquant unité sur unité, et z sur un élément a dont la

résolvante a telle ou telle propriété que si A est une algèbre localement con-

vexe complète y à multiplication continue. Les raisonnements du § 3 par contre

peuvent être appliqués si A est une algèbre à bornée complète (cf. [51, [6],

ou [7]). Cela nous permettra encore d’appliquer les résultats du § 2 dans ce

cas plus général, par exemple dans l’étude d’un élément d’une algèbre complète

par suite, à produit séparément continu. Cette remarque peut être intéressante

lorsque l’élément étudié est un opérateur sur un espace localement convexe.

1.5. Les § 2 et 3 sont largement indépendants et peuvent être lus sépa-

rément. Nous énoncerons les théorèmes principaux au début de chaque paragraphe

et indiquerons quelques applications de ces théorèmes.

Pour éviter les répétitions, nou~ conserverons les notations du § 1.2.

De plus, S sera l’ensenble compact ~(s) = 0, et T sera le complément de

S dans le corps des complexes.

2. ISOHORPHISME DE U* AVEC 0( ~) .

2.1. Enoncé de quelques résultats. Soit 0( lil ) l’espace des fonctions

de f , holomorphes sur T , telles que ~.f soit une fonction bornée, avec

la norme

Nous identifierons U~ avec oC 9 ), la nome de U* (dual de l’algèbre de

Banach U) devenant équivalente à n, la topologie faible de U* s’identifiant

sur la boule unité de 0(~ ) avec la topologie de la convergence simple des

fonctions.
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Il faut observer ici que la convergence simple est une topologie compacte

identique à la convergence c ompacte y sur la boule unité de ).

Soit 0( rc 
ou 0( Y (k) 

l’espace des fonctions holomorphes de

k variables complexes, sur Tk, telles que 1 (t soit
k 1 k

une fonction bornée, avec la norme

La convergence simple est de nouveau une topologie compacté sur la boule unité

de 0«P ~, identique à la convergence compacte.
Nous montrerons que l’espace des formes multilinéaires continues sur Uk

s’identifie avec que la norme de cet espace de Banach est équivalente

à nk , ~ et que la convergence simple des formes multilinéaires continues s’identifie,

sur la boule unité de 0( ).&#x3E;~~~), avec la convergence simple des fonctions.
~, la multiplication définie dans U correspond une application de U*

dans l’espace des formes bilinéaires continues sur U x U, donc de 0(~ ) dans

0 ( ~ ~ ~). Il s ~ agit de l’application H déf inie par ,

Les éléments de U définissent des formes linéaires sur U* , t donc sur

0~ ~ ~. La forme linéaire associée à l ’ unité de U a.ppliq,ue f ~ o( ~ ~ sur -f1 ’
celle qui est associée à l’ élément z applique f sur f a le dé-

veloppement en série de Laurent
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à l’infini. (Les éléments de 0( lÎl ) sont des fonctions holomorphes nulles à

l’infini). Enfin , la forme linéaire associée à (z-a)-1 applique f sur f(s)

(si s e T) .

Pour terminer, disons que les propriétés de U* = 0(~D) données ci-dessus

suffisent à caractériser effectivement U avec sa structure d’algèbre.

2.2. Applications.

Pour appliquer ces résultats à un opérateur a sur un espace de Banach

(ou à un élément d’une algèbre de Banach) il faut avoir des renseignements au su-

jet de ~ s~ = 1 / ~ ) ( 1 et pouvoir décrire l’espace o( 4». Je ne sais

pas dans quelle mesure on connaît la fonction ,p associée à des opérateurs usuels.

Il doit souvent être possible de décrire 0(4)) lorsque a est un opérateur de

Volterra, ou un élément du radical d’une algèbre de Banach. 0(~i~t) est un espace

de fonctions entières (c’est-à-dire, est une fonction entière nulle à

l’origine si f E 0(y)). Plus généralement, si a est une limite uniforme dl opé-

rateurs de rang fini, y est un espace de fonctions méromorphes, ayant des

pôles d’ordre donné aux points du spectre de a, et une singularité essentielle à

1 t origine. Le théorème de Mittag-Leffler permettra peut-étre, au moins d’approcher

0( @ ) par des espaces de suites.

Dans cet ordre d’idées, il me semble que le plus intéressant serait d ’étu-

dier des opérateurs particulier, la fonction (p correspondante., et voir quelles

propriétés de l’opérateur on peut établir en considérant l’espace 0( ~), plutôt

que de postuler que 9 a tel ou tel comportement, sans connaître d’opérateur pour

lequel c’est effectivement le cas.

Deux cas particuliers doivent étre signalés : ne s’ annule pas,

°( ’ ) est nul (un élément de 0 (Y) est une fonction entière nulle à l’infini).
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l’algèbre U est donc nulle a= U y au § 1*2*). Ce fait est,
o

au fonds apparenté au théorème affirmant que le spectre d’un élément d’une algèbre

de Banach n’est pas vide.

Si Y n’a qu’un nombre fini de zéros, chacun d’ordre fini, 0( est un

espace de dimension finie, U est une algèbre de dimension finie, z est un élément

algébrique de U . Nous retrouvons ainsi les théorèmes liant le polynôme minimal

d’un élément d’une algèbre à l’allure de sa résolvante. Si les zéros de Ô&#x3E; sont

aux points t1""ltk et d’ordre respectivement (si 

au voisinage dans U. Un d’autres

mots, le polynôme P appartient à dans la construction du § 1.2.

Et si a est un élément d’une algèbre de Banach, par exemple, tel que

4&#x3E;(t) = ~ / 1 1 (a-t)-11 B Î ait des zéros d’ordre en t1 ,...,B: ’ et

ne stannule pas sinon en ces points, alors P~a~ ~ 0.

Bien entendu, ces deux cas particuliers peuvent être établis directement,

sans considérer 

2.3. Immersion.

Pour tout y  U* , et pour tout t ~ T, nous poserons

Nous montrerons dans cette section que que l’application y 9 y, est
1 

injective, applique les parties équicontinues de U* sur des parties bornées de

0( ~), et que la restriction de cette application à une partie équicontinue est

bicontinue, si la partie équicontinue considérée est munie de sa topologie faible,

son image étant munie de la topologie simple. Ultérieurement, après une analyse
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de la structure de 0( §&#x3E; ) nous montrerons que la boule unité de 0( ] ) est l’ima-

ge d’ une partie ëquicont-Lnuo de U* , donc que U* est en un certain sens iso-

morphe à 0«i~).

Par hypothèse, ~ l’ensemble des produits (*!(t)(z-t)-’(t6 T) est une partie

bornée de U . Si B est une partie équicontinue de U*, l’ensemble des nombres

complexes

est borné. Ceci montre que 0( ~)y et que Inapplication y ~ y 1 applique

une partie équicontinues sur une partie bornée, pour autant qu’il soit établi que

y est une fctntion holomorphe sur son domaine.

Mais ]&#x3E;(t) est localement borné intérieurement sur T, (z-t)-t est donc

localement borné sur T, puisque ’ t 2.»t .. ~ est une fonction bornée. Et l’on

sait que (z-t)-1 est une fonction holomorphe de T sur tout ouvert où elle est

localement bornée. Donc, est une fonction holomorphe de t à valeurs

dans U , et 
’

est une fonction holomorphe de t à valeurs complexes.

L’application considérée est injective, Y1 détermine y. En fait, à l’in-

finie Y1 a le développement

tandis qu’autour de tOr Y1 a le développement

Les coefficients du développement de Taylor et de Laurent d’une fonction étant déter-

minés par la fonction, y 1 détermine les produits scalaires
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Les fractions rationnelles appartenant à U sont combinaisons linéaires des

monômes zk(k ¿ 0), et (z-t)~(t~T,k0).
Ces fractions rationnelles sont d’autre part denses dans U, d’où l’on tire le

résultat.

Il reste à montrer que l’application y i y. applique d’une manière bi-

continue une partie équicontinue de U* sur une partie bornée de o( 4&#x3E; ), lors-

que la partie équicontinue est munie de la topologie faible, et la partie bornée

de la topologie simple. Cette application est bien entendu continue, de U*

faible dans 0(Ç) simple. Les parties équicontinues faiblement fermées de U*

sont faiblement compactes, l’application biunivoque, et 01’# ) est

séparé pour la topologie simple. Cela suffit à établir la propriété énoncée.

2.4. L’espace V.

Soit V l’espace des formes linéaires sur 0(4» dont la restriction à

la boule unité de est continue pour la topologie simple. Mettons sur

V la norme

Il est évident que V e st , un espace de Banach, On sait d’autre part (cf.

§ 1.3. ou [8]) que est le dual de V , que n est ~.a norme duale de

~ , , et que sur la boule unité de 0( §» , la topologie simple co’ïncide avec

la topologie faible.

Une partie X de V est totale, engendre un sous-espace dense de V

si, y et uniquement si elle sépare 0~ ~.~ ~ . C’est évident en vertu du théorème de

Hahn-Banach, et du fait que 0(4~) s t identifie avec v~ .
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Pour têT, soit p la forme linéaire sur 0( ~) définie par

Il est évident que 1B £ V, que --i ( ~ t) -- 1 / ~ (t) , et que 11 ensemble des

(t é T) sépare 0( ~), est donc total dans V.

Enfin, l’application t - [1 ~ de T dans V est holomorphe. En effet,

elle est faiblement holomorphe, et continue puisque la boule unité de 

est un ensemble équicontinu de fcections.

2.5. rormes multilinéaires sur V. 
’

Soit Y une forme multilinéaire sur Vk , et posons

y1 est une fonction holomorphe sur 

est une fonction bornée, c’est-à-dire, Y1E. 0(Y(k)). L’ensemble des
étaut total, l’application Y - Y est biunivoque.

Enfin, on constate aisément que l’imagp- d’un ensemble équicontinu de formes

multilinéairos est borné pour la norme n, de 0(,il) (k) ).
L’application Y est d’autre part continue, pour la topologie

faiblq des formes multilinéaires et la topologie simple de 0( ]~~~). Sa res-

triction aux parties équicontinues est donc bicontinue pour ces topologies.

°’ y supposons que Y1e 0( ~(k) ). Pour t 29"’Ptk constants

Y (t 0(~ Soit v 1 Nous pouvons prendre le produit sca-

laire de v 1 avec Y, , considéré comme fonction de t1 uniquement,soit
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Nous définissons ainsi une fonction sur Tk-1. Il est évident que

est une fonction bornée, ne prend pas de valeur supérieure à nk(yi ). -9 (v1).
Nous voulons encore montrer que g est une fonction holomorphe, donc

par exemple que

tend vers une limite lorsque h -~ 0. Pour cela, nous considérons les éléments

de O(~)

(t0,...t1,) constants, h un paramètre voisin de zéro). L’ensemble de ces élé-

mente est borné dans 0(Y), si h - 0, f h (t1) --&#x3E; 9 y1/ Ot2 pour la con-
vergence simple.

Et

puisque v est simplement continue sur les parties bornées 

Nous pouvons alors considérer g comme un élément de 0 ( ~ ) 1 en fonction

de t , prendre son produit scalaire avec un élément v 2E V, et ainsi de suite

Nous obtenons finalement un scalaire 
1
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Il est clair quc Y est une forme multilinéaixe sur dont la norme est

au maximum égale à Enfin, l’application Y1 ~ Y inverse l’application

Y - Y , c’est-à-dire

Nous établissons ainsi l’ isoporphisme de l’ espace des formes multilinéaires

sur Vk avec 0( q, (k», lorsque l’espace des formes multilinéaires est muni de la
structure définie par l’ensemble de ses parties équicontinues et la topologie

faible de chaque partie équicontinue, 0( (k» étant de son côté muni de la

structure définie par l’ensemble de ses parties bornées, et la topologie simple

de chaque partie bornée. 
’

Nous écrivons encore

si Y est une forme multilinéaire, et Y 1 1 t élément correspondant de 

2.6. L’application H. 

a) Nous voulons construire sur V une structure d’algèbre à unité, et

trouver un élément tel que v-t ait un inverse pour t é. T. L’inverse

(v-t)-l sera ïaême ~t . A la multiplication correspondra une application du

dual de V dans l’espace des formes bilinéaires sur V, donc de 0(~) dans

0(~ x ~) - --
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Et, si H est cette application,

puisque

Il est donc raisonnable d’étudier Inapplication H, définie par

(avec Rf(t,t) = f~ ~t~ bien entendu).

b) On sait que H applique une fonction holomorphe sur T sur une

fonction holomorphe sur TXT, et que cette application est continue lorsque

les espaces de fonctions holomorphes sont munis de la topologie de la convergence

compacte.

Nous allons montrer que H est une application de norme finie de 

dans 0(y x ~~ . Il s’agit de trouver une constante M telle que
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dès que tl’ t26 T, que f estholomorphesur T et telle que

~(t) 1 f ( t ) 1 s 1 "

pour tout te-T. Nous supposons que ~ a une constante de Lipschitz L.

Les éléments tit t2 de T jouent un rôle symétriques nous pouvons donc sup-

poser que ~(ti) &#x3E;, ~(t2).
Considérons dlabord le cas où

Dans le cas contraire, Soit t un point quel-

conque du segment reliant t 1 à t2 - 1

Le disque de centre t et de rayon ~ (t)/2L est contenu dans T, même

si

si i t est le bord de ce disque
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tandis que

d’où il résulte que

pour tout t du segment reliant t 1 à t 2 . Et donc

at puisque

Nous avons ainsi montré que H est une application linéaire de 0 (Y)
dans o( ~.x~), qui applique les parties bornées dc 0( l§l ) sur des parties bor-

nées de 0(~ &#x3E;( 4» , et que la restriction de H à une partie bornée de o( 4&#x3E; )

est continue, lorsque et son inage, sont munies de 1~ topologie de la

convergence simple.

c) Deux applications de X Ù/ ) dans 0( ~ x ~ x ~ ~ sont apparentées

à H . Il s’agit de Inapplication H1. définie par

et de l’application H2 définie par
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Les conposées H1 OH et BL oH sont égalas. On vérifie aisément quelles

appliquent toutes deux f(s) sur

Cette relation nous permettra d’établir l’associativité de la multiplication que

nous définirons dans V, la commutativité découlant de la relation

a) Soient vi Y v~ deux éléments de V, et y un élément de 0( ~). Alors

X 4’), et  v 1 a v 2’ Hy&#x3E; est un scalaire. De plus, l’application

y -  Vt m v2’ Hy &#x3E; est continue sur la boule unité de 0( ~) dans une boule

de rayon fini de 0(~ X ~), et est continue lorsque ces deux ensembles sont munis

de la topologie simple. Quant à l’application v2, y &#x3E;1 de

0(~ X Ç) dans les scalaires, elle cet continue sur les boules de rayon fini,

celles-ci étant également munies de la topologie simple.

Il existe donc un élément de V, que nous appellerons vi*V 2’ tel que

quelque soit y. Une structure multiplicative est ainsi définie sur V. Cette

multiplication est continue, plus précisément

si M est la norme de l’application H.
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b) L’ensemble des éléments ~ t étant total, il suffira de montrer que

et que

pour établir la commutativité et l’associativité de la multiplication. Hais

D’autre part

tandis que

Nous établissons ainsi l’associativité, et la commutativité de la multi-

plication définie dans V.
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c) Les éléments de 0( ~) sont des fonctions holomorphes, nulles à

l’infini. Au voisinage de l’infinie elles ont un développement en série de Laurent

Les fonces linéaires e, v définies par

sont simplement continues sur la boule unité de 0( y).

Elles appartiennent donc à V.

V a e pour unité. Il st agit de montrer que

pour tout Mais

En effet, pour s 2 constant, s 1 voisin de 

D’autre part, (v-se). # = e pour tout s é T. Supposons en effet que
s
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Nous devons montrer que

Bien entendu

Et par conséquent

comme requis.

d) Nous avons ainsi défini sur V une structure dl algèbre de Banach à

unité (à une équivalence de norme près). Nous avons trouvé un élément de V,

soit v, tel que v-s ait un inverse pour tout s ~T, et ~(s) 1 l l l ~ 1

2.8. Isomorphisme de U et V.

Il existe un homomorphisme continu de U dans V, et un seul qui applique

unité sur unité, et z sur v. En effet v-s a un inverse pour tout

S é ’1, s) (v-s) restant borné. Cet homomorphisme applique (z-s)-l’ sur

(v-s)-1 
Il lui correspond une application linéaire duale de V* donc de

0( ~) dans U*. Cette application linéaire applique une partie bornée de 0( §J)

sur une partie équicontinuc de U~ . L’image de la boule unité de 0(~) est notant

ment une partie équicontinue de U*. ’
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Nous allons montrer que cette partie équicontinue de U* est appliquée

sur la boule unité de 0( ~), donc en fait que la composée des deux applications

considérées est l’application identique de 0( i§J ) dans 0( §à ). Mais soit

f 6. 0( ~) t soit f 6 v* son image,

La boule unité de 0( tV) est donc bien d’une partie équicontinuo

de U* , ceci établit l’isomorphisme de U avec V, et achève la démonstration

des résultats annoncés.

~. L t ALGEBRE X/Y. 0

3~1. Enfoncés

Soit L un voisinage corapact de S. Soit X l’espace des fonctions

f(s), continues à support dans telles que et f soit une fonction
s s

sommable, que = 0 presque partout sur S (dans le cas où S a une mesure
s

non nulle et que

La multiplication ordinaire définit sur X une structure d’ algèbre de Banach

(à une équivalence près).

L’ensemble Yo des éléments de X dont le support ne rencontre pas S

est un idéal. Nous appellerons Y la fermeture de Y . Le quotient X/Y est
o

une nouvelle algèbre de Banach.
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Les éléments de X qui sont égaux à l’unité sur un voisinage de S

appartiennent à une classe d’équivalence, module Y, qui est bien entendu l’unité

de X/Y. Les fonctions telles que f(s) - s sur un voisinage de S

appartiennent elles aussi , toutes à la même classe d’équivalence module Y. Nous .

appellerons p l’élément de X/Y ainsi défini.

Nous montrerons dans ce paragraphe que (X/Y,p) est isomorphe à (U, z),

où U est l’ algèbre définie au ~ 1.2. et z l’élément proviligié de cette

algèbre qui s’y trouve défini.

3.2.. x.

Nous montrons que X est effectivement une algèbre de Banach, donc que

X est complet, et non seulement que la multiplication applique dans

X, mais encore que cette application est continue.

Les hypothèses assurent que

pour tout t complexe. Ceci nontre que

quelque soit t. Une suite de Cauchy pour la norme que nous considérons converge

donc uniformément. Sa limite est une fonction continue. On vérifie alors aisément

que la limite appartient à X, et que la suite converge pour la norme vers sa limite

utilisant comme d’habitude le fait que D- est un opérateur forné, et la 
s

continhité de l’intégrale sur l’espace des fonctions positives.
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Enfin, Reportant cette relation

dans la définition de la norme, l’on voit que

ce qui établit, à la fois le fait que la nultiplication applique X &#x3E; X dans X,

et la continuité de cette application.

3.3. La résolvante de p.

Dt aprés la définition de X/Y, il est évident que la résolvante de p

est définie sur le complér.1Gnt du compact S. Nous allons évaluer cette résolvante,

et montrer que ~(t} 1) Î (p-t)-1 11 ) est borné indépendamment de t 6- T.

a) Soit OE (t) une fonction infiniment dérivable, égale à ltunité sur un

voisinage de S, et ayant son support dans L . Soit R(t) une fonction indé-

finiment dérivable, nulle pour 1 t Î &#x3E; 2/3, et égale à l’unité pour t~  1/3*

Soit L la constante de Lipschitz de ~ . Pour tout ~c’ est~-à-dire, pour

tout o E S, soit

La fonction Bo est égale à l’unité si 1  )/3.

Elle s’annule si L 1 t- c-1 Î  2~(a-)/3.

Observons, si , et que

, En particulier, y(t) = O.

Nous poserons alors

i - m (+1
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La fonction g~(t) est égale a 1/(t-cr) si ~l~ ( t )  W( cr )/3 .
Elle est donc holomorphe sur un voisinage de S. Son support est contenu dans

i . Enfin, go est indéfiniment différentiable partout, la singularité de

1/(t- c) étant compenséc par le facteur (i- ~~ ).
La fonction go- appartient donc à X. Et si Y~ est la classe d’équi-

valence de g a , il est évident que (p- 0- ). Y ce = ~ donc que est l’inverse

de p- 0- .

b) Nous voulons montrer que ~(t) (P-t)-l est borné. Il est évident

que cette fonction est bornée sur toute partie de son domaine de définition qui

ne rencontre pas S.

Soit L un voisinage de S, tel que = 1 sur un voisinage d’ordre

~ de El, donc tel que 0 (t) = 1 si 1 (t-s)[ É pour un 

Nous montrerons que 1 1 90, 1 1 est borné indépendamment de

o E E1 c °i.
1

tandis que

Nous porterons ces évaluations dans la définition de 
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Le premier tenue est borné indépcnd.&#x26;1oont de s ooct-

plexe. En effet, e est une fonction bornée, et  1/E
e

si aSX = 0, et puisque çX = 1 sur le voisinage dtordre 6- de

E1. Nous serons d 2 autre part que f l ds ds l/ 2T[Rt si R est le

diamètre de D’autre part 1./ est borné sur l’ensemble CK 0 , 

Il existe donc une constante M telle que

Il reste à considérer &#x26;s fB tT / ( 4, -s) . On sait ~cr = 0
sauf pour et que, sur ce domaine,

Par conséquent,

et

Ou
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Le changement de variable linéaire

montre que

cù

1 est donc borné indëpendannent de g U est borné sur

1 
la

c) Ce que nous venons d’établir assure en fait Inexistence d’ un homomor-

phisme continu, unique, de U dans X/Y, qui applique unité sur unité, et

z sur p.

3.4. Le calcul symbolique .

Nous dùvons encore construire un homomorphisme de X/Y dans U, afin

de montrer que les a lgèbre s U et X/Y sont isomorphes.

Plus générale-ment, nous considérons une algèbre "à bornée conplète", une

"b-algèbre" (cf. [5], [6], ou L7~ ~ . Soit A cette algèbre, et soit a un élément

de A. Nous supposons que a-s a un inverse pour tout sé T, et 

est une fonction bornée sur T, à valeurs dans A. On sait que ces hypothèses

assurent que est une fonction holomorphes sur T â valeurs dans A. 

Nous allons construire un homomorphisme borné de X/Y dans A, qui applique

unité sur unité, et p sur a.
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a) Soit L’intégrale

converge puisque df ds/~(s) est une fome sonnable, et que 

est une fonction continue bornée sur T.

Le noyau de l’application f i f[a] contient Y. En effet, si f
o

s’annule sur un voisinage de S, (a-s)-1 df ds = d[(a-s)-1 f ds] est la diffé-

rentielle d’une forme à support compact, définie sur tout le plan complexe. L’in-

tégrale définissant f[a] est donc nulle.

Cette application applique la boule unité de X sur une partie bornée de

A . Son noyau est fermée contient donc Y. Une application de X/Y dans A

est donc définie.

b) Supposons que f~s~ = ~ sur un voisinage de S. Soit j un chemin

rectifiable de qui soit le bord d’un voisinage de S sur lequel f(s) = 1.

Alors

en vertu de 1^ formule de Stokes.

On montre de nênc que f[a] = a si f(s) : s sur un voisinage de S.

L’application de X/Y dans A que nous considérons applique donc unité sur

unité, et p sur a.
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c) Il faut encore montrer que cette applications est un homomorphisme.

Nous savons dt autre part que

et par conséquent

puisque

3.5. Isomorphisme de X/Y et U.

Nous avons construit un hononorphisne continu : ~ : ~ -~ X% qui

applique unité sur unité et z sur p, au § 3.3. Au § 3.4. nous avons cons-
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t rui t un homomorphisme X/Y 9 U qui applique p sur z e t , uni t é sur

unité.

La composée NoE est un cndonorphisne continu de U, qui conserve

l’unité et z. Il n’existe qu’un tel endonorphisne, celui-ci est par conséquent

l’endomorphisne identique.

La composée EoN est un endomorphisme de X/Y qui conserve l’ unité

et p. Nous devons nontrer qu’il s’ agit de nouveau de l’endomorphisrac identique.

Soit f(t) un élément de X. L’application n applique sa classe d’équi-

valence sur

L’application E applique (p-s)-1 sur l’élément de X/Y contenant gs .

Coirne g dépend continûment de s dans l’espace normé X, et que
s

~l~s~ ~~ g ~~ ( est borné sur un voisinage de S, 1 t intégrale
s

représente un élément de X , qui relève fl (f)[p]) puisque g 
s 

relève

C. (p-s)-1 .

Nous pouvons supposer le support de f contenu un voisinage ar-

bitrairement petit do S. Et si ce support est suffisamment petit, les ensembles

« (t) 4 1, ~ s (t~ ~ 0 sont disjointe pour tout t de ce supi)ort. Dans

ces conditions
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et ~(f[p]) est une classe d’équivalence qui contient

Nous devons montrer que g 1+g2 E Y. Il est évident que g1E Y .
Considérons alors une fonction continue u, prenant des valeurs comprises

entre 0 et 1, égale à l’unité hors d’un voisinage de S, nais s’annulant

identiquement sur un voisinage plus petit. Dans ces conditions, la fonction

appartient à Y 0 ’ et est aussi voisine de g 2 qu’ on le souhaite.

Il en résulte que g2 appartient à Y, et pa r conséquent gl+g2 éga-

lement. Les applications ~ et Q sont inverses l’ une de 1 t autre .

3.6. Algèbres de fonctions différentiables.

H.G. Tilmann [4] a construit un calcul symbolique appliquable à un opéra-

teur a, dont le spectre S est réel, 9 et tel que 1 1 (a-s)-1 B 1 ne croisse pas

plus vite que d(s, d(s, S) étant la distance de s à S. Il définit

f[a] si f est une fonction d’unc variable réelle, r+1 fois différentia-

ble sur S au sens de 
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Pour Tilmann, ce résultat est un corollaire d’un travail sur les distri-

butions frontières de fonctions holomorphes vérifiant diverses conditions de

croissance. Nous verrons que la théorie développée dans ce paragraphe permet

de retrouver, et de généraliser ce théorème de Nous supposerons que

lk a les propriétés données au § 1.2. et ue ~ s~ &#x3E; ~ d(s, S)r-1 sur

un voisinage de 11 enseI:1blo S: 4&#x3E; (s) = 0.

Soit u une fonction d’une variable réelle, qui est r+1 fois différen-

tiable au sens de Whitney. Nous interpréterons u comme une fonction r+1

fois différentiable au sens de Whitney, d’une variable complexe, en remplaçant

le développement limité

par le développement complexe ayant les Dêrles coefficients

Nous trouvons alors une fonction v(z) = v(x+iy), définie pour tout z

complexe, y qui est r+1 fois continument différentiable en (x,y), et a le dé-

veloppement Taylorion (*) en chaque point s ~ S, en appliquant les théorènes

établis par Whitney. La fonction v est déterminée par u module l’idéal des

fonctions qui s’annulent sur S avec leurs dérivées jusqu’à l’ordre r+1.

Nous pouvons bien entendu supposer que v a son support dans Z.

Soit E l’espace de Banach des fonctions r+1 fois différentiables

de ~x,y~, à support dans L, et dont le développenent Taylorien en s

est un polynône de (x+iy) pour tout s~S. Soit H l’ensenble des éléments
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de = qui s’annulcnt avec toutes leurs dérivées sur S. Noua allons montrer

que E  X, que X C Y p et que 11 application identique est une crpplicti-

tion continue de dans X.

L’application identique induira donc une application continue de

-/H dans X/Y. C’est à cette application continue que le calcul symbolique

de Tilmann correspond.

En fait, si s’annule sur S avec ses dérivées jusqu’à
s

l’ordre r, donc

pour s voisin de S. Ceci nontre que l’ intégrale qui définit la nome de

f dans X converge, donc que f.: X. De llf ll 1 peut être majoré

par unc constante lorsque f reste borné dans ~.. L’application identique

est donc une application continue de 5 dans X.

Reste à voir que Y. Bien entendu, Y est une partie formée

de X. D’autre part, Y  Y. Mais HmY 
0 

est dense dans H, une
o o

fonction r+1 fois différentiable qui s’annule sur S avec ses dérivées d’ordre

inférieur ou égal à r+1 est une limite de fonctions nulles au voisinage de S

pour la convergence uniforme de la fonction et de ses dérivées d’ordre inférieur

ou égal à r+1.

Le résultat obtenu plus général que celui de Tilmam, parce que nous

ne devons pas supposer que le spectre de a est réel. Le quotient ~lH

stidentifie avec l’ospace des fonctions r+1 fois différentiables sur S,

dont le développement Taylorion est un polynôme de la variable complexes en
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chaque point s ~ S. e

Si S est contenu dans une courbe r+1 fois différentiable w

s’identifie avec un espace d0 fonctions r+1 fois différentiables d’une variable

réelle. Si S est 1 t adhérEnce d’un domaine, =./H s t identifie avec 1 i espace

des fonctions r+1 fois différentiables sur S, holomorphes sur l’intérieur

de S.

De nombreux cas intermédiaires peuvent Ctre envisagés. Si S est par

exemple une courbe r+1 fois différentiable par morceaux, les éléments de rz/E

sont des fonctions r+1 fois différentiables sur les morceaux de S. qui véri-

fient aux extraites des morceaux dos relations que l’on écrit aisément.
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