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CALCUL SYMBOLIQUE LIE A LA CROISSANCE DE LA RESOLVANTE

par

lucien WAELBROECK

z I

Resumé

Nous définissons une algébre, qu'il peut &tre utile de considérer dans
1'étude d'un opérateur sur un espace de Banach (ou d'un élément d'une algdbre
de Banach) lorsque 1'on comnaft la fonction i(s) =1 / || (a-s)'1{l , OU
lorsquton a des renseignements suffisants sur 1l'allure de cette fonction. Cette
algébre peut &tre décrite, soit comme complétée d'une algdbre de fractions ra-
tionnelles (§ 1.2), soit par l'intermédiaire de son dual (§ 2), celui-ci étant
un espace de fonctions holcmorphes, soit enfin comme quotient d'une algébre de
fonctions par un idéal de cette algdbre (§ 3). Il faut enfin signaler qu'on
établit qu'il s'agit d'une algébre de Banach, fait qui n'est nullement évident

dtaprés la définition du § 1.2.

I, INTRODUCTION
1.1. Soit A wune algdbre de Banach complexe & unité, soit a € A.
Pour s complexe, s¢ sp a, posons ((s) =1 /1| (a~s)"1\ | , et pour

s €sp a, posons ((s)=0. ILa fonction { est Lipschitzienne de constante 1,

et Y(s)/{s] »1 si s~ .
En effet, si | 1< §(s), 141 . \l(a=s)"V11 <1,

(::1--3--’0)-'1 = (a--s)-‘l + t (a—s)_2 + ees
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donc RE

V) (a=s=t)"" 11 < U (ame)™! 11 1 FOURIER
1=t LM (ams)™ ) )

et G(s+t) = ¢(s) =1t) . De mme, ¢(s) = Y(s+t) =t 1 .

N\

Ceci montre que ¢ est une fonction Lipschitzienne. Le comportement de § &
1tinfini s'établit aisément & partir du développement de Laurent de (a.-s)-1
au voisinage de 1l'infini

(a—s)'1 R

1.2, Cette observation justifie le probléme suivant.,
Soit A une algdbre localement convexe compléte & unité, ae A. Soit

dtautre part Q)(s) une fonction Lipschitzienne non négative, telle que
€ lsl< ¢(s) < Mls| au voisingge de 1'infini. Quelles sont les propriétés
de a qui découlent de l'hypothise que a-g est inversible d&s que U(s) £ 0,
1'ensemble des produits (s).(a=s)™' &tant borné ?

En un certain sens, l'étude de ces propriétés se raméne & celles de 1l'al-
gébre universelle U ci-dessous :

Soit Uo 1l'algebre des fractions rationnelles en une indéterminéde =z
dont le dénominateur ne s'annule pas sur l'ensemble ((s) # O. Mettons sur U,
1z bopologie localement convexe la plus fine telle que la multiplication soit con-
tinue, et telle que l'ensemble des fractions rationnelles
G(a) (2-g)" (Y (s) #0) soit borné. Cette topologie peut ne pas étre sépa-
rée. Soit o 1'intersection des voisinages de llorigine de Uo ¢ Alors o«
est lun idéal, le quotient Uo/o( est une algébre localement convexe séparée.

Par définition, U est le complété de Uo/o< . Nous appellerons encore
%z 1'élément de U correspondant & la fraction rationnelle =z <« Uo o (11 stagit

d'un abus de langage, notamment lorsque 1'idéal « ntest pas nul).
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(U, z) est caractérisé & un isomorphisme prés par les propriétés sui-
vantes
a) U est une algdbre localement convexe corpldte, & unité ; z €U ; z-s a
un inverse des que ¢ (s) # 0, l'ensemble des produits (b(s)(z—s)"(q)(s) £ 0)
étant  borné,

b) Soit A une algdbre localement convexe compldte & unité et & multiplication
continue. Soit ae¢A un élément tel que a-s ait un inverse dés que U (s) £ 0,
1tensemble des produits ¢ (s) (a--s)"1 étant borné. Il existe alors un homomor-
phisme continu et un seul de U dans A, qui applique unité sur unité et =z

sur a.

Tout renseignement que 1l'on pourra obtenir au sujet de U sera utile
dans 1'étude d'un opérateur continu a sur un espace de Banach, tel que 1l'on
connaisse 1'allure de || (a—e)—1[] .

1.3. DNous montrerons que U est une algébre de Banach (plus exactement ,
Banachisable). Et nous donnerons deux descriptions essentiellement différentes
de U,

Le § 2 sera consacré 3 la premiére de ces descriptions. Celle-ci fait
intervenir le dual U* de U, la boule unité du dual, et la topologie faible de
cette boule unité. Les renseignements donnés suffiront & caractériser U & un
isomorphisme prés, en vertu ad*un théoréme de Grothenddeck [1] (cf. aussi [2]

p. 274% On observera que le théoréme de Grothendieck est utile non seulement
pour pouvoir affirmer que la description donnée de U* suffit pour caractériser U,
nais aussi dans la démonstration du fait que U* est l'espace considéré.

Le théoréme de Grothendieck (plus exactement un corolleire de ce théoréme
df & Prak [3]) affirme que le conplété d'un espace localement convexe F s'iden-

tifie avec l'espace des forrmes linéaires sur le dual F* de F dont la restric-
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tion aux parties équicontinues de T est continue pour la topologie faible.

Nous utiliserons aussi la proposition suivante, qui ne parait pas découler
immédiatement du théoréme de Grothendieck. Soit E wun espace vectoriel. Soit
B une partie convexe symétrique absorbonte de E. Soit ¢ une topologie com-
pacte sur 3B, induite par une topologie localement convexe de E. Soit alors F
l'espace de Banach des formes linéaires sur E, dont la restriction & B est con-
tinue pour O , avec la norme de la convergence uniforme sur B. Alors E s'iden-
tifie avec le dual de F, la boule unité de E avee B, et la topologie faible
de la boule wnité avec O .

Cette proposition est établie dans [8] «+ Une analyse axionatique plus
fouillde de ©& y est donnée, ainsi qu'une démonstration du théoréme de Ptidk que
nous utiliserons,

1.4+ Dans le § 3, nous montrerons que U est isomorphe au quotient
d'un algdbre X de fonctions (pour la multiplication usuelle) par un idéal Y
de cette algébre. L'isomorphisme avec U sera obtenu au moyen d'une intégrale,
apparentée & 1'intégrale de Cauchy, l'intégrale d'une forme sur un contour étant
renplacée par celle de sa différentielle sur l'extérieur du contour.

Lo description de X est suffisamment explicite, bien qu'il ne soit pas
toujours commode de dire si oui ou aon une fonction appartient & X. La descrip-
tion de Y est moins satisfaisante, Y est la fermeture dans X de l'ensenmble
deg éléments de X dont le support ne rencontre pas le compact @(s) =0, Je
ne connais aucun critére, ne satisfaisant, et permettant d'affirmer qu'un élément

de X appartient & Y.
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Les raisonnements du paragraphe 2 ne suffisent & construire un homomorphisme
de U dans A appliquant unité sur unité, et 2z sur un élément a dont la
résolvante a telle ou telle propriété que si A est une algébre localement con-
vexe compléte, & multiplication continue. ILes raisonnenents du § 3 par contre
peuvent &tre appliqués si A est une algdbre & bornée compléte (cf. [5], [6],
ou [7]). Cela nous permettra encore d'appliquer les résultats du § 2 dans co
cas plus général, par exemple dans 1l'étude d'un élément d'une algeébre compléte

par suite, & produit séparéuent continu. Cette remarque peut &tre intéressante

lorsque 1'élément étudié est un opérateur sur un espace localement convexe,

1.5. Les § 2 et 3 sont largement indépendants et peuvent &tre 1lus sépa-
rément., Nous énoncerons les théordmes principaux au début de chaque paragraphe

et indiquerons quelques applications de ces théorémes.

Pour éviter les répétitions, noug conserverons les notations du § 1.2.
De plus, S sera l'ensenble compact (y(s) =0, et T sera le complégent de

S dans le corps des complexes.
2. ISOMORPHISME DE U* avEc o( ) .

2.1. Enoncé de guelques résultats. Soit O({ ) 1tespace des fonctions

de f , holomorphes sur T , telles que ¢.f soit une fonction bornée, avec
la norme
- |
n(f) = sup, . V(£)1£(¢) )
Nous identifierons U* avec O(Q)), la norme de U¥ (dual de 1'algebre de
Banach U) devenant équivalente & n, la topologie faible de U* gtidentifiant

sur la boule unité de O(W ) avec la topologie de la convergence simple des

fonctions,
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I1 faut observer ici que la convergence simple est une topologie compacte
identique & la convergence compacte, sur la boule unité de O(¢ ).

Soit O( pXaeaX i), ou o((p(k)) l'espace des fonctions holomorphes de
k variables complexes, sur = , telles que 4b(t1)...'@(tk)f(t1,...,tk) soit
une fonction bornée, avec la norme

n (£) = sup ¢(t,)... VICHRECHTPRS )

La convergence simple est de nouveau une topologie compacté sur la boule unité
de 0((’(k)), identique & la convergence compacte.

Nous montrerons que l'espace des formes multilinéaires continues sur Uk

),

g'identifie avec O(@) que la norme de cet espace de Banach est équivalente
3 nk , et que la convergence simple des formes multilinéaires continues s'identifie,
sur la boule unité de O(&b(k)), avec la convergence simple des fonctions.

A la multiplication définie dans U correspond une application de TU¥

dans 1l'espace des formes bilindaires continues sur UxTU, donc de O(§ ) dans

o(Y X §). Il stagit de 1'application H définie par

f(ti) - f(tz)

tﬂ - t2

BE(t,,t,) =

Les éléments de U définissent des formes linéaires sur U¥ , donc sur
0(W). La forme lindaire associée & 1'unité de U applique fé-O(Q)) sur “f1 ’
celle qui est associée 2a 1'élément 2z applique f sur —f2 , 81 £ a le dé-

veloppement en série de Laurent

=1 -2
f(Z)=f‘h 2 +f22 + a0
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3 1tinfini. (Les éléments de O(( ) sont des fonctions holomorphes nulles &
1tinfini). Enfin, la forme lindaire associde & (z-s)" applique f sur f(s)
(si se D)

Pour terminer, disons que les propriétés de U¥ = O(QJ) données ci-dessus
suffisent & caractériser effectivement U avec sa structure d'algdbre.

2.2. Applications.

Pour appliquer ces résultats & un opérateur a sur un espace de Banach
(ou & un élément d'une algdbre de Banach) il faut avoir des renseignements au su=
jetde  Y(s) =1 /1l (a—s)—1{ | et pouvoir décrire 1l'espace O({). Je ne sais
pas dans quelle mesure on connait la fonction ¢ associée & des opérateurs usuels.
I1 doit souvent &tre possible de déerire O({) lorsque a est un opérateur de
Volterra, ou un élément du radical d'une algébre de Banach. O(Q}) est un espace
de fonctions entidres (c'est-d~dire, f(1/s) est une fonction entidre nulle &
ltorigine si fe 0(y)). Plus généralement, si a est une limite uniforme d'opé~
rateurs de rang fini, O(ib) est un espace de fonctions méromorphes, ayant des
pSles d'ordre donné aux points du spectre de a, et uﬁe singularité essentielle 2
llorigine. Le théortme de Mittag-leffler permettra peut-&8tre, au moins d'approcher
0(y) par des espaces de suites.

Dans cet ordre d'idées, il me semble que le plus intéressant seraitd fétu-
dier des opérateurs particuliers, la fonction Q) correspondante, et voir quelles
propriétés de l'opérateur on peut établir en considérant 1'espace 0( (), plutét
que de postuler que ) a tel ou tel comportement, sans connaitre d'opérateur pour
lequel c'est effectivement le cas.

Deux cas particuliers doivent &tre signalds : Si { ne s'annule pas,

0(¢) est nul (un élément de O(}) est une fonction entidre nulle & 1'infini).
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ivalgétbre U est donc nulle (ctest-i-dire, & = U, » au § 1.2.). Ce fait est,
au fonds apparenté au théoréme affirmant que le spectre d'un élément d'une algebre
de Banach n'est pas vide.

Si ¢ n'a qu'un nombre fini de zéros, chacun d'ordre fini, O(¢) est un
espace de dimension finie, U est une algébre de dimension finie, z est un élément
algébrique de U . Nous retrouvons ainsi les théorémes liant le polyndme minimal
d'un élément d'une algdbre & l'allure de sa résolvante. Si les zéros de ¢ sont

T,
aux points t1,...,tk et d'ordre r1,...,rk respectivement (si (p(t)2>€'\b-til +

“r r
au voisinage de ti), P(z) = (z—t1) LI (z—tk> K _ 0 dans U. En d'sutres
mots, le polyndme P appartient & 1'idéal ¢ , dans la construction du § 1.2.
Et si a est un élément d'une algebre de Banach, par exemple, tel que

P(t) =1 /1) (a-t)_mi | ait des zéros d'ordre TyipeeesT,

e en t1,...,t , et

k
ne s‘annule pas sinon en ces points, alors P(a) = 0.

Bien entendu, ces deux cas particuliers peuvent &tre établis directement,
sans congidérer 0(Y§ ).

2.3+ Immersion.

Pour tout y & U¥ , et pour tout + € T, nous poserons

y,(8) = < (z=t)"" , 3>,
Nous montrerons dans cette section que y1é‘0(4$), que 1l'application ¥y %'yg est
injective, applique les parties équicontinues de U* sur des parties bornées de
0(<@), et que la restriction de cette application & une partie équicontinue est
bicontinue, si la partie équicontinue considérée est munie de sa topologie faible,

son image étant munie de la topologie simple., Ultérieurement, aprés une amalyse
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de la structure de 0(@3) nous montrerons que la boule unité de O(QB) est 1'ima-
ge d'une partie équicontinuc de U¥ , donc que U* est en un certain sens iso-
morphe & 0(¢ ).

Par hypothése, l'ensemble des produits L?(t)(z—t)"(té T) est une partie
bornée de U . Si B est une partie équicontinue de U¥, l'ensemble des nombres

complexes

<Pz, y> = ¢ (tly, () (vem, yeB)

est borné, Ceci montre que yﬁ(t)é O(cp), et que 1l'application y - v, applique
une partie équicontinue sur une partie bornée, pour autant qu'il soit établi que
y1 est une fcrotion holomorphe sur son domaine.

Mais ((t) est localement borné inférieurement sur T, (z—t)’t eat done
localement borné sur T, puisque (p(t)(z-t)—1 est une fonction bornée. Et 1l'on
sait que (z-‘c)"1 est une fonction holomorphe de T sur tout ouvert ol elle est
localement bornée. Donec, (z-’c)m1 est une fonction holomorphe de t & valeurs
dans U, et |

v, () = <(z-t)" ,y>
est une fonction holomorphe de t & valeurs complexes.,
L'application considérée est injective, ¥, détermine y. En fait, 3 1l'in-
fini, vy, a le développement
g, (1) = =<1,y> ¢ - ey>t- .

tandis qu'autour de to' v, o2 le développement

g (t4h) =< (z=t )", y>+< (2=t )%, y> h + ...
1o o o
Les coefficients du développement de Teylor et de Laurent d'une fonction étant déter~

minés par la fonction, ¥, détermine les produits scalaires
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< y> (k20 et < (z=t)¥, y> (teT, k>0)
Les fractions rationnelles appartenant & U sont combinaisons linéaires des
mondmes zk(k >0), et (z—t)k(té T, k €0).
Ces fractions rationnelles sont d'autre part denses dans U, d'ol l'on tire le
résultat,

I1 reste & montrer que l'application y = y1 applique d'une maniére bi=
continue une partie équicontinue de U* sur une partie bornée de 0({ ), lors-
que la partie équicontinue est munie de la topologie faible, et la partie bornée
de la topologie simple. Cette application est bien entendu continue, de U¥
faible dans O(QP) simple. Les parties équicontinues faiblement fermécs de U¥
sont faidblement compactes, 1l'application y - y‘I est biunivoque, et Of ‘&) est
séparé pour la topologie simple. Cela suffit & établir la propriété énoncée.

2.4, L'egpace V.

Soit V 1'espace des formes linéaires sur O(Y¥ ) dont la restriction &
la boule unité de O L{)) est continue pour la topologie simple, DMNMettons sur
V  la norme

Y(v) = sup i\ <, £1llfée 0o(¢y), n(f) < }
I1 est évident que V es’c‘un cspace de Banach, On sait d'autre part (ef.
§ 1.3. ou [8]) que O(Y) est lc dual de V , que n est la norme duale de
Y , et que sur la boule unité de Of \;;), la topologie simple coincide avec
la topologiec faible.

Une partic X de V est totale, engendre un sous-espace dense de V
si, et uniquement si clle séparc O(i). Clest évident en vertu du théoréme de

Hahn-Benach, et du fait que O({) s'identific avec V¥ .
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Pour teT, soit P’t la forme linéaire sur O( () définie per
Po(£) = £(¢)
I1 est évident que Btélv, que B ) <1 /$(t), et que l'ensemble des
Pt’ (teT) sépare 0( (), est donc total dans V.
Enfin, 1'application % - §3t de T dans V est'holomorphe. En effet,
elle est faiblement holomorphe, et continue puisque la boule unité de 0(()
est un enscmble équicontinu de fepctions.

2.5, Formes multilinéaircs sur V.

Soit Y une forme multilinéaire sur v , ¢t posons

Y, (6,000t = Y({St1,..., Ptk)

Y1 est une fonction holomorphe sur 'I‘k

VICIDRPRRUIC DI A CHPP S

€ o L;)(k)). L'ensemble des F’

est une fonction bornée, clest-a-dire, Y &

1

étant total, 1l'application Y = Y1 est biunivoque.

Enfin, on constate aisément que 1'image d'un eneemblc équicontinu de formes

multilinéaircs est borné pour la norme n de 0( ) (i ))

Ltapplication Y = Y‘I est dtautre part continue, pour la topologie
|
faible des formes multilindaires et la topologic simple de o J)(k) ). Sa res-
trlctlon aux parties équicontinues est donc bicontinue pour ces topologics.

Re01proquement, supposons que Y € 0o Q)(k)) Pour t2,... ’tk constants

Y1(’c1,t2,...,tk)é O(Q) ). Soit v1€V. Nous pouvons prendrc le produit sca-

laire de v, avec Y1 , considéré comme fonction de t1 uniguement, soit

<‘V‘1, Y1(t1,¢..,tk)>=g(tZ,.oo,tk)
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Nous définissons ainsi unc fonction sur T5 ', Il est évident que

4’(1:2)"' {%)(tk) g(t2""!tk)
est une fonction bornée, ne prend pas de valeur supéricure & nk('f1). v(v1).
Nous voulons encore montrcr que g est une fonction holomorphe, done

par exemple que
g(tz +h,'t3’.o.’tk) hd g(t2,t3,oto,'t‘:)

h
tond vers une limite lorsque h ~ 0. Pour cela, nous considérons les éléments
de 0o(¢)
Yﬁ(t1,tg+h,t3,...,tg) - Y1(t1,t2,ti,...,t}s_)_
h

£,(%,) =

(tz,...,tk) constants, h wun parmadtre voisin de zéro). L'ensemble de ces é1é-
ments ost borné dans O0(¢), si h =0, fh(ti) - 9Y1/ 9’\:2 pour la con=-

vergence simple.

Et
g(t +h:;t Yese )_g(t cee t)
2 e ’t}s, 2% <y £ >
n 1 h
e,
»><v,, 5, Y1(t1,...,tk)>

puisque v, est simplement continue sur les parties bornées de 0(¢).

Nous pouvons alors considéror g comme un élément de O({Y), en fonction
de t2 , prendre son produit scalaire avec un élément v2€ V, et ainsi de suii':e
Nous obtenons finalcment un scalaire

<v ’ <Vk_1, <..o' <V1 ? Y1(tf’...’tk) > ...>=Y(Vt,...,vk)
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I1 est clair que Y est une forme multilinéaire sur Vk, dont la norme est

au maximum égale & nk(Y,‘). Enfin, 1'application Y, »Y inverse 1'application

Y- Y1 , clest-d~dire

¥( pt1s‘--: % ) = Y1(t1;---,'ck)

k"

Noug établissons ainsi 1'isoporphisme de l'espace des formes multilinéaires
sur ¥ avec o ¢(k)), lorsque 1'espace des formes multilinéaires est muni de la
structure définic par l'ensemble de ses parties équicontinues et la topologie
faible de chaque partie équicontinue, O (k) ) étant de son cdté muni de la
structure définie par l'ensemble de ses parties bornées, et la topologic simple
de chague partie bornéc.

Nous écrivons encore

Y(v1,...,vk) =<v, BBV, Y >

si Y est une forme multilinéaire, ct Y

; 1'élément correspondant de O(Q)(k)).

2.6, L'application H.

a) Nous voulons construire sur V une structure d'algdbre & unité, et
trouver un élément veV tel que v-t ait un inverse pour t € T. L'inverse
(v—t)"‘l sera méme P £ ° A la multiplication correspondra une application du

dusl de V dans l'espace des formes bilindaires sur V, donc de O(¢) dans

o($ x ¢).
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Et, si H est cette application,

Hf(ti,t2)= <P, ® P,c y BE>=< P, B, £>

1 2 1 2
‘Bt, - ?kz £(t,) - £(t,)
1, =% ! IR
1 2 1 2
puisque
(v=t,)"" = (v=t,)"!
oot ) -1 _ 1 2
1 2
p -
5=t

I1 est donc raisomnnable d'étudier 1'application H, définie pour fe O(¢) par

f(t1) - f(ta)

t1 -»1:2

(avee Hf(t,t) = £'(t) bien entendu).

b) On sait que H applique une fonction holomorphe sur T sur une
fonction holomorphe sur T X T, et que cette application est continue lorsque
les espaces de fonctions holomorphes sont munis de la topologie de la convergence
compacte,

Nous allons montrer que H est une application de norme finic de O(Q))

dans O(¢ x ¥). 1I1 s'agit de trouver unc constante M telle que

O(e) Qvy) | EECe,t) [ < om
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dés que t1, tzé T, que f est holomorphe sur T et telle gque

g(t) | £(e)l < 1

pour tout teT. Nous supposons que ¢ a une constante de Lipschitz L.

Les éléments 1;1 ’ t2 de T jouent un r8le symétrique, nous pouvons donc sup=-

poser que  §(t,) > Q)(tz).
Considérons d'abord le cas ou Ha*z‘ > QJ(ti)/ZL,
f(t1) - £(t,)

Plt,) P(t,) T < als,)(] £(t,) | +) £(s,))

S RTICARECAR N ICHRECOR N

< 4L
Dans le cas contraire, \tt-tz l< b (t1 )/2L. Soit ¢ un point quel-
conque du segment reliant t1 a tz R

$(8) = G(t) - Lle-t, 1 29 (5)/2
Le disque de centre t et de rayon & {£)/2L est contenu dans T, méme,
si |t=tlg ¢ (¢)/21,

$(1) = d(e)/2 = P(x)/4

Si p % est le bord de ce disque

f'(‘t) = L f _ﬁll__ aT

271 Jt (.. t)z
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Sur Jyr ft-tl = w(t)/2 > Lp('b1)/4 , tandis que ‘ £f(1) )S‘l/ Q)(T)

< 4/ l%)(tl), dtol il résulte que

‘fl(t)i < A6 L

. 2
(
gt )
pour tout t du segnunt reliant t1 a ’c2 . Et done
£(t,) - £(t,) |
| Bt ,t.) | = 1 2 i < 6L
1% & -5, | S >
d
Wt,)

ot puisque ¥ (%)) < ¢(s),

W) @(s,) 1 Be(e, 8,) 1 < 161

Nous avons ainsi montré que H  est une application linéaire de  O({)
dans O(¢ x{), qui applique les parties bornées de O(¢) sur des parties bor-
nées de 0((}) X q’)) , et que la restriction de H A une partie bornée de o(¢)
est continue, lorsque cclle-ci, et son image, sont munics de lo topologie de la
convergence sinple,

¢) Deux opplications de O(Y X ¢) dans O( @ x ¥ X ) sont apparentées
4 H . Il s'agit de l'application H

, Qéfinic par

f(s1,33) - f(SZ’SB)

31 - 82

H1 f(s1,sz,33) =
et de 1l'application H2 définie par

f(s1,s2) - f(s

82— S

19%3)

H, :f(s1 ,82,35) = ;
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Les conposées Hj‘ oH et Hz oH sont égales. On vérifie aisément qu'elles

sppliguent toutes deux f(s) sur

f(s1) . f(sg) . f(s3)

(51-32)(31—33) (82-81 )(82'83 (93-32)(53-51)

Cette relation nous permettra d'établir 1l'associativité de la multiplication que

nous définirons dans V, 1la commutativité découlant de la relation
2.7 Structure d'algtbre de V.

a) Soient Ve Yy deux éléments de V, et y un élément de Of &l)) Alors

Hy< 0(‘%‘ x ¥), et <v1 BV, Hy > est un scalaire. De plus, 1l'application

y » <v, B v, Hy > est continue sur la boule unité de o( ¢) dans une boule

de rayon fini de O(¢ x ‘P), et est continue lorsque ces deux ensembles sont munis

de la topologie simple., Quant & ltgpplication Y =< v, B Vo

0(¢ X ¢) dans les mcalaires, elle eat continue sur les boules de reyon fini,

Y >, de

celles-ci &tant également munies de la topologie simple.

I1 existe donc un élément de V, que nous appellerons ’\74I .v2, tel que

< v

1nv2,Hy>=<v.v y >

1°7°2?
quelque soit y. Une structure multiplicative est ainsi définie sur V. Cette

multiplication est continue, plus précisément

(v1 .v2) < M v(v1) V(vz)

si M est la norme de l'application H.
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b) L'ensemble des éléments [, étant total, il suffira de montrer que
P
6y = Poy By
et que

( pt1. P"z)' p)% - pt1.( Y"’tz' p.t;

pour établir la commutativité et 1'associativité de la multiplication., Ilais

< Pl ep ' Y
ot 1 2

i

2
D'autre part

< (D, . Y%z)' Pogt ¥ > = E Ey(tt,t5)
;

tandis que

(P‘t . p‘h ) r ¥ > = H2 o Hy(tJ"tzItB)

< P
Bt t

Nous é&tablissons ainsi l'associativité, et la commutativité de la pulti-

plication définie dans V.
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c) Les éléments de 0( ) sont des fFonctions holomorphes, nulles &

1'infini. Au voisinage de 1'infini, elles ont un développement en série de Laurent

y(t) = y,lt'14 + ¥, 2 4.,

Les formes linéaires e, v définies par
ey) = -y, » v(¥) = -y,

gont simplement continues sur la boule unité de O( ¥).

Elles apparticnnent donc & V,
V ae pour unité, Il s'agit de montrer que

<esuy ly » = < uyy >

pour tout ueV, Mais

< emu H > = < u < e, Hy >>=<u,y(82) >> = < u,y >

En effet, pour s. constant, s, voisin de 1'infini,

2 1
Hy(s,,s,) = y(:) : yizz) = - y(sg).as"‘i + oaee
ot
< @, Hy =» = y(Sz)
D'autre part, (v-se). @s = e pour tout 8¢ T. Supposons en effet que
-1 -2

y=y1,8 + yzts + eeo
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Nous devons montrer que

< (v-se) = Pﬁs,Hy> = -7,

Bien entendu

_ 8) - yit

= —y(s).t™ 4 (y1-sy(s)).t'2 + aee
Et par conséquent

< v-se, < P's’ Hy >> = -7,

comme requis.

d) Nous avons ainsi défini sur V unc structure dtalgtbre de Banach &
unité (2 unc équivalence de norme preés)., Nous avons trouvé un élément de V,

soit v, tel que v-s ait un inverse pour tout s€T, et kp(s) ll (V--S)"-‘l [ l <

2.8, Isomorphisme de U et V.

I1 existe un homomorphisme continu de U dans V, et un seul qui applique

unité sur unité, et z sur v. Bn effet v-s a un inverse pour tout

seT $s)v-s)"' restant borné. Cet homomorphisme applique (z-s)-t sur

(=) = p_ .

s

I1 lui correspond une application linéaire duzle de V* donc de
of 4)) dans U*. Cette application linéaire applique unc partie bornée de of l.[))

sur une partic équicontinuec de U* , L'image de la boule unité de 0({) est notam-

nent une partie équicontinue de U¥,
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Nous allons montrer que cette partie équicontinue de U* est appliquée
sur la boule unité de O(¢), donc en fait que la composée des doux applications
considérées est l'application identique de O(¢) dans O(§). Mais soit

feo(), soit £,€ U* son image,

-4
<(z=e)h, £, > = < Ps, £ > = f(s)
La boule unité de Of QJ) est done bicn l'image d'une partie équicontinue

de U* , ceci établit 1l'isomorphisme dc U avec V, et achéve la démonstration

des résultats anmoncés.
3. L'ALCEBRE /Y.

3¢1. Enoncés

Soit L wun voisinage compact de S. Soit X 1l'espace des fonctions
f(s), continues & support dans L , telles que aa o £ soit une fonction

sommable, que Og f = 0 presque partout sur S (dans le cas o S a une mesure

non nulle), et que

J lagfl | ds.ds) j lagfl |d5 ds |

)3 TERE T Y\s $ (s) <

La multiplication ordinaire définit sur X une structure d'algébre de Banach

el = sup,

(% une équivalence prés).
L'ensenmble YO des éléments de X dont le support ne rencontre pas S

est un idéal, Nous appellerons Y 1la fermeture de Yo « Le quotient X/Y est

unc nouvelle algebre de Banach,
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Les éléments de X qui sont égaux & 1l'unité sur un voisinage de S
appartiennent & une classe d'équivalence, module Y, qui est bien entendu 1tunité
de X/Y. Les fonctions f(s)gX tclles que f(s) = s sur un voisinage de S
appartiennent elles aussi, toutes & la méme classe d'équivalence module Y. Nous
appcllerons p 1'élément de X/Y ainsi défini.

Nous montrecrong dans ce paragraphe que (X/Y,p) est isomorphe & (U, z),
oh U est 1'algtbre définic au § 1.2. et =z 1'é1ément proviligié de cette
algdbre qui s'y trouve défini.

342, L'algebre X.

Nous montrons que X est effectivement unc algébre de Banach, donc que
X est complet, et non seulement que la multiplication applique X X X dans
X, mois encore que cette application est continue,

Les hypothéses assurent que

2T4i 8-t

f(t) - 1 \/ df‘s) ds
pour tout t complexe. Ceci montre que

le(¢) | < Vgl
quelque soit t. Unc suite de Cauchy pour la norme que nous considérons converge
donc uniformément. Sa limite est une fonction continue. On vérifie alors aisément
que la limitc apparticent & X, et que la suite converge pour la norme vers sa limite,
utilisant commc dthabitude le fait que Zﬁ; est un opérateur foermdé, et la seni-

continhité de 1l'intégrale sur l'espace des fonctions positives.
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Enfin, ) (f.g) = f. a-s- g + Qg f ., g. Reportent cette relation
s

dans la définition de la norme, 1l'on voit que

Weells Mol woup lgls suplel. Il gllca (el 1lghl

ce qui établit, & la fois le fait que la multiplication applique X XX dans X,

et la continuité de cette application.

3.3. La résolvante de p.

D'aprés la définiticn de X/Y, il est évident que la résolvante de p
est définie sur le compléuent du compact S. Nous allons évaluer cette résolvante,
et montrer que () | ) (p--t)"1 || est borné indépendarment de t & T.

a) Soit & (%) unc fonction infiniment dérivable, égale & l'unité sur un
voisinage de S, et ayant son support dans Y ., Soit \‘(t) une fonction indé-
finiment dérivable, nulle pour | 4! > 2/3, et égale & 1'unité pour |t} <1/3.
Soit L 1la constemte de Lipschitz de § . Pour tout oeT (c'est-a-dire, pour
tout q-% S), soit

B(6) = plirdy)
La fonction ,  est égale & l'unité si L[t =-ol < $(o )/3.
Elle stanmule si L | t-ol< 2U(c)/3.
Observons, si Py (¢) £ 0, que Llit-ol <2 ¢(a)/3, et que
$(t) = O(e=) = L] t=ol> ¢(5)/3. En particulier, ¢(t) # O.

Nous poserons alors

1-1D (%)
€4 (t) =« (%) T - o
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La fonction go_(t) est égale & 1/(t-o) si Y(t) <W(o)/3.

Elle est donc holomorphe sur un voisinage de S. Son support est contenu dans
Y o Enfin, g g est indéfininent différentiable partout, la singularité de

1/(t= &) étant compensée par lc facteur (1= By e

La fonetion g, apparticnt donc & X. Et si Tcr est la classe d'équi-
valence de g, , il est évident que (p-c). Y » =1, donc que ITo‘ est 1'inverse
de p= o .

b) Nous voulons rontrer que Y(t) (p—-’c)""l est borné. Il est évident
que cette fonction est bornée sur toute partie de son domaine de définition qui

ne rencontre pas S.

Soit 5;1 un voisinage de S, tel que  &(t) = 4 sur un voisinage d'ordre

€ de 21, donc tel que & (t) = 1 si | (t-s)l< € pourun se 21 .
Nous montrerons que (o) || g o*‘ | est borné indépendamment de
o e ;&1 .
;1% 85! | a5 as| 10, gs) | a8 asl
Hgd_H = sup, TEEE + —— T
tandis que
. 1 =Py (s) Q5 Dls)
losg,) = 107 & (8)e ——5— - als) ——7—|
L osale) |, 9z Pl
\Q' J~- S ‘5' - S

Nous porterons ces évaluations dans la définition de g .
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Le prenmier terme est borné indépendamment de a‘e)-—.t , et de s con~-
plexe. BEn effet, 9.§o< est une fonection bornée, et 4/ \a-sl< 1/e
si &5 & #£ 0, et sel puisque K =1

1!
21. Nous sewvons dlautre part que fz\dé' ds }/ {s=t < 2TR, si R est le

sur le voisinage dtordre ¢ de

diamétre de L . D'autre part 1/ {(s) est borné sur l'ensemble 9-5 X £ 0.

I1 existe donc une constante M telle que

D o) | lgmaal (105 26N igg gl
suptf f__s }i—dﬂ +jr—-§-$-(§)—- . f’%%‘s‘{r < M

I1 reste & considérer (95- F’O_ /(e =8). On sait que 95 B, =0
sauf pour 2¢(o)/3L > lo-s | > ¥ &)/3L, et que, sur ce domaine,

U (s) > &%)(0‘)/3. Par conséquent,

P 0; B | 45 as ! 3 1
-& os-s ‘ ‘s-t\ S ¢¢ P I
B 0, ) 3
\dz as |
=5 TN s T °
ol

)‘()5 ® | | ¢85 ds |
f £

I s=-1% 1\

-
I
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Le changement de variable lindaire

st = ~§-—:r§;y , 8 = ¢ + L{Y(c) s
nontre que
~ DB )|ds as |
I = \[ 193
| s - ]
ou
t - O
-
e
I est donc borné indépendarment de t, et ¢ (o)W g<r\\ est borné sur
X

1 .
¢) Ce que nous venons d'établir assure en fait 1'existence d'un homomor-
phisme continu, unique, de U dans X/Y, qui applique unité sur unité, et

Z sur p.

3.4. Le calcul gsymboliguc.

Nous dovons encore construire un honomorphisnme de X/Y dans U, afin
de montrer que les algebres U et X/Y sont isomorphes.

Plus généralenent, nous considérons une algébre "& bornée compléte", une
"pealgtbre" (cf. [5], [6], ou [7]). Soit A cette algdbre, et soit a un éléument
de A. Nous supposons que a~s a un inverse pour tout s&T, et que ¢(s)(a—s)-1
est une fonction bornée sur T, & valeurs dans A. On sait que ces hypothéses
assurent que (a--s)-1 est une fonction holomorphe sur T & valeurs dans A.

Nous allons construire un homonorphisne borné de X/Y dans A, qui aﬁplique

unité sur unité, et p sur a.



'« Waelbroeck . Calcul symbolique 1ié & la croissance de la résolvante. - 126 -
a) Soit feX. L'intégrale

1 -
Er-%??{-‘ji\s (a=s)~" af as = fla]

converge puisque df ds/{(s) est une forme sormable, et que (p(s)(a-s)_1
est une fonction continue bornée sur T.

Le noyau de l'application f - f[a] contient Y . Eneffet, si f
s'annule sur un voisinage de S, (a=s)™ df ds = d[(a—s)"1 f ds] est la diffé-
rentielle d'une forme & support compact, définie sur tout le plan complexe., L'in-
tégrale définissant fla] est donc nulle.

Cette application applique la boule unité de X sur une partie bornée de
A . Son noyau est ferné, contient done Y. Une application de X/Y dans 4
est donc définie.

b) Supposons que f(s) =1 sur un voisinage de S. Soit j un chemin
rectifiable de Z\\ﬁ, qui soit le bord d'un voisinage de S sur lequel f(s) = 1.

Alors

1 -1
fla] = TR ./; (s=a) ds = 1

en vertu de la formule de Stokes.
On nontre de méme que fla]l=a si f(s) = s sur un voisinage de S.
L'application de X/Y dans A que nous considérons applique donc unité sur

unité, et p sur a.
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c) Il faut encore montrer que cette application est un hononorphisne.

i

fglal 3 ?gi \[ (a-s)"! alfg) as

- 1 -1 1 -1
= %I f(a-s) fdgds+ THT f(a—t) af g dt
Nous savons d'autre part que
£(s) = 2;{1 f (s=t)™! af(t) at
g(t) = > % T j' (t—s)"1 dg(s) ds
et par conséquent
fgla] = 1 5 (ams)” - (a;t) af(t)at dg(s)ds
(2mi) s =
= fla] &lal
puisque
-1 -1
!a—-si :gz—t) - (a_s)-“ (a—t)-1
3,5, Isomorphisme de X/Y et U.
Nous avons construit un homonorphisme continu ¢ E: U e»X/Y qui

appliquc unité sur unité et 2z sur p, au § 3.3. Au § 3.4, nous avons cons-
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truit un homomorphisme nN: X/Y > U qui applique p sur z et unité sur

unité.

La conposée HO{ est un cndonmorphisne continu de U, qui conserve

1'unité et z. Il n'existe qu'un tel endomorphisme, celui-ci est par conséquent

1'endomorphisne identique.

La composée ﬁon est un endonorphisnc de X/Y qui conserve 1'unité

et p. DNous devons nontrer qu'il s'agit de nouveau de l'endonorphisme identique.

Soit f£(t) un élément de X. L'application TN applique sa classe d'équi-

valcnce sur

tlp) = 5= J (o) aras

L'application & applique (p—-ss)"'1 sur 1'élément de X/Y contenant g .
Comne €, dépend continument de¢ s dens l'espace norné X, et que

@ (s) (l gs\\ est borné sur un voisinage de S, l'intégrale

jgs(’c) df ds

représente un élément de X, qui reldve & (£)[p]) puisque g reldve
g (ps)t
Nous pouvons supposer le support de f contenu dans un voisinage ar-
bitroirenent petit dc S. Et si ce support est suffisamment petit, les ensenbles
&« (t) # 1, ‘%s(t) # O sont disjoints pour tout t de ce support. Dans
ces conditions

1- B (t) y p ()

g (1) =&(t) —— Lealy)

s=t  s-t s =1
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et ¥(f[p]) est une classe d'équivalence qui contient

El | Je-aw) £l [py L

Nous devons montrcr que g1+g2 € Y. Il est évident que g1cs Yo ’
Considérons alors unc fonction continue u, prenant des valcurs comprises
entre 0 et 1, égale & 1'unité hors d'un voisinage de S, nais s'annulant

identiquement sur un voisinage plus petit. Dans ces conditions, la fonction

fue) v 0)

m!&;
&

-1t
\
apparticnt & YO , et est aussi voisine de &, qu'on le soubaite.
I1 en résulte que &, appartient & Y, et par conséquent g+, éga=

lenent, Les applications & et T sont inverses 1'une de l'autre.

3.6, Algebres de fonctions différentisbles.

.

H.G. Tilmann [4] a construit un calcul symbolique appliquablc & un opéra-~
teur a, dont le spectre S est réel, ct tel que I\ (a—-s)-1 |1 ne croisse pas
plus vite que  d(s, 8)™7*1, d(s, S) étent 1a distance de s & S. I1 définit
fl[a] si £ est une fonction d'unc variable réelle, r+i fois différentia-

ble sur S au sens de Whitney. ([9]: [10]).
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Pour Tilmann, ce résultat est un corollairc d'un travail sur les distri-
butions frontiéres de fonctions holomorphes vérifiant diverses conditions de
croissance. Nous verrons que la théorie développée dans ce parcgraphe permet
de retrouver, et de généraliser ce théoréme de Tilmann. Nous supposerons que
¢ a les propriétés dommées au § 1.2. ct que Y (s) > & a(s, S)r'-1 sur
un voisinage de l'ensemble S: ¢(s) = 0.

Soit u wune fonction d'une variable réelle, qui est r+1 fois différen=-
tiable au sens de Whitney. Nous interpréterons u corme une fonction 1+
fois différentiable au sens de Whitney, d'unc variable complexe, en renplagant

le développenent linmité

Y s )P ‘o
Lp‘ap‘s(x ) (x réel)

par le développenent couplexc ayant les nénes coefficients

; ap.s(z—s)p ( z complexe) (*)

Nous trouvons alors unc fonction v(z) = v(z+iy), définiec pour tout =z
complexe, qui est r+1 fois continunent différentiable en (x,y), et a le dé-
veloppenent Tayloricn (*) en chaque point s¢ S, en appliquant les théorénes
établis par Whitney. La fonction v est déterminée par u mnodulo 1l'idéal des
fonctions qui stannulent sur S avec lecurs dérivées jusqu'a llordre r+l.

Nous pouvons bien entendu supposer que v a son support dans L.

Soit = 1'espace de Banach des fonctions x+1 fois différentiables

de (x,y), & support dans 2 , et dont le développerient Taylorien en ]

est un polyndre de (x+iy) pour tout seS. Soit |-} 1'ensenble des élénents
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de = qui s'annulcnt avec toutes leurs dérivées sur S. Noua allons montrer
que E £ X, que X g Y , et quc l'application identique est unc applica-
tion continuc de dens X,
Ltapplication identique induira done unc application continuc de
E/H dans X/Y. C'cst & cettc application continue que le calcul symbolique
de Tilmann corrcspond.
En fait, si fé€= agf stannule sur S avee ses dérivées jusqu'ad

1tordre r, donc
19; £1 < x (s, s)t

pour & voisin de S. Ceci nontre que l'intégrale qui définit la norne de
f dans X converge, donc que fe X. De mdme, '\ £ |} peut &tre majoré
par unc constante lorsque f reste borné dans = . L'application identique
est donc une application continuc de = dans  X.

Reste & voir que H é Y. Bien cntendu, Y M\ = est une partic fermée
de X. Dtautre part, HN Y C Y. Mais Hf\YO est dense dans H, une
fonction r+1 fois différentiable qui stannule sur S avec ses dérivées d'ordre
inférieur ou égal & r+1 est unc limite de fonctions nulles au voisinage de S
pour la convergence unifornc de la fonction et de ses dérivées dtordre inférieur
ou égal & r+i.

Le résultat obtenu est plus général que celui de Tilmann, parce qQue nous
nc devons pas supposer que le spcectre de a  est réel. Le quoticent E/H

stidentifie avee l'espace des fonctions r+1 fois différentiables sur S,

dont lc développcnent Tayloricen est un polyndne de la variable complexc en
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chaque point s¢S.

Si S est contenu dans une courbe r+1 fois différentiable, ’:":/H
s'identific avec un espace dc fonctions r+1 fois différentiables d'une variable
réelle. Si 8 est 1l'adhérence d'un domnine, =/H s'identifie avec 1'espace
des fonctions r+1 fois différentiables sur S, holonorphes sur l'intérieur
de 8.

De nombreux cas intermédiaires pcuvent &trec cnvisagés. Si S est per
exerple unc courbe r+1 fois différentiable par morceaux, les éléments de =/H
sont des fonctions r+1 fois différentiables sur les morccaux de S, qui véri-

fient aux extrémités des morceaux des relations que l'on éerit aisément.
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