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CALCUL, PAR RﬁFLEXIONS, DES FONCTIONS M - HARMONIQUES DANS UNE BANDE PLANE
VéRIFIANT AUX BORDS M CONDITIONS DIFFéRENTIELLES,
A COEFFICIENTS CONSTANTS,
par

Jean LERAY

Introduction

Divers Auteurs ont 4tudié les solutions d'une équation elliptique
d'ordre 2 M , vérifiant M conditions différentielles aux limites d'ordres
quelconques : Agmon, Douglis, Virenberg [1] ont résolu explicitement le
cas le plus simple (demi-espace; opérateurs & coefficients constants) et
obtenu dans le cas général des majorations a priori, permettant la preuve
de théordmes d'existence; Hans Lewy [6], F. Sloss [7] et D. Brown [2] ont
établi un "théoréme de réflexion" prolongeant enalytiquement ces solutions
dans le domaine complexe.

En pratique, on rencontre de tels probldmes et on a besoin de les ré-
soudre explicitement, Le théordme de réflexion permet de résoudre, per
transformation de Laplace, les plus simples d'entre eux; en particulier le
probléme de la flexion de la bande élastique & bords libres (n° 28 et [4]) ,
qui présente 1'intérét suivant : il permet de résoudre approximativement un
grand nombre de problémes de flexion de plaques, importants en pratique :

voir J.C, Leray [5] .
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SOIMAIRE., ~ Le chapitre II construit explicitement la fonctionlde Green
G(z,z") [z=x+1iy, z' =x' + iy']
qui est M-harmonique dans la bande plane [ x[< a et qui vérifie sur
chacun de ses bords M conditions différentielles, & coefficients constants

et d'ordres quelconques., G(z,z') est unigue quand on lui impose une allure

anti-asymptotique : il doit exister wnc exponentielle polynome G(z,z') |,
bornde dans la bande, telle que G(z,z') - G(z,2') [G + &) et ses dérivées
tendent rapidement vers O quand y-y' tend vers + ®[ ~ o0] . La struc-

ture de G est la suivante ¢

¢(z,z') = Re U(x,x!, «, %z- )® (z-z') + ReW(x,x', o, %5 19 (z + 2)

W(z,x', T,t) et W étant des polynomes de (x,x',T ,T—J,t)

explicitement connus, o étant la translation :

A P(z) = bz +2) ,

d (z) étant une fonction holomorphe, Elle vérifie une équation(1) de
convolution; elle est la transformée de Laplace d'une distribution f”:@]
cette distribution est caractérisée par une fonction, pouvent avoir un
nombre fini de singularités polaires; cette fonction a pour expression un
déterminant de rang 2M

Le chapitre I a préalablement étudié les fonctions holomorphes anti-
asymptotiques et les foncticns dont elles sont les transformées de Laplace :

ce sont des fonctions ind4finiment différentiebles, ayant un nombre fini de

pSles et, & 1'infini, une décroissance exponentielle.,

1) Clest 1'équation dont Hans Lewy, F. Sloss et D, Brown déduisent leurs
théordmes de réflexion,
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Les derniers chapitres particularisent ces résultats :

Le chapitre III suppose G biharmonique (M = 2) ; 1l explicite
v, W et 3.'1 [(®] ; il simplifie ces expressions de 1, We‘b‘i—-1[é]
quand les conditions aux limites sont les mémes sur les deux bords de la bande.

Le chapitre IV suppose G biharmonique, ces conditions les mémes sur

les deux bords et homogénes en (—5% , -g—}; : 1o calcul de @ (z) équivaut

& celui de deux fonctions méromorphes @ (z) et ¢ (z) vérifiont le systéme

de convolution, ol @ est un paramdtre :

i

4Pag-%-£-gl \P(z+2a)-‘¥(z--2a)

4(Jaé—ﬂ-zl = l()(z+2a)- ‘{’(Z-Za) ;

dz !
P (z) et ¥ (z) ont pour pdles respectifs ceux de

tg% et cotg -2% ysauf z=0 ; sil@} <1 , les développements
de \? et Y suivent les puissences de ¢ sont trés simples.

C'est le cas, quand on étudie lg flexion de la bande élastique; de

nouvelles simplifications se produisent dans les expressions de Vet W H
G(z,z') est symétrique en (z,z') : ce cas, qui est important en technique,

est celui ou nos résultats se prétent le mieux aux calculs numérigues.

Note. - Nous ne traitons pas le cas encorc plus simple 3

M=1, G harmonique; rappelons que A, Weinstein [8] puis G, Hoheisel [3]
1'ont étudié,
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Chapitre I

TRANSFORMATION DE LAPLACE

Ce chapitre rappelle qu'une fonction holomorphe dans une bande,
& décroissance rapide ou & croissance lente, est trancformée de Laplace
dtune fonction ou distribution définie sur la droite réelle; puis il étudie

les fonctions holomorphes anti-asymptotiques.,

1. FONCTIONS HOLOMORPHES A DECROISSAICE RAPIDE. - Soit 2z = x + iy une
variable numérique complexe; soit a >0 ; nous notons
B (a) la bande :l1x|<a

et b (a) toute bande | x{<c oh o<c<a

Définition :‘X (¢) désigne l'ensemble des fonctions numériques complexes
F(z) holomorphes dans B (a) et & décroissance rapide : quels que soient

b (a) et le nombre n ’ ynF(z) tend vers O aux deux bouts de b (a) -

On peut construire ces fonctions comme suit :

.

Définition. - Soit t une variable numérique réelle. & (a) désigne

l'ensemble des fonctions numériques complexes, f(t) indéfiniment différen-

tiables et vérifiant la condition

¢t n
Sup. \ e Q—-f: < 00 ,
t at

quels que soient 1l'entier n> 0 et le nombre c tel que l c ’ < a .
Définition., ~ La transformation de Laplace R transforme f € :0 (a)
en i[ f] ek (a) , définie per

(1.1) 1@ = | v e@ar ou zenla) .

~00
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Les propriétés de H que voici sont évidentes et classiques :

(1.2) P(z) L [£(4)] = BE[P(%-E)f ()] , P &tant un polynome;
(1.3) PEIR(5)] = R[p(-t) £ (1)] ;
(1.4) L e(4)] = L[ £(t=c) ] , c étant une constante réelle;

(1.5) R[2(8)] ) =lel Llset)] (2) , ot (ct) € D(del)

(1.6) L [£(t)] (z-2') = ‘ﬁ[f(t)etz'](z) , ou z'= x'riy'eB(a) et zeB(a=ix!)

La formule d'inversion, que voici, est classique
F{z) = 2[£(+)] , alors P [F] aésigne

s 8i

f et est donnée par l'intégrale :
ioco
1) A @ =g [ R e™a ;

Tooni

L

le chemin d'intégration est dans 1l'une des bandes b(a)

.

Cette formule (1.7) définit SJ[F} e D(a) , quel que soit Fe ¥(a) ;

donc ¥ est un isomorphisme de D(a) sur () .

2. FONCTIONS EOLCNORFHES A CROISSANCE LENTE, -
Définition. - '}t’ (a) désigne 1'ensemble des fonctions numérigues complexes
F(z) , holomorphes dens B(a) et & croissance lente : quel que soit b(a) ,
il existe un polynomec P(z) , dépendent de b(a) , tel que F(z) /P(z) soit

borné dans b(a) .
On peut construire ces fonctions comme suit

Définition. - @ (2) désigne 1'ensemble des distributions numériques

complexes f(t) telles que, quel que soit ¢ < a il existe un polynome P
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et une fonction mesurable g(t) , dépendant de ¢ et vérifiant les

conditions :

f(t) =P (%{) g(t) y au sens de la théorie des distributions;

Sup
t

g(t) e CH"“< ®

Définition. = La transformation de Laplace transforme

redr(a) en Llele L(a) ,
définie par la formule

+Q

(2.1) P0ee) =) | et) e at .

-0

Cette définition de ¥ [f] est indépendante des choix de P et g ;

’

elle possdde les propriétés (1.2) ... (1.6) : 1la preuve(z) en est aisde

et classique.

La formule d‘'inversion que voici est classique : si F(z) = ﬁ[f(t)] ’

-1
alors ﬁ [F] désigne f et est donnée par 1l'intégrale
-1 ico
d 1 Flz tz .
~ioo

¢ . Soit k(t) une fonction indéfiniment dérivable, & support compact :
k & O(a) . Soit f %k sa convolution avec £ : f xk e™a) .omn
montre que: Y[ fx k] = L[] . &L [x] ,

L[ fxx] et L[x] étent aéfinis par (1.1), L [f] per (2.1) .
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le chemin d'intégration est choisi dans une bande b(a) ; P(z) est

(1 +12) 2) [P(z) soit vorné dans bla) .

-1
Cette formule (2.2) définit R [F] e D'(a) et est indépendante du

choisi tel que PF(z)

choix ¢e P , quel que soit Fe #t(2) ; done £'(a) est un espace vectoriel,
come H'(a) et ¥ estun isomorphisme de  Pt(a) sur @'(a) . Eviderment
(2.3) D(a) <) , %) () .

Exemples. - 1°) Si f£(t) = P(b%) g(t) , g &tant une fonction mesurable

4 support compact, alors la formule (1.1)

+®
(2.4) 2 [£] (2) = 5 £(t) ¢ % at

-Q0
vaut évidemment au sens de la théorie des distributions.

En particulier, O (t) &tant la mesure de Dirac :

(25) X[ EDP8(t=e) 1= 2P ¢ ™ (c :

: nombre réel).

2°) Unec application immédiate de (2.1), ol l'on prend P=1 ,f =g ,

donne, pour |x'| = |a]

°
.

1 tz! 1
(2.6) L[ 5 (sgn. t - sgn. x') e ] =50

(sgn. : signe de ...)

Nous allons en déduire les formules importantes pour la suite :

.

@n L IFE -5, (¢ réel ; a<lel)

cos =
2¢c

.
?

(2.8) Ylggiyl=- Ttz

cette dernidre formulec emploie la
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Définition. - m et % dégignent les distributions définies comme

suit : quelle que soit la fonction k(t) , indéfiniment dérivable et X support

compact, on a

+® +0
x(t < = j c
Soo ( ) oy at = P.P. k(t) -S—hm dt
- o)
+00 +00
S k() -%1 = P.P. f k(t) %—"-
=00 -00
+00 -£ +m
ou P,P, S = lim j + f .
S0 Ew0 |
€ >0 ¢

Note. - L'intérét de la distribution ;}1&' ost qu'ellc est un élément
de D'(a) possédont wn pdle simple, alors(3que J{é, NDr(a)
Preuve de (2,7). - On a, la séric du sccond membre convergeant pour + £0

ct ayant des sommes partielles uniformément bornécs :

y

d'ou, cn appliguant (2.6)

%i[‘]]— 1 Lol 1 + 1 _.....--1-—--+-—1.—_...

cht z+1 z+3  z+H z-1 Z=3
T X T T R
= —cotg = (z+1)-—cotgHz-1) == .
4 4 4 4 2 G__Téfg

3) En offct, la restriction de £ [f] 2 x=0 est la transformée de
Fouricr 9 [f] ; or % [1/t] =1y | n'cst pas holomorphe.
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Preuve de (2.8). - On a de néme, la séric du second membre convergeant pour

t £0 et ayant des sommes partielles uniformément borndes :

t -~ _'7
=T = t(sgn t + 1) [c Yy oIt veo] + t(sgn t=1) [et + et 4., ]

dtou, vu (2.6) et (1.3)

.
’

1 t 1 1 1 1 A ¢
-—XE _]= + + ees + + +-oo="'"[~
2 Smsh v 2 (243)2 (2-1)%  (2-3)° 2272

)8
tg-'é"z-];

atol, vu (1.3) ot 1'imparité de E!L[E-ﬁl;"

3, FONCTIONS HOLOI'ORPHES, ANTI-ASYITPTOTIQUES A DES EXPONENTIELIES~

POLYNCIES, - Ces fonctions sont importantes pour la suite.
s !
Définition. — & (e) désigne 1'snscuble dos fonctions F(z)é-‘af(a)

auzquelles on peut associusr une exponentielle-polynome

(3.1) %(z) =i L Pj(z) e =t§ 2 ( Y : somme finie; Pj s polynome;
) J

tj : nombre réel) telle que, quelle que soit ba)

) P(z) - ﬁ(z) tende rapidement(4)vers 0 guand 2z tend vers iwmdans b(a)
(3.2)

F(Z)-{-i"(z)u..-o-otn'on...onoon.s.a.c--oooloung.o -------- ) -im

On dit que F(z) est anti-ssymptotigue (& F) dans B(a) ; la donnée

de T détermine ﬁ , car l'exponentielle - polynome (3.1) est nulle si elle

tend vers O quand 2z tenc vers im dans ba)

(4) plus vite que |yl ™, quol que soit n .
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Excmple., - tg(cz) est anti-asymptotique & i dans B(a) si a<e

Cet exemple permet d'énoncer comme suit la définition précédente :
Définition (variante). - ™ (a) est 1l'ensemble des fonctions F(z) auxquelles
on peut associer un systéme fini d¢ polynomes Pj , de nombres rdels

tj et cj > a tels que

-t.2
(3.3) F(z) - 3: Pj(z) tg 2T(z e "9 e $(a)

c.
J

Définition. - f.D(a) cst lc sous-cspacc de D'(a) que l'isomorphisme :ﬁ

transforme en Ay, (a) .

~

Dtolt, vu la définition (3.3) de & , vu les formules (2.8), (1.2) et
(1.4) s
Définition (variante). - 0\ (2) est 1'ensemble des distributions  £(%)
auxquelles on peut associer un systéme fini de polynomes P, ,

de nombres réels tj ot Cj > a tels que

1 Ip (d) —d (s)
(3.4) £(8) +5 5§ B, ) sh';;mg)e D)

o e 1 . e \ .
au premier mcmbre, W) représente unc distribution, & laqueclle on
applique Pj (-a%) au scns de le théorie des distributions,
Propriétés, - 1°) On a évidemment
R R R , Dee Dae Dia) .
20) Soit f (t)€ i) (2) ; le distribution f(t) est une fonction,
sauf en un nombre fini de points : ses "pdles" tj ; la connaissance de la

fonction f(t) caractérise la distribution f(t) ; nous identifierons

cette fonction et cette distribution. Cecla permet 1'énoncé suivant : soit une

fonction f£(t) ; pour que f(t)€ D (a) , il faut et il suffit qu'il



I-1
J. Leray, Chap. I Fonctions I - harmoniques ...

existc un polynome P(t) tel que
(3.5) P(t) £(t)e D (a) ,
lc produit P(t) f£(t) é&tant celui des deux fonctions P(t) et £(t)
30) La définition (3.5) de D(a) a les conséquences évidentes que voici ¢
Un é1ément de D(a) est transformé en élément de D(a) quand il est translaté,

dérivé ou multiplié par une fonction indéfiniment dérivable, & croissance lente.

Pour que des distributions fj(t) e D(a) vérifient une relation

%Aj(t, =) f (t—t Y=0 ,

ol les tj sont des constantes et les Aj des opérateurs différentiels &

coefficients indéfiniment dérivables, & croissance lente, il faut et suffit que

les fonctions fj vérifient cette relation

4°) En particulier, dans D (a) , la division par un polynome non nul
est possible d'une fagon et d'unc seule,

Note. ~ Ce n'est pas vrai dans @ '(a) , puisque tnﬂ( )n S§(t) =0 3

donc (d n 6(’c)¢ (a) .
ﬁ transformec les propriétés 29) ot 4°) en les deux suivantes :
50) St (z) e%(a) , alors il coxistc un
polynome P +tel que
P(—-) P(z) e R(a) .
6°) Etant donnés F(z) € j@(a) et un polynome P il existe dans é‘ﬁ( )

une solution et une seule H 1'équation différentielle

() 1 (2) = R(z) 5
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ctest

B= ey 7] .

On peut expliciter H

P(t) = o+ ; P(t) a toutes ses racines réelles.

Définition. - Soit fe Dla)
exponentielle-polynone, qui sera notée

(3.6) i[f] == i rés [£(t) 7]

.
’

rés ... désigne la somme des résidus des pSles réels

si glt) - gg(t) est continu et si les tj
n,+
(t—t ) 3
n,
- a g, (t)
rés [g(t)] = )' (n.)! .
J J at J

Preuve de (3.6). - Supposons
(3.4) vérifié; alors on a (3.1), c'est-a-dire
~ _t.z
Y[£]=11IP(2) e
. J
J
Or (%3.4) dorne

-Y[irés[f(‘b)e-tz:I:lres[e tz S‘ZP( )tt ]

. t.2
=i L Pj(z) e d
J

car

t tz 1) nt (

- Z n 4 - — = -
I'eS [e (d_'t) o tJ] = Tres (e (t-t‘)n+1 ] ( 1) [

=z e—tjz .

I-12 -

s R[] est anti-asymptotique & unec

)n e—‘t:z] £ =t

; le n° 4 le fait dens les deux s les plus simples

L. [£f] et dont voici 1'expression

sont réels, alors

3
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Note. ~ Supposons que la fonction de t fe D(a) soit en outre fonction

holomorphe d'un paramdtre X ; la définition de la distribution £ et le

caleul de L. [ f] emploient les pdles réels tj de £ [£f] est

fouction holomorphe de )\ si ces pdles réels t. sont fonctions holomorphes

de A : cetie condition n'est pas vérifiée quand le nombre de ces p8les
change.

4, LA PRIMITIVE DE F(z) ¢ }’_ (a) . - Nous venons de voir qu'il existe une

~s

primitive d'ordre n+l1 de F(z) et une sculec € x (a) s nous aurons a l'uti-

liser par la suite; construisons-la explicitement, c'est-a-dire sans recourir

R S

Puisque F(z) - F(z) [resp. F + F] .tond rapidement vers O quand z

tend vers i oo [resp. - i o] dans b(a) ,

F(z) - F(z) a pour primitive d'ordre nHl :

-(E-;f'-;-)-r-l- [(F(w) ~Tw) Javw ,

A N

Q0

(4.1)
r n
P(2) + Fa) ovneernernnennenennen | 000 + B e
~ico
ces intégrales sont calculées dans b(a) :la premidre [la seconde] tend

rapidecent vers 0 quand 2z tend vers i'c[-"iod dans bla) .

Notons

2 z . z . N |
(2) JLl w0y -1 | Lol (o) - F) v+ S (o) o)) Jo 5
ico

-im

remarquons que la fonction de 2
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ioo n . z n
@)} | 2t - Fwlar L | L2 [50) + Fo)) o
z ~im

est une cxponentielle~polynome, puisque sa dérivée d'ordre (nt+1) est 1l'expo-

nenticlle~polynome F(z)

Z

n
Les formules (4.1) montrent que 5 13—3-)-— P(w)aw ost une primitive

d'ordrc un+l de F(z) , anti-asymptotique & 1'exponentielle-polynome (4.3).

Exemple. -~ En cmployant la définition de i sur R (a) , Ona ¢

(4:4) lgmmyl--2nel2eos32] , (e>0) ,

en prenant la détermination dc logl...] réelle pour - c<z<c

(65) ey 1= M

Preuve, - On applique --10- J 4 (2.8) ; au premier membre, on emploie

(1.3) ; au second on obtient - log [k cos _éT%g_ ]

>0 , qu'on choisit telle que loglk cos —T-f;-zé- ] soit anti-asymptotique : cela

, k étant unc constante

donmme k =2 . On tire (4.5) de (3.6). 2

Note. - Une généralisation évidente de la définition de E prouve
ceci : soit P(t) un polynome & racines toutes réelles : la solution 616~
mentaire de  P( %E ) est

.
’

tz
E (z) = rés, [ %m] (rés. : sommc des résidus)
ellec est b croissance lente dans toute bande B(a) ; on peut donc définir,
si Fed(a) :
Z

Jr E(z-w) P(w) dw =-1é- j E(z-w) [F(w)—%(w)]dw + & S E(z-w) [F(W)+§(W)de
ico

2
~i00
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c'est une fonction € ‘o‘e(a) y anti-asymptotique & 1l'exponenticlle-polynome

ico A
Jé- S E(z=w) [F(w) - F(w)] aw +12- j B(zew) [F(w) + Flw) ] aw ;

ctest 1la solution € ‘X(a) de 1l'équation différentielle

2

P) | B P ) =7 () .

5, FONCTIONS AYANT DES SINGULARITES SUR UNE DROITE DE B(a)

Soit o~ un nombre réel tel que jo~ 1< a ; soit F(z)

H une fonction

holomorphc dans la bande = a<x < 0 et dans la bande O <x<a

Flz + aé-a ) cst holomorphe pour z € B(g_g_g’_)

0‘+a)

Flz + 5 € B(a-;) .

Définition, - '93 (a,07) désigne 1l'enscmble des fonctions F(z) , holomorphes

dans la réunion de ces deux bandes, et telles que

s+ T e R(ED) | 7z + TR REE)

)
On définit de méme K (a,07) et ;J\'E(a,o’“) , en remplagant L par

~

"6{'0‘1:}3?_.

Définition. - m (a,cr) désigne l'ensemble des couples dec fonctions

£, =(f _, f+) tels que

-l " o +a
_0‘2 - e

: %
£ (t)e e DEL) , (e * e DEDH
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LI ]

On définit do méme Pt(a,0-) ot Dl(a,o) .
Définition, - La transformation dc Laplace . transforme

r_ e Dt(a,o-) on la fonction ﬁ[f_l_] = F(z) que voieci

si ~a<zx<o,

F(z + ¢) = ¥ [f_ (t)c-Ct] o ¢ =52

.
’

n

gsioo<x<a ,

Pz +c) = L[, (5)e%] ou c=TH2

Lvidoiment +  $ posséde encore los propridtés (1.2), ..., (1.6)

L& applique isonorphiquemcnt
D (o) e Dayode Da,o) s Lla,ale Ela,o)e ra, o) 5

si £ ¢ Di(a,0) , =i f,=f_ ctostnoté £ ,alors €& D1(2)

ot L[f 1= L[] .

si Pe Ri(a,o) ctsi £ = ¢ -1 F) , alors £ et f_ sont notées 3

-1
t,= ¥ (7], =% [7] .
+

Supposons quc F(z) ait pour scules singularités dens B(a) un nombre fini

dc points; alors

-l -

\
(5.1) \g__’_[F] - i_[F] = rés [F(z) ctz]

(rés : somme dos résidus dc ccs points singuliors)
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Prouwve de (5.1). ~ La formule (2.2) donne

T 4 e [T T T
2mi [£,(t) - £ (t)]=c P+ ) prv
oo P(z + “‘é“)
O =2 +io0 o =2
5t & oea Pz +=357) o,
-c Pl + &=2) dz
dt 2 g~ =3,
_ P(z+ >
+a . -~
> +ico o-2a + ioo
_ o4 I tz d F(z) tz
= B3 [ By ¢ 4z - PlF S Bz) © %
+a . -
*—722\ ~1m °~2a -100

i

d F t R , t
P(-a-t-) § é‘% e %4z =2Ni rés [F(z)e*?] .

Exemples. - Si z' = x' + iy!' et |x'{<agc , ona, avec o = x!

..

|

(5.2) $l[(sen. t:1)e @)= =2

(5.3) (i [(coth(ct) = 1) etz'] =Icr- cotg — A i

Preuve. - Vu (1.6), il suffit dc prouver ces formules quand y' =0 ;
vu la définition de S sur P (a,o) , (5.2) et (5.3) équivalent &
at
¥2
5.4) Llsmtx1)c™? 1=

N

Z

N

UL FOLaask
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at
; et
(5.5) Ll(cothot+1)e 2] =-E Cotg.é’lc. (2x & );

or (5.4) résulte de (2.6) ; vu (1.6), (5.5) résulte de la formule

~ct <
ﬁ [(cothct +1) " ]=ZL cotg L (zte)
- c 2c
qui est identique & (2.8) .

6. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE ¥ [f] HORS DE B(a) . - Notons

(6.1) o ¥ P(z) = F(z+ka) (k: nombre réel) ;

ol est donc la translation O - a

Lemme, - Soit =»(t) une fonction ratiomnelle et

F(z) = \vﬁ[gﬁé%]é ge(a) ;

F(z) est holomorphe dans le plan z muni des deux coupures réelles
[-w@,-2] , [a, +a
Pour prolonger analytiquement ?(z) hors de B(a) , on peut employer
la formule :
(et - ok-1) F(z) =+t 2mi rés[r(t) e-tz] , ou Ty>0 ;
rés désigne la somme des résidus des pdles réels de r(t) e -tz

Preuve., - Soit un polynome p(t) et

Fz) = [m] ;
vu (1.3) et (2.8)

F(z) est donc holomorphe dans le plan 2z muni des deux coupures réelles

. 8 -
[ -, ~a] et [a, o] ; puisque tg—gz—z- a la période 2a ,
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P(*‘a‘%)[F(z+a)—F(z-a)]=o .

’

F(z + a) = P(z~= a) est donc une cxponenticlle-polynome dans chacun des deux

demi-plans y >0 ¢t y<O ou ellec est définic; donc
Flz+a)-Fz=2a)=1[F(z+a) -Fz -a)] .

Or dtapres (3.6)
—~ o -tz
P(z) = - Ti rés oD
Donc
ot ( z+a)__e-t (z=e.)

-tz
Flz+a) = Flz=a) = T Wi ré _ + . (. €
(z+a) (z-2) + Ti res 5()sn(at) T 27i rés ;G—y

(13

. d R
En appliquant q(a; (q : polynome) & cette formule, on obtient lc lemme.

Lemme., - Soit

p(z) = [ =1 Ra)

chlat '

'F(z) est holomorphc dens le plen muni des deux mémes coupures. Pour prolonger

F(z) hors de B(a) , on peut cmployer la formule :

(ot o) Fz) = T 2ni  wés [ r(%) S
Preuve analogue. - Soit
1
F(z) = L[ NOECOREE

vu (1 03) et

IS

°
9

d -
p(—d.z ) Flz) = Nz
2 a

donc
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P(-a‘%)[F(z+a)+F(z—a)]=0 :

!

G—t(z+a) +e-t(z-a)
p(t)chlat)

Flz+a)+Fz-a) =t [Fz+a)+F(z-2) J=7 Ti rés [

-tz
- . ., €
=4 2N 1 rés -ﬁ .
Les deux lemmes précédents permettent d'établir le suivant, ol
CD et ’:}Q pourraient &tre remplacés par D ot X

Lemme 6.1, - Supposons que f(t)e D(a) et qu'il existe deux fonctions

rationnelles T, (t) et rz(t) telles que

1 1 1 1 1 1 D
f - - — — &
(t) 4 r1(t) [ ch(at) = sh(at) ] 4 r2(t) [ oh(at)  shlat ] @(a+20)
oW 0<c . Alors F(z) =¥ [ f] ocst holomorphe dans B(a + 2¢) muni des
deux coupures réclles

[—a-—2c,-—a] ’ [a,a+20] .
Pour prolonger analytiquement F(z) hors de B(a) , on peut employer

la propriété que voici : soit
-1
p(T,t) =p,(t) + Tp(t) +T7 py(t) ,

les P, étant des polynomes; soit, en notant Ty >0
’

¢ (z) =p (e, ?1%) F(z) i Ni rés [p1(-—t) r1(t) e—tz] , pour 0<x<2

§ (2) =p (&, £ ) F2)

I+

Ti rés [p2(-t) rz(t) e-tz] , pour = 2 <x<0 .,

Ona, si 2¢L a :

(6.1) b e Rizeo)
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=1
(6.2) £, []=p(c™%, «t) £(t) - p(-t) r,(v) ,

=1
(63) £_[01=2(c™", -) £(§) = py(= +) n,(t) .

Prcocuve., - Notons
\3‘ Ttr,
() = Rl -ggmy - Ay e Aleo)

1‘2-1‘1 r.+r
Rle) = gy ] o Re) =¥ AT
on a donc

F(z) = F () + F1(z) + F2(z)

Puisque F1 et F2 sont holomorphes dans le plan muni des deux

coupures [ =00 , ~a] , [a, + 0] , P(z) est donc holomorphe

dans B(a + 2¢) muni de ces deux coupures.

Vu (1.6) et les lemmes précédents, on a, pour |x| <c g 2 a

y#0 et Ty>0

I'-I' r.+r

F(z +a+c i[(f L 1 ) e-—(a+c)£ Je i(C) ’

4sh at 4ch at

F1(z+a+ )—F(z~a+c)+2nl res[ - —(Z+c)t]

R(s-a+o) =82 o e (o),

4sh at

I‘+I‘

-(2+c)%
Fz(z+a+c)+F(z-a+c)+2Wl res[24 e(z)]=0

"Fz(z"a g‘[ra,h pre (a_c)t]é %(c) .

-~ 21
Fonctions M - harmoniques ... I
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Dtolu, en ajoutant membre & membre ces relations @

Mz+a+c)tmi rés | r, e'(z+°)t] =¥ et L p ) et le () .
En appliquent p, (d/dz) & la relation précédente ot po(d/dz) tol! p2(d/dz)

4 F(z+ o) = Pl e'-Ct]" , on obtient :

bare)= LL{p™, o8) 2(8) = p,(- 0 2,(1) ) 7 Te H (o) .

Un calcul analogue donne
O (z=c) = LL{ ™, - 1) £(8) - py(-8) (1)} ** 3 e Hee) .

Ces deux dernidéres formules équivalent a (6.1), (6.2), (6.3)

Lemme 6,2, = Soit M un entier >1 , Supposons que fe Z)(M a) et qu'il

existe deux fonctions rationnelles r, et T, telles que

1 1 1 1
(6.4) 2(8) =570 [ gmimy - mrmny -7 = [ womey * wmoey J€

g)(Ma + 2¢c)

ou 0<c¢ . Alors, si c<a :

(6.5) o BVabe(e) _ Lo () [ty + sy 16 D (o + 20)

(6.6) o1t 2ty Lr (0) [ by - gy Je Dla v 20)

Prouve de (6.5). -

2r1c ~at

1 D . .
[ch(;\I at) ~ sh(M at) J=- sh(2 U at) e D((21-1)a) ;

(M=1)at
r1(t) e

1 1 1 B
r,(t)e ()2t ch(;’l at)” Sh(l at) 1-2 gmy + =60 1=




I-23
J+ Leray, Chap., I Fonctions M -~ harmoniques ...

e(2M-1 )at at

= 271 [ sh(2M at) ~ sheé at) Je D Ga) .

Le lemme 6.2 permet de généraliser comme suit le lemme 6.1

Proposition 6. - Soit un entier M>1 ; supposons 0<2c<a

.

b4
faisons 1'hypothese (6.4) . Llors F(z) = ¥ [£] est holomorphe dens

B(Ma + 2¢) , muni des deux coupures réeclles :

[-Ma=-2¢c,-Ma] , [Ma,Ma+2c¢ ]

Pour prolonger anelytiquement F(z) hors dc B(M a) , on peut employer le

propriété que voici : soit

M

p(T,t) = L T 13 (t) , P, étant un polynome;
m=-]M

soit, en notant Ty >0

°
e

$ (z) = p(, '&% ) F(z) ¥ Ti rés [pM (=t) r1(t) e-tz] , pour 0<x<2¢
¢ (2) = p(<, '&% ) P(z) T mi xés [p_(-t) z,(t) e %] , pour -20<x<0

Ona, si 2e<a ¢

L e‘?ﬁ(zc , 0)

F (0T =p(c, - ) £(8) - my (<0 7 (),
+

F (9] =p(eh, =) 2(t) = p (=) 7, (1) .

Notc . — Ces rés. sont évidemment decs exponentielles-polynomes
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Preuve. - Si m, =p_, =0 , alors (1.3) et (1.6) prouvent cettc proposition;

oma Ye X(a) «8i M=1 , cette proposition est identique au lemme 6.1,

I1 suffit donc de la prouver quand ona M>1 et

p(T t)—T pM(t) ou -—T pM(t) :

ellc s'obtient alors en remplacant dans le lemme 6.1

£(4) par e(M-1 Jat £(t) ou e(1-1~1)at £(t)

et en cmployant le lemmec 6,2

7. SOLUTIONS ANTI-ASYITPTOTIQUES D'EQUATIONS DE CONVOIUTION. - La propo-

sition 6 a pour conséqucnce la suivante :

Pronosition 7. ~ Soit

i
p(T,t)= L  thp(4)

M m
, alT,e)= L T
=P

==l

qm(t) ’

les p et étant des polynomes, q,, . Q n'étant pas identiquement
n 4 v Gy v Ly P

ml; soit r(t) une fonction rationmnelle; soit

(7.1) <§<z>~i[~—~il»t~)1

10) @ (z)e :}e(M a) @ (z) est holomorphe dans le plan muni des

deux coupurcs réelles

(-0, -(M+1)a]l , [((M+1)a, o]

’
. (5)
elle est holomorphc sur chaguec bord de ces coupures, sauf aux points

multiples de a

5) Nous n'analysons pas 1’» na turc de ces smgulamtes, aloro qu 11 est posslbl‘.
de la foire. Dans les plus simples des cas particuliers que nous rencontre-
rons, F(z) est méromorphe ou primitive d'une fonction néromorphc.
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20) @ (z) vérific 1'équation de convolution, qui emploic la notation (6.1) :

(7.2) al o, %‘Z“ )P (2) =7 Wi rés [ r(t) e-tz] (rés: I résidus pslck réls)

30) Plus généralement : définissons, cn notant Ty >0

ll

¢ (z) -—)@(z)“‘l‘(l res[-r;((--;- r(t)e¥? ] pour 0<x<a ,

b (2) = p(d, dz)@(z) Ini res[--T:t—;r(t)e—tz] pour -a<x<0 .

On a

Yeda,o ,

p(e™? py(~t)
i [¢]= e -—l r(t)--—l\;(—jr(‘c) ,

=1 J -at (-t)
(e ~t) (1) - P r(t) .
¥ _[¢)= T ®) -5

Preuve de 3°). = Il est évident que

f(t) § 2 éi(Mﬂ)

a(c™2t, ~t)

et que 1'hypothese (6.4) cst vérifiée , en Drenant

% rit
r(t)_-l-()—y , r(t)=-—-1-8—5-_ , 2c=a .
Uy t 2 4y t
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Vu la proposition 6 , & (z) cst donc holomorphe dans B((M + 1)a) muni

des dcux coupures réelle

[-(M+1)a , ~Ha] , Ma , M+1)a]

et le 3°) de la proposition 7 est exact.

Preuve de 2°) dans B(a) . = Dans ce 3°) on choisit p=4q ; on obtient
¥

]

0 ; done (7.2) vaut pour z € B(a) , y£0 .

Preuve de 1°). = (7.2) permet de calculer Py ( -a% )P (z+Ma) en

fonction des dérivées doe @ (z + (M ~1) 2) , ..., ® (z -Ha) et permet

donc de prolonger enalytiquement & (z) & tout le demi-plan x>0 , muni ‘

|
de la coupure réelle [ Ma, o] , les sculs points singuliers des bords de cet-

te. coupure étant les multiples de a . L'équation (7.2) permet de calculer
P M( ?&’% ) ®(z - M a) et de traiter de méme le demi-plan x < 0 , L'équation

(7.2) se prolonge analytiquement & chacun des demi-plans y >0 ot y<O0 .
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Chapitre IT

LA FONCTION DE GREEN (N+1)-HARI.ONIGUE

Ce chapitre étudie la fonction de Green du probléme que voici :

8. UN PROBLHME AUX LINITES.- Dans le plan de la variable complexe

z =X+ iy , considérons la bande B(a) : Ix! <a et son adhérence

ﬁ(‘eﬁ izl L a.

Probldme aux limites.- On cherche sur B(a) une fonetion

Trmérique F(x,y) vérifiant les corditions suivantes :

2 2
10) (@ ) 2)N+1

2 + F(x,y) = H(XyY) sur B(a) ’
ox Dy

la fonction ou distribution H é&tant donnée ;

20) Pj(xy % ’ %) F (X’Y) = Kj(xﬁ') (J = O,”"N)

sur les deux bords x =+ a de B(a), les Kj étant des fonctions données
et les pj des opérateurs différentiels donnés ; le plus grand de leurs

’

ordres sera noté N, ;

30) F(x,y) et ses dérivées d'ordres <2V + 1 + N, sont continues
sur B(as et croissent lentement & 1'infini.

L'hypothése suivante sera faite : notons

(8.1) pg(x,z, y 1) = (x +gd€*)n p(x, &, M) ; pg-l(x,’c) = pg(x,t,it) ;

(8.2) P(x,t) = dét(ﬁg(x,t)) (3 20,.00,N 30 =0,..4,N) 3

nous supposons que le polynome P(a,t) P(-a,t) de la variable t n'est pas

identiquement nul.
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Le théordme d'unicité que voici sera établi (n°12) sous cette hypothise :

ce probléme aux limites, quand ses données H et K, sont nulles, a pour
seules solutions des exponentielles-polynomes :
_ thz
(8.3) Re L (dh(x,z) e
h

(Bh : polynomes; th : nombres réels ; Re : partie réelle de ...) ;
elles sont les combinaisons linéasires d'un nombre fini d'entre elles ; on pour-
rait les expliciter (comme les n°28 et 29 le font dans un cas particulier).

On sait que pour résoudre ce probléme aux limites, il suffit de le résoudre
dans le cas particulier suivant : les K, sont nulles ; H(x,y) est la mesure

de Dirac O(z - 2'), z' =x' + iy' étant un point domné de B(a) ; F(x,y)

est alors nommée fonction de Green et notée G(z,z') ; nous lui imposerons d'&tre

anti-asymptotique, Plus explicitement :

La fonction de Green G(z,z') est définie par les conditions suivantes :

1°) G(z,z') est une fonction numérique réelle, indéfiniment dérivable,
de z€B(c) , pour z # z' ; elle est IN+1-harmonique, c'est-d-dire :
2 2
) N+1
(== + 92) &(z,z') = 0
Dx QY

1

2°) &(z,3') - ———o——ro
214 (w1 )2

% - z’tZN log |z - '}

est une fonction de 2z indéfiniment dérivable au point 2!, évidemment

(N+1)-harmonique ;

0] 0
30) pj(x, TR 7:)‘5:) G (z,2') = 0 sur chacun des deux bords de

BZaS:x::a.
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4°) I1 existe une exponentielle-polynome ﬁ(z,z'), clest-a-dire une

fonction du type (8.3) & coefficients fonctions de z!', telle que
G¢(z,z') - (?(z,z') [et G+ E]

tende rapidement vers O quand,sur Bfas, z tend vers im [et -ioo],

z! restant fixe.

Le théoreme d'existence que voici sera établi (n°18) sous l'hypothese qui

précéde : la fonction de Green G(z,z') existe. Nous savons qu'elle est

unique (n°12) ; nous préciserons sa structure et nous 1l'expliciterons (n°18) ;

nous calculerons enfin sa partie singulidre (n°19).

g, FONCTION (N+1)-HARMONIQUE DANS B(a).- Rappelons un lemme classique :

Lemme. Toute fonction (N+1)-harmonique dens B(a) est du type

N
(9.1) F(z) =Re L = Un(z) , (Re : partie réelle de ...)
n=0

On peut choisir
les fonctions Un(z) étant holomorphes dans B(a) ./ 1les Un(z) 34 croissance

At

lente sur B(a) quand F et ses dérivées d'ordre < 2§+1 sont 2 croissance

lente.

Preuve.par récurrence sur N.- Supposons prouvé que

N-1 2 2
AR(z) =Re L " V. (2) (A=®2+®2)
n=0 n %X Qv

’

les Vn(z) étant holomwrphes dans B(a) [et & croissance lente, si c'est le

cas pour AP et ses dérivées d'ordres < 2N§-1], Pour qu'on ait

N N
Re . x V(z)= ARe I x Un(z) ,
n=0 o n=}

il suffit qu'on ait :
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dUn )
2n E;" + n(n + 1 ) Un+1 = Vn—T . (n = N, coe ,1 H UN+1 =0 ’

d'ol, par quadratures, des Un(z), holomorphes dans B(a) [& croissance

lente], tels que

N

. n

Are[F - 21 £Ul=0 ;
n=

d'olr le lemme,
10. FONCTION (N+1)-HARMONIQUE DANS UNE BANDE VﬁRIFIANT UNE CONDITION
DIFFéRENTIELLE SUR L'UN DE SES BCRDS.

Lemme. Si p est un polynome et n un entier =0, alors, quelle que soit

la fonction f, on a :

D t@] = M D) )

n 4 "

B €)= (e TP RO
Preuve., La formule de Leibniz donne

d\r _ (4,r 4 yr-1 .

) [x 2] = =D £G) + 2™ £ 5
le lemme est donc vrai quand n = 1. Une récurrence relative & n achéve
sa preuve,

z ’ . rd . C‘) a)
Notations. Etant donné un opérateur différentiel p(x,'iig,'7§; , nous

posons :

(0.1) 2™, €,1) = (x4 T 5lxm L,1), Ft) = 2™ (x,t,3t)

s n
On a donc 1'identité, qui caractérise les p :
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[¢0] n

X e b
p(x, ¢ +T, it) = [ "l p(x,t) .

n=0 :

A

Le lemme qui précéde a pour conséquence évidente le suivant :

Lemme, Si les fonctions Un(z) sont holomorphes, alors

o o N n % n a
p(x, -5;;'/“3;)% nZ=O x U (z) =Re 2, p(x, 37) U (2).

Hotations.- Nous notons 2z = x-iy 1'imaginaire conjuguée de 3z ; &tant

donnés vne forction U{z), son imaginaire conjuguée U(z) est définie par

la relation
0(z) = wa) ;
elle est donc holomorphe en méme temps que U.

Hous rotons
(10.2) 0(z) = 0(-2), »(z,t) = B(x, -t) .
Rappelons le principe de réflexion classique :

Lemme. Si V(z) est holomorphe dans une bande x €]}, Y[ et continue sur

la droite x =] , alors la condition
v(z) =0 pour x =P

équivaut aux suivantes :
7(z) est holomorphe pou-r xe2p-Y,Y[; VW(z+p) +V(z=-B)=0.

Les deuxz lemmes qui précédent donnent immédiatement le suivant :

Lemre 9.— Soit, dens une bande X €] P ¥[ , une fonction (N+1)-harmonique

ri=

F(z) = Re = Un(z) ,

i

n=0
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vérifiant la condition d'ordre 1,

(10.3) p(x, “‘3?; R ";2)2;) F(z) = 0 sur la droite x = ?’

H
nous supposons que, sur cette droite, T(z) est (200 + 1 + N,)-fois continfment
différentiable. Alors cette condition (10.3) équivaut auz suivantes :

N n d
p (P, 5) U (z+D)
n};o ’ dz’ "n
est holomorphe pour z& B(IY -\")) H

N
N =n d AN dy A
y PR,y Ulz+p)+ L 5(p,3) U (z-p)=0 .
n=0 o
11, FONCTION (N+1)-HARNONIQUE DANS UNE BANDE, V’E{RIE‘IMIT N+1 CONDITIOHNS
1
DIFFERENTIELLES SUR L'UN DE SES BORDS.- Notations. lfous nous donnons N+1 opéra-

teurs différentiels

J J . o
pj(xs Dx ’ E)Y) (J =0y 1y000, J) s

conformément & (10.1), nous définissons p?(x,t) par (8.1) ; nous définissons

P(X’t) par (8.2).
Le théoreme suivant est un cas particulier des théoremes de réflerion de

Hans Lewy [6] , F. Sloss [7] et D. Brown [2] :

THEORIE DE REFLEXION.- Soit, dans une bande x¢]p,¥[ , ume fonction

(¥+1)-harmonique

T
(i1.1) Mz) =Re T ¥ U(z),
n=0

=
<

vérifiant les W+1 conditions différentielles :

(11.2) pj(x, _57; , —53;) F(z) = 0 sur la droite x = P (3= 0,1,...,1) ;
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soit N, le plus grand de leurs ordres ; nous supposons gue, sur cette droite,

F(z) est (27 + 1 + N,)-fois continfment différentiable ; nous supposons le

2

polynome en t P([} ,t) non identiquement nul.

1°) Ces conditions (11.2) &quivalent aux suivantes :

(11.4) Un(z + (3) est holomorphe pour z€B(\¥ - Bl) ;

N a N, d\ a .
(1.5) ¥ PP ;) Tple +B) + T By(Bgg) Uz =) =0 (5=0,.00) .

2°) 8i P(z) et ses dérivées d'ordres < 2N + 1 + N, sont & croissance

lente sur la bande xe[(ﬁ,)’[ , fermée sur son bord x =[3, alors

(11.6) Uz +p3)e P (Y - BI) .
Preuve de 1°).~ On applique le lemme 9 : les fonctions

N X
(11.7) I (B 5 Uylz +B)
sont holomorphes dans B(](B - Y1) ; puisque dét pg((g , a%-) #0, 1les fonctions
Un(z +B) , qui sont holomorphes pour x €]0, Y- {3[ , se prolongent donc
analytiquement & B(|Y - PJ).
Preuve de 2°).- L'hypothése faite sur F(z) implique que les fonctions
Un(z + p) et leurs dérivées d'ordres <N, sont & croissance lente dans la
bande xe[0, Y-p[ ; donc, vu (11.5), 1les fonctions (11.7) € Je'(lY - BN ;

dtou (11.6), par intégration sur les droites x = const.



J. Leray, chap. II, Fonctions I~ harmoniques... IT - 34

12, UNICITE, A DES EXPONENTIELLZS-POLYNOMES PRES, DE LA SOLUTION DU
PROBLENE AUX LIMITES INONCE n°8,- Supposons : les domnées H et K, de ce
probléme nulles ; .

(12.1) 1e polynome ©P(a,t) P(-a,t) non identiquement nul.

Alors, d'aprés le théoréme de réflexion (n°11), les solutions de ce probleme

gont les fonctions

N
F(z) =Re T ¥ U (z)
n=0 n

vérifiant les deux conditions : Un(z) est holomorphe dans B(2a), 2 croissance

lente dans toute b(2a) ;

N
n d AN d Py -
;EO Pj(ja, dz) Un(z + a) + % pj(ta, Fp Un(z + a) 0

Introduisons la transformée de Laplace (ch. I):

w(t) = £ 7 {ufe)] ;
notons .
(12.2) 8, () = w (-t) 5

d'aprés le n°2, (1.3) et (1.6) les conditions précédentes s'énoncent :

(12.3) u () e Dr(a)

N -2t n N at n .
y e p.(a, =t) u (¢) + ¥ e p.(a, -t) un(t) =0,
n=0 J o n=0 J

(12.4)

N at n N -t ng . A
Z ) pf(-a, -t) u (‘t) + Y e p‘(—a, "t) un(t) =0 .
n=0 J n n=0 J
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Notre probléme aux limites se raméne ainsi & la recherche des distributions
w et ﬁn , vérifiant (12.2) et (12.3), solutions du systéme linéaire et homo-
géne (12.4). Le déterminant de ce systime va &tre désormais essentiel.
Notation.-~ Notons

T p’?(a,’c) ! ﬁg(a,t)
(12.5) Q(t ,t) = aét
T_1 Pﬁ(-a,t) rf)i(-a,t)

0{1 m, n, j, k=0,1,...,N

A, t) =alt ,t) 5 &t ,t)

-o

-1

il

Q(T ’ "t) .

Propriétés de Q(T ,t).- Q(T,t) est un polynome en T, VL

] ’

(12.6) At , 1) = (O o(1,1)

3
les seules puissances de T que contient Q(T,t) sont

(12.7) T 2N+2,..., 224k yooo -2 (0 gk NH)

ses termes de plus haut et plus bas degrés en T sont
(12.8) 122 p(a,t) Blea, t) et (<) 172 p(a 1) B(a,t) .

Preuve de (12,7).- Dans le dét. (12.5), multiplions
les (N+1) premidres lignes par i
N+1 autres lignes -i

+1  derniéres colonnes -1

nous obtenons Q(iT ,t) ; donc

Q(it ,t) = (-1 )N+1 QT ,t) ;

T 2N+2-4k

Q( T ,‘h) ne contient donc que des puissances de T (k entier).



J. Leray, chap.II, Fonctions M - harmoniques... II- 36

Les solutions de (12.4) vérifient

(12.9) e, ) u (1) =0 .

or, vu (12.1) et (12.8) Q(eat,t) n'est pas identiquement nul ; 1'ensemble de

ses zéros t, est fini ; (12.9) signifie que

u(t) = GBS (b + 1),

'CJE étant un polynome dont le degré est inférieur & l'ordre du zéro t, de

o(e®%,4) ;5 dton, vu (2.5)

t .z
v =h b
Un(z) = L wn(z) e .

[~

Dol le théoréme suivant, qu'a déji résumé le n°8 :

THEORJME D'UNICITE.- Supposons 1'hypothese {12.1) vérifide. Soit F(z)

une fonction vérifiant les conditions suivantes :

10) F(z) est (N+1) - harmonique sur B(a) ;

2°) ¥(z) vérifie les N+1 conditions aux bords

p(x,—,g; -——)() pour X =+a, j=0,..s, N ;

les p,j sont des opérateurs différentiels donnés ; leur plus grand ordre

est N

o 3

3°) F(z) et ses dérivées d'ordres < 2N+1+N, sont 3 croissance lente

sur B(a) .

Alors F(z) est nécessairement une exponentielle-polvnome :

_ thz
P(z) =Re L W (x,2z)e ;
n h
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t, estun zéro réel de la fonction Q(eat,t), que définit (12.5) ; ses zéros

réels sont en nombre fini et deux & deux opposés ; ZSh(x,z) est un polynome

)
dont le degré en x est au plus N et le degréd en =z inférieur/i'ordre du

z&ro th .

Ces F(z) constituent donc un espace vectoriel de dimension finie.

Puisque deux exponentielles-polynomes ne peuvent &tre anti-asymptotiques

sans &tre nulles, ce théoréme donne :

COROLLAIRE.- Sous 1'hypothése (12.1), il existe au plus une foncition de

Green.

13. DéBUT DU CALCUL DE LA FONCTION DE GREEN.- Le n°8 a défini cette
fonction. Nous faisons l'hypothése (12.1).

Le théoréme de réflexion permet d'exprimer qu'une fonction G(z,z') est
une fonction de z (N+1)-harmonique dans B(a), pour =x # x' , et qu'elle vé-

rifie les conditions aux bords imposdes & la fonction de Green ; il suffit que :

N
(13.1) @(z,2') =Re L U (z,2") ;
n=0 n
~
(13.2) Uh(z,z')e H(2a ~|x' ,x') (en tant que fonction de z) ;
(15.3) 7 Pla S (era) s L a0 (24 a) =0
. L Pl ghlrte) v Loopglin 0 e =0

La fonction G(z,z') & la singularité imposée & la fonction de Green

quand on a, mod. les fonctions de (%,y) indéfiniment dérivables sur B(a) :



J. Leray, Chap. II, Fonctions M - harmoniques... II- 38

2 4N (w1)2e(z,2')

lz = 201N loglz - z'l

= Relz =zt log(z - z')

= Re[2(x-x') - (2 - z')]N[z - z‘]N log(z - 2!)

N Ne-n N-n n+k

“1) N2

=Re § Y ( Oxt (z -
220 koo \(N-n-k)in'k!

z')ZN'n-k log(z - z').

I1 suffit donc qu'on ait, mod. les fonctions holomorphes de =z :

Nen Nen .n+k
5-1! 2 k 2N-n-k
27(4 NiU (Z Z ) X 0 TR Y x"(z - z') 1og(z -z')

cltest-bi-dire

2N+1 Un(Z,Z')

1
=2 (x‘, — ’
GDZZN+1 dz’ z - z!

en notant

Nen N
(=1 2‘ (2N-n-k)! Atk-2-2 _ k ntk
(1304) ‘8 (X' t) = an X (N—n—k)'k' ’ X’ t .

I1 suffit donc qu'on ait, pour c>a :

€@N+1 Uh(z,z')

G322N+1

(13.5) E (x' -—0 cotg-—i~:&—l 3 96(2& - Ixt]) .

2c

En résumé :

Lemme 13.- La fonction G(z,z'), définie par (13.1), ol les U, vérifient

(13.2), (13.3) et (13.5), est la fonction de Green, si elle posséde la propriété
N Y

suivante : il existe une exponentielle-polynome G(z,z'), du type (8.3), 2

coefficients fonctions de z', telle que

G(z,z') - Ekz,z') [et G+ E]
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tende rapidement vers O quand 2z tend vers i o [et ~im[, 2z' restant

fixe.

Note.- Qn est caractérisé par 1'identité suivante, que nous emploierons deux

fois

(13.6) Ig 20 (2, L) 2oz =) (geg' )V (Ggrn)]
: n=0 n 7 dz aN)! T oA 2
470 (wy)

Preuve de (13.6) :

g 28 (x' 4y %"ﬁ'ﬂ = g N}-:n (<) (gog! )P (px)P _LZ_x')k _
n !

00 ? dg 00 koo TN (Ne-n=ic)! n! k!
AW N ¥ (gezt ) (Geg )
T > (z=z'=w) (z=z'=2x+x'-w) = N = .
T4 () w4 (W)

14. APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE A LA RECHERCHE DES Un.-

Employons les définitions du n°5 ; notons
-1
-1
(1401) un_.(t:Y') = ;ﬁ_,[Un(z,z')], un+(trz') = .f+ [Un(zsz‘)] .

La condition (13.2) s'énonce :
' }
&»-gaﬂgﬂgi)t o

X'-lxY
u, e e Dla + 5 ) .

(14.2) ( X'“\X" )'t
-\la+—7>"" ~ 1 t
u e * 2 £ ZD (a - 5“-';'1‘2"!)

n+

o4
Vu (5.2) et la possibilité de diviser par t dans 9D, la condition (13.5)

g'énonce comme suit : on a

(14.3) w, o+ zlm 'gn(x" -t)[coth(ct) + 1] etzé' 53(2& “ix't) ,
t

le premier membre étant indépendant du choix du signe + . Il est évident que
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x'+ ‘X'\ )t

1 ¢ la- ~ Cixt
2N+1 Qn (xl, -t)[coth(ct) - 1] etZ e 2 e %(a + X' 2‘x l) ;

t
donc (14.3) implique (14.2)1 ; il implique de méme (14.2)2 .

Dtautre part (14.3) signifie qu'il existe une fonction

1 t
un(tsz') = un+(tyz') + t2N+1 'ﬁn (x'9 ‘t) etz
(14.4)
1 ]
=u (t,2") ":é'ﬁ_ﬁ en (z', =t) o%2
telle que

(14.5) un(t,z') + t2;\7+1 ‘gn(x', -t) %2’ coth(ct)eg)(Za -1xt}) .

En résumé, (14.1) transforme les conditions (13.2) et (13.5) en (14.4) et
(14.5).

Ecrivons maintenant la relation en laquelle (14.1) transforme (1%.3) :

Définition de ﬁn(z,z') et ﬁn(t,z’).- Nous notons comme si z' é&tait

constant :

ﬁn(-z-le) = Unzz,z's , ﬁn(z,z') = ﬁn(-z,z‘) ;

(14.6) ﬁnt(t,z') = un+(t,z') (t réel), ﬁni(t’z') = ﬁnt(-t, z') ;

G‘n et ﬁn se définissent de méme.
D'od, vu les définitions du n°5, les formules, dont l'analogie avec (14.1) '

n'est que partielle :

(14.7) G, (e = RTI0 (501, d,(620) = 6 (2,2)]

D'aprés le n°5, (14,1) et (14.7) donnent :
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a,z')

t+

It

Un(z £ [un+(t,z') e+at] pour z €¢B(a -1x'l) ,

Un(z ¥ a,z')

]

£ [6,(6e) 2] pur mesle )

-
done &£ transforme (13.3) en la relation

N = JUS

43t n - a N
}50 e pj(ta, ~t) un+(t,z') + T oot p3(+a,—t) , (t,2') =0
N - n=0 = z

Portons dans cette relation 1'expression (14.4) de u et l'expression de

+
an+ qui s'en déduit par (14.6) :
- _1 p ~tz!
un(tiz') - un-:(t’z ) + ON+1 (X )"'t)e ’
nous obtenons le systdme : .
il -at n N t
L e p.a,=t)[u (t,2') = v (t,2") 1+ T & p(a,-t)[& (t,2!)-¢ (t,2")] =¢
=0 b n n =0 3 n n

(14.7)
N

N
L& i)l (600) + v (820} T Bioa) (5247, (8,20)] = 0

ol, puisque en est réel :

vn(t,z') = t211\1+1 en(x',-’cl) ot
(14.8)

" 1 "tE'
vn(t,z')z ..———--—tzNH Q n(x',+t) e .

Si nous ne tenons pas compte de la relation liant u et ﬁn , (14.7) est
-at . .
un systéme linéaire, dont le discriminant Qe a ,-t) n'est pas identiquement
nul : le n°12 1'a déduit de 1'hypothese (12,1) ; il définit donc un systeme

unique de fonctions w o ﬁn . Ces fonctions vérifient la relation liant
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A
u et u
n’

- puisque * laisse invariant chacune des équations (14.7).

Wous avons donc établi le

Lemme 14.~ Si la solution uh(t,z') du systeme lindaire (14.7) vérifie (14.5),

alors les fonctions
- 1 tz!
(19.9) U (a21) = Ll (5,20 Ty € (a1, -0)o"']
vérifient les conditions (13.2), (13.3) et (13.4) qu'exige le lemme 13,

nJ
Note.- (14.9) emploie sur ) (2a -|x'},x') 1a définition de ;fy[ft]

qu'énonce le n°5

15, LA SOLUTION DU SYSTENME LINFAIRE (14.7) est donnde par les formules :

(15.1) Qe™¥,-t)u (t,21) = T (™ —t)v (,21) + L RI(e™2F,-t) ¥.(t,2')
" j ! g 0 J
o QT ,t) est le dSterminant (12.5), les Q(T,t) et RI(T,t) étant des

déterminants que nous allons définir et étudier.

Définition de Qi('c t).— Clest le déterminent qui se déduit du déterminant

Q(t ,t) en remplagent la colonne

S
T p§(a,t) par T pj(a.t)

T p, (-2, t) -1 (b)) .

Notons

BT,H =t,0) 5 Blr,e) =TT

On établit, comme pour Q , les

- -1
Propridtés.-~ Qi(r ,t) est un polynome en T, T ;

: s
les seules puissances de T que contient Qr(t‘,t) sont
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2N-2 2+2- -
T seees T *2 4k,...,r A2 (0<k<N) si r#£s,

(15.2)

_. 2N+2 2N+2- 2N~
L gevey [ 24k,...,-c 2N-2 (O$k$N+1) si r==5,

r
les termes de Qr('r,t) de plus haut et plus bas degrés en sont

2N+2

(15.3) 127 Pa,t) B(-a,t) et (=1)"1722 p(Lg,t) B(a,t) .

P S
Définition de R (T ,t).- C'est le déterminant qui se déduit du déterminant

Q(T ,t) en remplagant la colonne

Ir -] A
ij(a,’c) 7 - p?(a,t)
par

-1 r -
T p(-a,t) - T B(-at) .

Propriétés de Rj(T',t).— Ri(T‘,t) est un polynome en T, T_1, t

les seules puissances de T que contient Ri(T‘,t) sont

2N-4k 2N

(15.4) T . (0<k<N) ;

les termes de Ri(T‘,t) de plus haut et plus bas degrés en T sont
(15.5) 272 2%(a,1) B-a,t) et (<) 217 B-a,t) B(ayt) ,

en notant PS(x,t) le déterminant qui se déduit du déterminant P(x,t), que

définit (8.2), en remplagant sa colonne p?(x,t) par ﬁ?(x,t) .

Preuve de (15.4).- Dans le déterminant R:(T‘,t), multiplions
les N+! premiéres lignes par i
les N+1 autres lignes par ~i
les N+1 derniéres colonnes par -1

Y
leme

la r colonne par -1
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nous obtenons Ri(iT ,t) 3 donc
R(it,t) = (D" B(T,1) ;

-4k 4o 1 (k entier). Pour

Ri(T ,£) ne contient donc que des puissances
achever la preuve de (15.4), il suffit de prouver (15.5).
Preuve de (15.5).~ La définition de Ri peut s'énoncer comme suit : %Ri(r ,t)

est le déterminant qui se déduit du déterminant Q( T,t) en remplagcant la colomne

-1 a8
T‘pg(a,t) T B(a,t) 0
par ou par
T—1 I‘( ) AS .
‘Pk -a,1 0 - T Pk("a)t) H

dtou (15.5).

16. LE CALCUL DE Un(z,z').- Lemme.- La solution un(t,z’) du systéme

(14.7) vérifie 1'hypothdse (14.5) du lemme 14.

Preuve.- En portant les valeurs (14.8) de v, et \“rn dans (15.1), nous
obtenons

N (e, —t)  D.(x',-t)
(16.1) wu (t,2') = T % i
i=0 Q

tz!
e

(e—a‘b,_t) t2N+1

J¢.~at -
N Rn(e "'t) -GJ(X' 9+t) e__tzl
2N+1 :

520 o(e™2%,-t) t
Les propriétés (12.8), (15.2), (15.3) et (15.4) de Q, Q; et Rz montrent que

n, at

(e™",%) ™
AR - coth(et) € P (4a) , pour 2a<cg
Q(eat’t
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]

Rj(eat t)

j(eat -~
% € D(4a) pour ;41 ;

n 14%4
Q(eat,t) Q(eat,t) € g5(2a) .

Dtolt (14.5) .
Vu (16.1) et (1.6), le lemme 14 s'énonce donc :

Lemme.~ Les fonctions

Uh(z,z') = Vn(x',z-z') + Wh(x',z+E') ,

ol
-at
. N Q™) Lat ) g (x,-v1)
hea) e =L 1 a=o a(e8%, 1) tzw " 2 1 e #0),
R"J( et ¢ Q vt
(16.3) W (x',2) = - 1 Z ! (ZN a2 ¢ 3‘6(2&) ’
=0 Q(e2%,t) t

vérifient les conditions (13.2), (13.3) et (13.4) qu'exige le lemme 13.
Note.- (16.2) emploie la définition de £[f+] qu'énonce le n° .
Ce lemme 13 s'énonce donc :

Lemme 16.~ Soit

N
(16.4) G(z,2') =Re § xn[Vn(x',z-z') + Wﬁ(x',z+§')] ,
n=0

V, et W étant définis par (16.2) et (16.3) ; G(z,2') est la fonction de
Green s'il existe une exponentielle~polynome §2z,z'), du type (8.3), & coeffi-
cients fonctions de 2z' , telle que

G¢(z,z') - a(z,2') [et G+ @]
tende rapidement vers O quand z tend vers i [et -im], 2z' restant

fize.
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~
Pour obtenir G , simplifions 1'expression (16.4) de G .

17. EXPRESSION DE G AU MOYEN D'UNE SEULE FONCTION HOLOMORPHE ®(z).-

Définition.- Soit

(7.0 86 = Lhmmlo— 38 ((am2)a) .

Rappelons que la proposition 7 s'applique 2 (=) ; nous notons

o5 O(z) = Pz + ka) (k : entier >0 ou <0) ;

nous avons d'aprés le 2°) de cette proposition :

a - Z2N
(17.2) Q(Q‘f&;)q)(Z) =+T(i'("2ﬁ')‘"!' , Ol +y>0,

Calcul de Vn(x',z) et Wn(x',z).- Diapres (1.3) et (1.6) , (16.3)
s'éerit

o

(17.5) W) == § B(e, DL (e ,m L)) e Hiea) .

j=0

La proposition 7, ou l'on fait

N j 4
P(T ,t) = § Qn(T ,t) Qj(x';t) ’ Q(T :t) = Q(T ot) y T = t2N+1

(1)
M= 2M42 , pM() Q (x',t) ,%:-Qn(x',t), W o=V

n
=M

donne, en prenant + Xy >0 :

£ (xr,-1).

(17.4) ¥ (x',2) = z (e, £ 2(xt, £ (2) +mres[—m—-—-e‘“3

On pourrait appliquer & (17.1) la proposition 7 en y remplagant a et T

par 2a et T 2 s la relation (17.4) vaut donc dans B(2a) .
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N
Cslcul de Re L =V (x', z=z').= Op &
n=0
P _(z',-t) ~t(z-z')
. 1 —t(z—z') Ay L ore
vés [ e 1-4 a(x's 32) wésl 2 1

on le prouve, par exemple, en transformant le rés. en une intégrale par la

formule de Camchy. D'ol, vu la formule (13 6), qui caractérise ‘e

N R -t) ~t(amet) e
nzo 2 [réa e 2=27/7 = nZ xn—e (x', -d—z (Z 2 =
_ lz-z! iZN
N—H(N')

Puisque cette valeur est réelle, (17.4) domne

(17.5) Re n§0 2V (x',z—-z') = Re n§0 J—Z-O & Qn(cx dz) 'ej(x',-(%;) O(z-2t).

L'expression de G(z,z') stobtient en portant (17.5) et (17.3) dans
(16.4)

1=

(17.6)  &(z,2') = “@ i) L3 B (e-ar) -

iMz
[
"

cre T L 2R, P RMCRE SLICE DI
n=0 j=0

~ .
On voit de suite que la fonction G , envisagée par le lemme 16, existe : c'est

N N .
1) 8(z,2') =Re ¥ X#JW,)QU-ﬂMMO—
(17.7) &( )anojﬂ) Lo, 37 +4lx

cred b AR, e, - e .
n=0 j=0

¢(z,2z') est donc la fonction de Green.
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Enongons les résultats ainsi prouvés :

18, LES PRINCIPAUX THEORMIES. Notations.- Nous notons :

U ,
Vi) = Lo R neden,y
n=0 j=0 J
(18.1)
N E n Iy
W(X’X"T’t) =- L L x e.(X',—t)Rg(T ,t) 3
n=0 j=0 J
2

“2 ra
ce sont des polynomes en X, x', UV ,T ~,t de degrés N en x eten x!',

1

2N+2 en T eten T 23 est défini par (13.4), Qg et Rg par le n15 ,

Q par le n®2 ; F par (11.1) et p?(x,t) par (10.1).

(18.2)  §(2) = £ [ € J€((2m2le) .
£ Qe

ta‘t)
«k@(z) = P(z+ka) (k : entier >o0u<0) .

Les propridtés de § sont données par la proposition 7 : ((z) est

holomorphe dans le plan muni des deux coupures réelles [~ oo, - (2W+2)a] ,
[(2¥+2)a, + o ] ; elle est holomorphe sur chaque bord de cette coupure sauf aux
points multiples de 2a ; elle vérifie 1'équation de convolution

2N
(18.3) (e, ) P () =Fnify, » O £¥>0.

D'autre part, (12.6) donne :
3(z) = (-0 B(a)

et (3.6) o

Q(e®F, )

1.

~ , e
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Le n°17 a prouvé :

LE THEOREME D'EXISTENCE.- Si le polynome P(a,t)P(-a,t) n'est pas_identique~
ment nul, alors la fonction de Green G(z,z'), que définit le n°g, exigte : elle
est unique (n°®12).

THEORRME DE STRUCTURE.- On &

(18.4) C(z,2') = ReVlx,xt, o, B (2-21) + ReUlx,x', «, ) § (a4),
U et W 4tant les polynomes (18.1) ; on a de méme :

(1805) E(an') =ReU(X,X', o(,_@z_) 5(2-2')+Rew(x,1{',0(,"d%) 5 (Z+Z') .

L'EXPRESSION EXPLICITE DE (z) est donnée par (18.2), dont le no3
explique le sens. Si Q(T,t), V' (x,x',«,t) et W sont divisibles par un
méme polynome Nde t, on pout les remplacer par Q/ A s V/A et W/ A
dans (18.2), (18.3), (18.4) et (18.5) : voir (1.3).

Dans divers cas particuliers on peut mieux expliciter 1, W et §

(voir chap. 3, 4, 5).

19. LA PARTIE SINGULIERE DE C(z,2').- la définition de G(z,z') (n°8)
précise quelle est la partie singulidre de G(z,z!) quand z' reste & 1l'intérieur
de B(a) ; les résultats qui précdédent permettent d'étudier 1'allure de G(z,z')
quand cette condition n'est pas vérifiée.

Partie singulidre de Re V" O.- D'aprés (17.5) et (16.2)

N
(19.1)  ReV{(z,x', X, _Q_) D (z-2') =Re L " Vn(x', z-z')
n=0
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L@ ,=0) Q) P (x,-)

2N+ + JEY

N
(19.2) v (x',2) = L[Z
=0 ¢

2 (=

2N+1 (coth(ct) + 1)]

,c coth(ct)] -
a(e™",-t)

- L

N
au second membre de (19.2), le premier terme ¢ € (4a), vu Les propriétés (12.8)
de Q, (15.2) et (15.3) de Qg car on choisit ¢ > 2a ; le second terme est

domné par (5.5) et (1.3) ; c'est

- 98[‘2‘%'1%%21 (coth(ct) + 1)] =~ ‘Y» (x' -—-) f L%—W-;-— cotg-——-dw

ou f est défini par les conventions du n°4, appliquées & l'une des bandes
xef[0,2¢] ou xe[-2¢,0]. On a done, mod. les fonctions de (x,y,x',y') holo=

morphes pour |x-x'{<4a , x,y,x! et y' réels :

gzt

N , \2N -
I v (x' z-z1) Eltc- X xng (x' --) j 2z &’ - cotg%dw :
n=0 :

puisque en est d'ordre N , 1'identité (13.6) qui caractérise en donne
z-z"!

Z = V(x',z--z')~

- T
_..._E.}‘.;'__.__..Z_ j (z_.zl..w)N (z-z’+w)Ncotg -'—’2: dw
n=0 c 4 (NY)

ctest-a-dire

i

S )z-z'izN loglz-z'} .

S
an 2 (w)
Dtod, vu (19.1) :

1

N \z—z'!aN loglz-2z'l .
2m4 (N

(19.3) RelH(x,x!, % ,'&q;) P(zwz) = 5
)
Autrement dit : Re ’U‘(I) a sur B(as la partie singuliére que la définition de

¢ (n°8) impose & G dans B(a).
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Partie singulidre de Re WHP.~ Draprés (17.3) et (16.3)

N
(19.4) Re W{(x,x!, “;3‘%’)@(%‘5’) =Re L W (x',z+'7:')

n=0
¥ £.(x,t) BI(e™,ot)
19.5) W (x',2) = - £[ L _
(19.5) (x'52) [3 "o ,c2N+1 Q(e-at’_t)

Les propriétés (12.8) de Q et (15.5) de Rg donnent mod D (6a) :

Rg(eat,t) _ o2Nat pJ(a t)B(wa,t) + (=) Mot P (e, t)B(a, t)
Q(eat,t) - 2(N+1 )at P(a,t)P(-a,t) + (_1 )N-H e—2(N+1 )atP(-a,t)P(a,t)
28t PJ(a t) 28t P (-a £)

= Sh(dat) P(a gyt sh(4at7 P(—a O

En portant cette formule dans (19.5), on obtient mod H€ (6a) :

W (x',z) = 2 g ? (x -'-d-)Pj(a g-)af[ 1
n'c B R P " dz' " n'™ dz 42+ p(a,~t)sh(4at)

N
-2 ¥ 4 Pj -a 4 £ 1
. ’, ’
o ; '?3(1 dz) n( dz) [tZNH P(-a,-t)sh{4at)

En portant ce résultat dans (19.4) et en employant les notations ci-dessous,
on obtient mod., les fonctions de (x,y,x',y') holomorphes pour [x+x'|< 6a ,

X, ¥y, X' et y! réels :

(19.6) Re Wix,x', &, £) B(243') =

- d -
Re Ufa,x,x!, -c%-z-) @ (a,z+z'+2a) + Re U(~a,x,x*, '&'Z-)@(-a,z+z'-2a).

Vu la 3°) propriété de @ , cette formule montre que ReW ® est régulier sur

BZaS y sauf quand z et 2z' viennent se confondre sur sa frontidre,
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Hotations. Wous notons, comne le fera le chapitre IIT :

¥ u

(19.7) W+ a,x,x!,t) = =2 X r an.(x',—'t)PjG a,t)
n=0 j=0 J o=
(15.8) Ol a2) = = L[ —er— 1« Feaa) .

P(+ a,-t) sh(4at)

Propriétés de © .- 1°) Vu (1.3) et (2.8), on a

d y 42+ L, Tz
(19.9) R a5 Ot e2) =-goteg -

20) W (3.6), © (-_!— 8,z) est anti-asymptotique 3

~tz
(19.10) g(t a,z) =+ Ti résf =

Py P(+ a,-t) sh(4at)

~e

ces deux propriétés caractérisent évidemment Q
30) © est donc holomorphe dans le plan 2z muni des deux coupures réelles
[‘ ® 9"'43] ’ [439 + 03] .
Les formules (18.4), (19.3) et (19.6) prouvent le

THFORIZ:E SUR 1A PARTIE SINGULIZRE DE C.-

2
(19.11) o(z,q) - 42=2!l" logiz-z!]

- - Re‘u(a,x,x‘,*-d YO (a,z+z'4+2a) -
W, 12 dz
214 (i)

- Re W(-a,x,x" ,gz—) O (-a,z+z'~ 2a)

est une fonction des variables réelles (x,y,x',y') holomorphe pour z et

z' ¢ B(2a).
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Note.- Les deux premiers termes de la partie singuliére de G :

lz—z’)leoglz-z'l d -
= 5 + Re W(a,x,x',==) O(a,z+z! + 2a)
214 (N1) dz

donnent la singularité de G(z,z') quand z et z' viennent en un méme point
du bord x =a de B(a) 3 leur calcul n'emploie que les conditions aux limites
données sur ce bord.

Cette remarque et l'un des théordmes de réflexion de Hans Lewy (fonction
harmonique, condition au bord & coefficients constants, bord rectiligne) sug-
gérent 1l'hypothése suivante :

Probléme.- La fonction de Green, (N+1)-harmonique, du demi-plan x >0,

lant au bord les p.(0, == , —==) esteelle
annulant au bord les ps(0, =, F7 -
oN
‘Z—Z’IN 10géz-z’l + Re 'U,(O,x,x', %)@(Z+E')
214 (N1)

ou ((z) est solution de 1'équation

0, 2™ g(z) = T 2
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Chapitre III

LA FONCTION DE GREEN BI~HARMONIQUE

Nous supposons N =1 ; nous explicitons alors Q , V , \AT s pour

faciliter le calcul effectif de la fonction de Green.

, VEr W.-

20. UNE PREMIERE EXPRESSION DE Q

Calcul de ‘%h « - La définition (13.4) donne

14xt't t
1 S ..l 5 = e
(20.1) QO.(X ,t) = e , 21 (x,t) o

Caloul des P(x,t) ot Pg(x,t) . - Lo définition (8.2) de P et

celle de Pi (n° 15; propriétés de R:) donnent

1 1
Py Do B, P, 1
o j— —
P= . 1 , PO = ° .= ?1 ’
P, P 1 Py
(20,2)
1 1
p: p‘o) ‘ Ao ﬁo PO ] A1
P°= ] = = P ’ P = ] = w P ;
1 o o 1 o 1 1 )
Py ﬁ‘l i ﬁ1 Py

ces dernigres relations montrent que

(20.3) P (x,00=0 Pl (x,0)=0 .

Lo relation entre les P(x,t) et Pi(x,t) . -

On a évidemment :
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1
, ?, B B
O o 1

En développant cc déterminant du quatridme ordre suivant les mineurs d'ordre 2

extraits de ses deux premiéres lignes et deux dernmidres lignes, on obtient

'S o a0 P
(20.4) PP =P B + P: B!

(o] 0 )

Caleul de @ (T, t). - Le propriété (12.8) de o (T,t) domne

Q (T,8) = (T 1) P (a,t) Bl-a,t) + (T741) P ( =a,t) B (a,t) + @ (1,8) .

La définition (12.5) de Q donne

L) Bt Sl fln |

A CRORICRORNE NCH) ! (a,t)
qQ (1,%)

p(-a,) Bh-est) Bi(-a8) B,(-at)

or(-a,t) p}(-a,t) B(-ait) B(-2,t)

P(a,t) B(-a,t) + P(-a,t) B(a,t)

Ao -] ~0 (] | o a1
- P:(a,t) Po(—a,t) - Po(—a,t) Po(a’t) - P1 (a,t) Po(“ayt) - P1 ("'a:t) Po(ast) !
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Dtou

(20.5) @ (T,%) = ™ P(a,t) B(-a,t) +T4 B(-a,t) B(a,t)
- Po(a,8) P,(-0,8)-P(-a,t) Ba(a,t)-2](a,t) B! (<a,t)¥) (-a,) Bl(a,8) .

Calcul de V(x,x', T, t) .- la définition (18.1) de V'
et les propriétés (15.2), (15.3) de Q i domnent, vu (20.1) 3

8 N \7(x , X', T ,t)= .

- [1 =2t + 2 e](T % 1) Bla,t) Bl-a,t) = (T441) B(-a,t) B(a,t) ]
+8T Vi, x,1,1t) .
Dtaprés (18.1) et (20.1)
s Vix, x' ,1,t)=-x(1 +x't)Q:(1,t)+xtQ: ~(+xrt)ogtal .
Le calcul de @ g(1,t) cst celui d'un déterminant du quatridme ordre,

analoguc aux précédents, que définit le n® 15; notons, si A(x,t) et B(x,t)

sont deux fonctions quelconques

(20.6) [4,B] = A(a,t) B(-a,t) - A(-a,t) B(a,t) ;

’
on obticnt .
0 a0 1 1
Q (1,8) =2 [p,P] ] o, =2r, %],

0 ~ 0o a0 o a1
Qo= [P,P] + [Po’Po] - [P1 :Po]

(o] 0O a
Q 1 = [2,8] - [Po,B0] + [P1,P1] .
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Dtol

(20.7)  4m W(x,x', T,t) = - -12— [1xt+x't] [T *P(a,t)B(=a,t)- T-7P(=g,t)B(a,t)]

+(—1§ -xt)(-12- +xt) H(t) + (x + x) K(¢) + L(t)

en posant
1 0 a0 A0 A
(208) m(t) =5 [,B] , K(x) = - - F [2),2,) + T [2),2]]

L(t) = % +X+t[P,P]

Calcul de W(z,x!, T,t) . - La définition (18.1) de W ot los

propriétés (15.4), (15.5) des Rg donnent

(20.9) Wix,x!, T,t) =

T Z]A(a,x,x',t) B(-a,t) - T“Z]l(—a,x,x',t) P(a,t)

S,

ou

1 .
\l(f a,x,x',t) = =2 néo 3 xn %(x'v"t> P;)l(t a,‘t) .

-
clest-a-dire, vu (20.1) et les relations (20.2) entre P: et Pi :
(20.10) 4t W(t a,x,x',t) =

(& - xt)(G - x') D( a,t)+ (& -xt)E(E a,8)=(F - ' 6)B(£ a,t)+ P(2 a,t)

en posant

[+] ~ »n
(20.11) D(x,t)=-%P1(x,t)=D,E=%-P1 ,F=B_.E__f‘-_ +tPh=F .,

3

6
Puisque P, = - P, d'aprés (20,2) et que Pi(x,o) est réel car ﬁ?(x,o)
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'

1test d'apres (8.1), on a P:(x,O) =0 ; D(x,t) est donc un polynome.

21, IECAICULDE Q@ , V Er W sc simplific du fait que H, K, L
stexpriment au moyen de D , E , P ; en effet, en portant (20.11) dans (20.8),

on obtient, vu les relations (20.2) entre P: et §g

1 1 - a
H= [D’E] y K= ) [D’F] ""é' [E9E] y L= [E’F] .
En portant (20.11) dans 1'identité (20.4), on obtient dc méme 3

PP =DF+EE .

En portant (20.11) dans (20.5), on obtient 3

Q (T,t) = % B(a,t) Bl=a,t) + T~ P(= &,t) B(a,t)

- D(a,t) P(~ a,t) - D(- a,t) F(a,t) - E(a,t) ﬁ(- a,t) = E(- a,t) B(a,t) .

Les formules obtenues peuvent donc s'énoncer comme suit :

THEOREME CONCERNANT LA FONCTION DE GREEN BIHARMONIQUE, - Soit

o 1
P, Po
P(X,'t) = . | s OU P;]l = Pgl (X,‘t) H ;31 = 531 (xy - t) H
o AO o “1
D
D(x,t) = --1— ; y , E(x,t) = 5 - . y R
p P l P P
1 A4
A po p(v
F(x,t) = “:Z' - %E- -t ; ou ﬁ(xyt) = ?(X,-t) ;
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ce sont dcs polynomes en t , vérifiant les identitds

D=0, P=F, PP=DF+EH,
H(t) = [D,E] = D(a,t) E(-a,t) = D(~a,t) E(a,t)

K='12' [D,F]'*‘Jé'[E:ﬁ] ’ L=£ﬁyF] .

On a

q (T,8) = T% P(a,t) Bloa,t) + TP(-a,t) B(a,t)

- D(a,t) F(wa,t) = D(-a,t) Fla,t) - B(a,t) E(-a,t) - E(-a,t) B(a,t) ;
A W(x,x', T,t) = --15 [1=xt+xtt] [T %P(a,t) P(-a,t) =T *P(-a,t) P(a,t) ]
+ (& - xt) ( Lo ) H(E) + (x+ x0) ¢ K(t) + 1(t)
Wix,xt, T,t) =
72 Wa,x,x',t) 3= a,t) = T2 W= a,x,x',t) B(a,t)
en_posant
4 WL a,x,x,t) =
G -xt) & -x0) DE o) + (G - xt) BE at) - & - x1) Bt a,t) + F(E a,1)
22, UN CAS PARTICULIER : MEMES CONDITIONS AUX DEUX BORDS. = Supposons

pj(a , N ) indépendent de x (3 =0, 1) ; le théordme précédent se simplifie

comne suit ¢ notons
BP(E. ,W)
(2201) qj(E,,n) = BE, ’

(22.2) pj(t)=pj(t,it) , qj(t)=qj(t.it) .

Nous avons donc
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p,(5,%) = py(8) , pilx,t) =% p.(8) + q,(8)

b q

(22,3) B(t) = i ’ you p, = pj(’c) sy = qj(t) ,

L

p(t) = 4(t) , Blx,t) = xt A(t) + B(t) , Fx,t) = x°t°A + xt(B = B) + C ,

en notant

TR N EE ER-'25 W S B
IS lpy G
(22.4)
. 9, 4
c(s) = %. - .].3."'2_.. -t , ou B(x,t) = Plx,~t) ;
4 4

le théoréme précédent devient :

COROLLAIRE , ~ Supposons 1 indépendant de x ; définissons A , B, C

et P par (22.1), (22.2), (22.3) et (22.4) : cc sont des polynomes en % ,

indépendants de x , vérifiant les identités :

(22.5) A=4 ,c=8 , PP=ac+BSB,
On a, vu les relations précédentes :

(22.6) Q (T,8) = (T2 122 ppoga?t?a?

(22.7) 47t V(x,x*,T,t) = - -12- ("EA' - T"A') (1 -xt +x't) P P
-2 at f(lz--xt) A - B] [(-‘2—+x't) A+B)l-2at (2%4%% +PP)
(22.8) 4t Wiz,x', T,8) = (124 T9) [(1 =zt =x't) 4+ B-Blat B

+ (12.. r‘e)[(%- - xt) (-15 - X't)A +(12- - xt) B -(-12- -xtt) B+ a2t2h + c] B.
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Chapitre IV

LA FONCTION DE GREEN BIHARNONIQUE, VERIFIANT, AUX DEGX BORDS,
DEUX MEMES CONDITIONS HOMOGENES EN (-a%- , 5"’5) .

Le corollaire précédent peut étre simplifié et explicité comme suit :

23, LES POLYNOMES Q, V' ET W . - Nous supposons pj(E, ,N) indépen-
dant de x , homogdéne de degré n; en (£,0) 3 3=0,1 ; notons

o 1
Aors P(t) , a(t) , B(t) , ¢(t) , vu leurs définitions (22.4),
(22.5) , sont homogdnes en t de degré n -1 ; nous les diviscrons par le

polynome, invariant par

i tn"1 si n pair ; tn-1 si n impair .

Les formules (22.5), (22.6), (22.7), (22.8) restent valables (voir n® 18 :
possibilité de diviser Q, v ’ W par un méme polynome A de t) . Dans ces
formules P , A , B , C sont donc maintenant des constantes; A et C
sont réelles; P =T, B=3 .

Nous pouvons, grice a (22,5), dommer w une expression analoguc

a (22.7)

(23.1) 47 Wiz,xt,T,t) = (T%7172) [(1-xt-x't) 4 + B - B] at B

b=

+ (72172 [G - xt) & - B(G - x't) & + B]

£ (T2 2 T2 (2422 4 PB) %
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24. IES FONCTIONS @ (z) BT Q)O(Z) . = Soit @ 1'un des deux nombres

récls tels que
(24.1) 82 =4p%p%
vu (22.6), (28,2) et (18.3) :

(24.2) 4P P2)= ¥ 1
: t3[sh2(2at) - 4€2a2t2] J

a1y 2 =2 2 2
(26.3) 42 2L g{o’e 92 24022 S 10 () =7 maZe o0 £y>o0
dz * 2
Or les expressions (22,7) et (25.1) de Vet W umontrent que 1'cxpression

(18.4) de G omploie cxclusivement (otz-' ofz) d ot %E_ .

Définissons donc @

9, @) =-B (2 aD GG,
(24.4)
b, = spa B 250

ctest-a~dire

Gole) =t QL 8 g f

24> shP(2at) - 4 02t

(24,5)

915 1 R .

£ sn2(2at) - 4 P2t

¢ (2) =

A

H

Les propriétds de \po et ¥, sont les suivantes : cec sont des
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fonctions réelles ot paires de z ; 1'élimination de @ entre
les rclations (24.4) donne

a
(20.6) 4Qa® = (Po?) §

en portant (24.4) dans (24.3), on obtient :

d 2

g
(4.7) 4pag2 = (=) @ 1 1%, on *oy>0

En éliminant ‘bo ou k?o entre ces deux relations, on obtient :

2 2 ~2 2
224 A"+ ol -,
(24,8) (48 a :1‘2'5 +1) L{)o = (--—-2—-—-)HOO tiaz ,
2 2 =2
(24.9) (4-928.29-2- +1) ¢ = (%-1’-*‘3-5---)2\!)0 Tipaz , ol Ty>o
dz 2

25. LES TONCTIONS &, , @, , ¢1 ET 4’2 . - Les cxpressions (22.7)
et (23.1) dac V et W ot les formlcs (24.8) et (24.9) montront que
1'exprescsion (18.4) de G emploic les fonctions dont voici la définition et la

principalc propriété (Ly>0)

2 -2 2 2 ~
' Sk DI, z_ i X2 )
(25.1) @, === @ 73 ;@ +iz log2sing2]e ®lhe) ;

log[...] étant réel pour x €[0,4a] , ot continu dans B(4a) , sauf

pour x €[-4a,0] ;

2 2 -2 ~
(25.2) @, =(492a2§-é-+1 o, = (=2 )2%;19,2 e L(2a) ;

2
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2. =2 s
(25.3) ¥, = =2 v e R(2a) ;

H

(25.4) ¥, = (4 pPa® & +1) ¢ = (Pfi-”i-- ¥ ¢ zipaze W) .
d 0

Ces fonctions sont réelles et paircs.

On peut remplacer dans (25.1) ... (25.4) L?J. et Q)J. par q)j et kPj
Preuve de (25.1) . - Appliquons la proposition 7 3°) en prenant

x(t) = =15, o1,0) = (F5— )2 405, p(1) = .
2Nt

Vu la définition (24.5) de @, et (1.6), nous obtenons

k2 o2 1, oiE A g 1 sh(Zat) ch(2at) + 1
2 ?*Ees“?*ﬁ“[‘? 222 = 1.
£ sh®(2at)-4 0% %
oh fxy>o0 ; clest-a-dire , mod %(4&) :
2 =2 2
ok +d\‘ T s ZL = ..:l.._. .1_. .
> q)o+14 = 3R &[t3(coth2ati1)] :

clest-a-dire, vu (1.5) , (5.3) et le n° 4

Z

5 cotg Zfaw aw

V4 2 2
= . .._1.. S LZ___T’.Q__ My dw = !
2 4a

cotg - Z‘,;

r\)iu

4a
deux bandes x€[-4a, 0] et x € [0, 4a] ; dans cette dernidre bande,

mais J cotg LY gy n'a pas la méme constante d'intégration dans les

. Nz
log[k81n4a ] ’
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k étent une constante > C , le log. étant réel pour z réel ;

k doit &tre tel que ce log, soit anti-asymptotique ; cela impose k = 2

’ ’

comme dens la preuve de (4.4). On a donc, cn prenant log[ 2 sin -41;_2- ] réel

pour 0< z<4a et continu dens B(4a) sauf si -4 a<z2<0 eten

prenant i'y>0 :

2 =2 2 2 ~
ol ol i Z . Nz
5 Yo F 4 + 5= log.[2 sin T le X a) .

Ctest ce qutaffirme (25.1) .

L'expression de G , (18.4) , peut s'écrire maintenant comme suit,

en supposant A ;é 0 et en notant :

(5.5 P=

=lw

( B: constante complexe; @ : constante réelle) :

(25.6) 8p&(z,2') = Re (Y (z-2')

+ 20 Re (1- x-é—-+ x! -—) (¥1(z—z')

+0° Re (12 E - 2%) (1+2p+ ZX'%;) ¢ (z-z1)

+ Re eie L?Z(z + B')

+29Reeie (1+‘3-?)—x%;_x!a%) 7

ve?ro o (1 o 2f e v 2P 2 F) Y, (am)

3 est donné par la méme formule, ol 1l'on remplace \? et ¢ par L&J et ¢
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26, EXPRESSIONS EXPLICITLS DE ¢ BT - @, et ¢ sont des

fonctions de @ réel, holomorphes pour e 1# 1 (Wote du n° 3). Explicitons-

les dans le cas le T us simple : lel< 1

.

. Nous avons alors le développement,
que nous porterons dans (24.5) :

0
1 _ T (202t)%
sh?(2at) - 4p%%° O 1 ZK¥2(pu4)

il vient

00 +2k73. 2k
Qola) =5 L @2 P2 ally

© DDy \2kH]
Y oM B 22)7 7
Volo) =37 £, @ & en2%2 (2414) I

Vu la proposition 7 et les formules (24.5), L?o et \})0 sont holomorphes
en (p,z) , pour |pl<1 , dans le plan z muni des coupures réelles
[~ , -23a] et [22, ®] et sur les bords (6)de ces coupures, sauf
en lés points 2z multiples de 2a ; Y peut &tre complexe, Les séries
(26.1) convergent donc abzolument et uniformément pour
lpl< , 2z non multiple de 2a .

a
Le colcul exwlici’2 de (CQ\ [—L?'El-—— ] est aisé :

shq( 2at )

6) Sur un voisinage indépendant de ¢ de chaque point de ce bord non
rmultiple de 2a .
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on a
(€ eyl Gmy
at2 shlt  endtey
d'tou
2 2 2
a a 2 a 24 1 (2K)!
2 N 42 sht = 2kl
(26.2)
2 2
4 ) 2 d 2 2k+1 )1
—=[=-2]...F~-0k)] coth t =~ .
dt dt2 dt2 2k+2t

sh

Introduisons donc les polynomes

’

P(z)=1 , P(z)=2 , B, (z) = [z=2a] [z+2a]

2
1 X
P2k+1(z) = 2T m‘=‘-k [z -4ma] , (w: entier) ,
(26.3)
1 k=1/2 o)
P2k(z) = BT "r]ﬂ:%—k [z -4na] , (n -_12_ : entier) .

A > de degré 2k [ou 2k+1]
P2k(z) [ou sz_!_,l(z)] est donc un polynome de degré [ ’

] Tz
ayant pour zéros les pbles de tg Z}%& [ou cotg Ia:-] les plus proches de O

Les formules (26.2) et (1.2) donnent
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(2a)2k
\£-[8h2k+1(at) ]

i

Pyle) gk

2k+1

£ [—%};}2(‘2:;] = =Py (z) Y [coth(eat) +1] ,

ce dernier terme employant le no 5; les seconds membres sont donnds par

(2.8) et (5.3) ; d'ou

2k
§2a2 M

(2at)
(26.4)
( 24
&L 212?-2 ] z"% Py (2) c°tg% .
sh (2at)

En portant ces formules dans (26.1), en employant (1.3) et les définitions

du n° 4, nous obtenons ‘
z 5 Z
(z=w) Mw Tw
S tg dw + 9 Pz(w)tg i

il

(26.5) 4 a Lfo(z) 5 "

v L T () e LY

z
Tw

- j (z—w)w cotg T W

il

(26.6) 4 a QJO(z)
©
_ ¥ 2k+1, d k=2
L1 € TG [y (2) cote 21
Ce que nous avons dit de la convergence des séries (26.1) prouve ceci ¢

Propriétés de Wo et ¥, . - Dans tout polycylindre
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bel<t , 4z < X

les sérics (26.5) et (26.6), privées d'un nombre (7) suffisant de leurs

premiers termes, sont fonctions holomorphes de (o ,z)

2, ®y
et —=——==2 gont donc, pour Pl <1 , des fonctions de =z
dz§ d22

néromorphes dans tout le plan.

Nous allons voir que, plus précisément, les fonctions méromorphes de 2

3 ©
ay

o _ _:L Z 2k __d._ 2k Z
=t TR ko ()T By (2) te -31—4a]
3 ®
¢

1 Y 5 2kt d42k+1

‘;‘;3“ == e 0 & ) (Popeyq (2) °°tg4

ont pour développements de Mittag-Leffler les séries doubles

3 00 ) P.. \4
(26.7) % =-= z- -vi; 1 (2 sz[ 2k(4m21)c+1 ( anik—ﬂ
az’ T ko n=kiy (z=4an) ( z+4an)

3 (ve) 0o (4am) P (4am)
a” ¢ T Dkt L 2kt 2V
. 1 ¥ +
26.8 = L (2k+1)! [
( ) iz 3 T k= a=k-+1 e ( )2k+2 (Z+4 )2k+2

oh k , m , n ..-12- sont entiers; dans tout polycylindre

lel< B, 2l < ¥ ( B<1) ,
A7) suers .
ces séries doubles, privées d'un nomb suffisant de leurs preniers termes,

convergent absolument et uniformément.

) Ce nombre est fonction de B
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Preuve de (26.7). - On a

L Tz ® 1 1 |
2a g 4a T 7 n{:,_oo [2-—4an + z+4a.n] (n = 5 entier) ;
done
3
A S e dyok TP Py(z) By (2)
d23 k=0 (> az N=m00 “z-dan z+lan 13

or, puisque sz(z) est un polynome en z de degré 2k

dz z~4an B

atoh (26.7), vu la parité de sz(z) « Majorons le terme géndral de cette

?

série double, pour prouver sa convergence absolue et uniforme : d'une part
(26)1 Py (dan) = (42)% [0°- 7 1 o [P = 32 < (4en)®
d'autre part, puisque

1 1

_ (k1) fu=v |
2k+1 2k+1
u v

[mf(} uf, 'V']2k+2

on a

l 1 + 1 ’ < 2(2k+1) | 2 | ,
(Z-4an)2k+1 (z+43n)2k"1 \dan - x| | &t2

supprimons dans la série (26.7) les termes, en nombre fini, dont 1l'indice n ne

vérifie pas
Jan@® < +e
TZen - 1] 2

les termes restants sont majorés par ceux de la série double convergente

2 ¥ (o) (£R)2K2 jpp——
Tzl Ly (&) (5 n=15 (4emp )2

dtol la convergence de (26.7), dans les conditions énoncées.

La preuve de (26.8) et 1'étude de sa convergence sont analogues.

Les expressions de (_A(So et @o s'obtiennent en appliquant
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(3.6) 2 (24.5) : si |Pl< 1

(26.9) 42 §(z) =2

e 2
(1— Q2)2 z .

Une majoration appropriées des séries (26,7) et (26.8) et de leurs dérivées

(26,10) 4 a q;o(z)z.fg._.____ .3 43_1_

en z et l'emploi des équations de convolution (24.6), (24.,7) permet d'établir

que , & 1tinfini,

k{?oxféo ot W, 3 B (+y>0)

tendent rapidement vers O dans tout domaine

\J1-l?!2
Nl

x| < co |y l+ ¢ (o et c, constants ; co<

)

nous ne donnerons pas les détails de la démonstration.

Résumons les résultats ainsi obtenus ¢

27. THEOREIME CONCERHANT LA FONCTION DE GREEN BIHARMONIQUE, VERIFIANT,
AUX DEUX BORDS, DEUX MEMES CONDITIONS HONOGENES EN (—g; , -aiy- )« - Hous

supposons Pj( L, n) (j=0,1) indépendant de x et homogeéne en ((', , N

ob. .
nous notons qj({,,ﬂ)=-§-cc:l . Nous notons Qele ((>, § réels) et (3

( Kicomplexe) les constantes définies par les équations

(21.1) 2p oY =
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1 p. B ‘ P8
(r.2)  (p-D | . ,

.
?

’ ﬁ,] = pj(‘1yi) ’ qJ = qj('1’i)

nous supposons non nuls les déterminants des premiers membres, donc % £0

Alors G(z,z!') est donnée par(25.6), ou les LPJ. et \Pj sont définis par

(24.5), (25.1), +.. (25.4); on obtient E en remplacent dans (25.6) les “Pj

\\1 par \P et Qj ; C’po et i\‘)o résultent de (3.6) et (24.5) ;

et
Cé et k}lj (,j=1 ,2) en résultent par les relations qu'on obtient en rempla-

———

gant dans (25.1 ) ... (25.4) LPj et L\)J. par (féj et &\Pj

Si {el< , alors \?0 et \'Po sont donnds par (26.5) et (26.6)

et aussi par (26.7), (26.8) ; q; et §, per (26.9) et (26.10); @&(z,z')
o]

est donc un polynome en (x,y,x',y') de degré 3 .

Puisque lcs k?j(z) et \})j(z) sont des fonctions réelles et paires, on

tire aisément de cette formule (25.6) ceci :

COROLLAIRE, - Sous les hypothéses du théoreme précédent, G(z,z') est

symétrique en (z,z') si et seulement Sl< 9
(2703) (sz 0 ? 9 =0 .
Alors 1'expression (25,6) de G peut s'derire

(27.4) 8 @ @(z,2") = Re[ Y,(z-2") + Y (z+2")]

+2 P Re(1 - x-é%— x! 5;,)[(()1(z-zf) + q)1(z+£t)]

8.) Nous imposons que =-X< § < T, ce qui est possible puisque Q
peut &tre <O
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+ ()2 Re(1-2x 5%)(1—2;{' -5}%,—) Ly (z=zt) + QPO(Z+E-')] ;
si YPl<1:

@1.5) oo He) - HRLLD (21 2y g

1£0 14 0)2 3
- * 2 (yyt) + ﬁﬁi%ﬁ (y-y")

L (140)(1-50+ 6 02)
6 0(1- p)°

aly-y') .

Ie théortme d'unicité (n°® 12)  s'énonce comme suit :

7 ~
THEOREME D'UNICITE. - Faisons les hypothéses du théordme

précédent et 1'hypothese |@)< 1 .Soit F(z) une fonction biharmonigue,

vérifiant les conditions aux bords

P )
(27n6) Pj('(_j)‘;,g;)F(Z)=o pour X=ta y J=0,1 3

<n

notons n, < ¢ Les ordres des pj ; supposons F(z) et ses dérivées

dlordres < n, + 3 3 croigsance lente sur B(a) .

Alors P(z) est nécessairement un polynome en(x,y) , biharmonique.,

Note. - Evidemment G(z,z') est un tel polynome, quel que soit z!
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28. L'ETUDE DE LA FLEXION D LA BANDE ELASTIQUE, A BORDS LIBRES,

homogéne et isotrope (voir 1ltarticle suivant), est celui du cas

~2 >3 3
(.0) 02,2 =2y p@,2) -2 (oy) 2
9:° é)y ox I3y

la constante V est le coefficient 4'élasticité de Poisson :

Iyl <1 .

Les formules (27.1) et (27.2) donnent

(25.2) 6=0 , =0, p=25 ,(0<e<1) ;

puisque (27.3) cst vérifid, G(z,z!') est symétrique ; il en résulte (voir
1l'article suivant) que la bande élastique satisfait, comme il le faut, le principe
de réciprocité de la résistance des matériaux, qui exprime le principe de con-
servation de l'énergie.

L'expression de G est donc (27.4) , ol LFj et q)j sont définis par (26,3

(26.5), (26.6) [ou encore (26.7), (26.8)], (25.1) ... (25.4) ; celle de G est
(27.5) . Ces formules sont utiles en technique.

Le thdordme d'unicité se compléte enfin (voir n® 29) comme le suggére la

mécanique : les seules fonctions F(z) , vérifiant les gonditions qu'il énonce,

sont les combinaisons lindaires des six polynomes :

"T1(X:Y) =1 ] rﬁz =X, {T('3=‘“y ] 'W-4_ = Xy
(28.3) 3
_ 2 2 _ 2 Y
Wy = Vx-y" , Tg=Vxy-35 .

Note. - Par suite, G(z,2z') est une forme bilindaire antisymétrique des

’ﬁS(x,y) et ‘ﬂs(x',y') ; on le vérifie aisément.
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29. PREUVE DE (28.3). - Il est évident que les th sont six polynSmes
biharmoniques, vérifiant les conditions aux bords (27.6).

Supposons qu'il existe un tel polynéme, qui soit lindairement indépendant

4

des '!Tj s toutes ses dérivées en y sont, elles aussi, de tels polyndmes.

Il existe donc, alors, un polynome F tel que :

F et %-fr: sont biharmoniques et vérifient les conditions aux bords (27.6)
F n'est pas combinaison lindaire de Kj 3

OF

—— o8t combinaison lindaire des ﬂj .

oy
Il s'agit de prouver l'absurdité de cette hypothese,

Les seuls polyndmes biharmoniques indépendants de y sont les combinaisons

linéaires de 7‘31 y T,

dtautre part, tout nj est la dérivée en y d‘'une combinaison linéaire des

T, et des deux polynSmes biharmoniques

k

'CJ3 = Xy2 ’ 64 = X4"' y4 -2 V(X4" 3X2Y2) .

I1 s'agit donc de prouver que toute combinaison linéaire F des

TJJ. , (3=1, ... 4) , vérifiant les conditions aux bords (27.6), est mulle.
Or

2 ) ~

const, pour j<4 |,
= 24(1 —V2)X pour j =4 ;
L2 2 - =%a ;3
ona [Yi<1 et P1<ax’ay) F=0 pour x=%a ;

il faut donc que F soit combinaison linéaire des seuls polyndmes
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?

2 2 T = -
po(ax ’ a,y ) (J)J =2 pour J = 1

= const. X pour j=2,3 ;
ona p, P=0 pour x=%a ; il faut donc que F soit combinaison linéaire
des seuls polynbmes EJZ et I;S :

- 3 2
F= ¢, X7+ cy Xy

Les conditions sux bords (27.6) s'écrivent aiors

)) = - - .
3 cy + ¥e, o , 3 c, + (2 =V) ¢, 0
elles exigent F =0 , puisgue V £ 1

Voici achevée la preuve de (28.3).
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