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QUELQUES PROBLEIES DE CONVEXITE POUR LES OPERATEURS

DIFFERENTIELS A COEFFPICIENTS CONSTANTS .

par BERVARD MALGRANGE

I - Equations cn 0/0% .

Les résultats dont il va &tre question dans cet exposé et le suivant prolon-
gent ceux qui ont été donnés l'an dernier dans ce méme séminaire (4) (5). Nous sui-
vrons la présentation de (6), gue nous allons rappeler rapidement.

Soit A 1l'anneau des polynomes g:[Xl,..,Xn] $ si & est un ouvert C 2? 9
nous désignerons par £ () 1l'espace des fonctions (indéfiniment) dérivables sur
SL , & valeurs complexes, et nous désignerons par ¢ le faisceau Sl~wsf (1) . On

. . S £ of .
fait opérer A dans ¢ et & () par la formule Xj f =52 , et on le fait
d

opérer de la méme maniére dans les espaces de distributions.

Soit alors M un A- module ée type défini. Considérons une présentation

de M ;i.e. unec suite exacte:
AT 52 o
dont nous notons P¥ 1la premieéere application. Par application de HomA(.,gél)) 5
et en tenant compte du fait évident qu'on a HomA( AP ) > E()P | nous obte-
nons une suite exacte:
0 ~>Hom ( 1,§(W) —»EE)P -5 g

(ici et dans la suite on écrira Hom ou Extk au lieu de HomA ’ Exti ) . La dor-
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>ST e . < .
-niére applicatioﬁ 3ef1nle par la matrice P +transposée de P* . Il en résulte que
Hom ( 15, EQIt)) est isomorphe au noyau de cctte application; i.e. & l'espace des so-

lutions d'un systéme différentiel a coefficients constants sans second membre ; ré-

ciproquement, un tel espace de solutions pourra toujours s'écrire de cette maniérc.
Considérons maintenant une suite exacte & un terme de plus
Qe p#
AT -5 A% 5 AP s M -5 0

on en déduit une suite
0 —sHom ( M, £¢N)) - £()P -1-3—‘2 € —Q-> EE*
ot 1'on a (d'aprés la définition de Ext®)
Extl ( M,8(2)) T ker Q / im P
L'un des résultats fondamentaux de (4) est le suivant : si L est convexe, on a,

quelque soit 11 , ker @ = im P , donc Ex‘bl (M, €()

O . Comme A est noethérien,

cela s'énonce aussi

81 £ est convexe, & (") est un A-module injectif.

(réciproguement, si L est connexe et € (M) A-injectif, il est élémentaire de vé-
rifier que £ est convexe. Voir des indications sur la démonstration dans (6).
Nous allons donner une variante de ce théoréme. Considérons pour cela un

2n
ouvert 1€ C" (identifié & R '), et faisons opérer A = 9-[X1’°"’ Xn) dans

af
EQQJ de la maniére suivante ¢ X, f = —= . Nous allons établir le théoréme suji-
QZ5
vant, qui généralise un résultat bien connu sur la " dE - cohomologie"

Théoréme 1. Si . est holomorphiguement convexe () est un A- module in-

e ——————

jectif.
Nous démontrerons le théoréme 1 par dualité. Fixons d'abord quelques nota-
tions : soit # (2) 1l'espace des fonctions holomorphes sur <t , R 1l'espace
¢ { 51900-9 En], considéré comme sous-espace de £ V) , et HE R (V) = a{f(ﬂ)@cl

l'espace des polynomes en Zyseoes 23 & coefficients holomorphes dans ()L . Si

n
7 = (zl,,c., zn) € c A= (Al,...,An) € g? , nous posons, comme d'habitude
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Az o= Z/\jzj . Les fonctions de la forme F = f ¢ AZ s avec T ¢3¢ P (L1)P ,;\égn
seront appelées " p - pscudo exponentielles — polynomes sur -LL'" ce gqu'on écrira
en abrégé ¢ f ¢ p - E P (L2).

Désignons encore par £'({L) 1le dual de £ (Lk) i.e. 1'espace des distri-

N )
butions & support compact dans L 5 d'autre part, si P€A , on définit P par

P (X) =P (=X) . Ccla posé, on a le théoréme suivant s

s . o~ . n ,
Théoréme 2. Soit =4 un ouvert holomorphiquement convexe CC , et soit

P ¢ Hom (AP , 4%). Pour gue ¢ ¢ €' (%) soit de 1a forme = P¥\y,

avec W € £° (<)%, i1 faut ot il suffit que la condition suivante

soit vérifiée ¢

(3) Pour tout G ¢p.E P ({-) vérifiant PG =0, ona <G, =0

Remarque s On vérifie auseitdt que, pour tout F ¢ {(LL)P , et tout

Yegr (L), ona <P, PPyd=<P P, ¥>. La condition (3) est
donc trivialement nécessaire !.
lontrons d'abord wme le théoréme 2 entraine le théoréme 1. Soit donc M wun
A - module de type fini 3 considérons une suite exacte
AT 9—: A% AP W -0

- e

*

et la suite obtenuc par application de Hom (. , £ (<))

0 == Hom (M , €(<1)) —> £(L3)P .1.3_> YEQRE: _Q_> §()T

tout revient & démontrer que cette suite exacte; i. e. qu'on a ker Q = im P .
Pour cele nous démontrerons succcssivement :
a) im P est fermé dans E(-—Q-)q

b) im P est dense dens ker Q .

Démonstration de a) — Par transposition, il devient au méme d'établir que l'appli-
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. J“x o
cetion P° s & ()T ., g (<1)® & une image ferméo ; or cela résulte aussi-

t6t du théoréme 2 .

Démonstration de b) -~ Elle ve résulter des deux lemmes suivants :

Lemme 4. Soit F ¢ q ~E P (k) , vérifiant 9 F = 0 . Il existie G ¢ p = B P (L)

vérifiant P G = F.

Plus précisément nous allons voir que si l'ona F =f e Az g T &€ HR (-f)-)q,
on peut prendre G = g e AE s avec g € K7 (--ﬁ-)q . I1 suffit de traiter le cas
A= 0 , puisqu'ona QF = (Q’\f) OAZ s, PG = (P;\g) o2 ; Qy et Py étant dé-
fuits respectivement de Q et P par la translation (-A) . Autrement dit, il
suffit a'établir que R (_{'L) est un A - module injectif. Or, il est connu (et

facile & établir) que B est un A - module injectif. I1 en résulte (exactitude de

® o ) que HP (L)1) = 3((-17—)822 est un A - module injectif.

lemnc 5. Si <L est holomorphiguement convexe, g (LX) est un A ~ module plat.
En interprétent la platitude en termes de relations (1) , cela rewient 3 dé-
ontrer ceci ¢ P ot Q ayant le méme signification que ci-dessus, tout Y € €' ()@

vérifiant ’13.2 Ww=0 est de la forme a“‘ X, avec X € ¢ (__0_)1‘ .

D'aprés le théordme 2 (appliqué & @ ) il suffit de vérifier que, pour tout
Iwg qg=-BP () vérifiant QF =0, ona {F, D= 0 . Or, d'aprés le lemme 4, on
2 FP=PQ, avec G &p-EP (), et, par conséquent
<Fy, yy= (P G YW= <G, P*m:;: 0 3 d'ol le lemme.
Démontrons maintenant b).Par dualité, il suffit d'établir ceci s

out € ¢ ()% orthogonal 2 i m P est orthogonal & ker @ . Or, si Y est

0 5 d'aprés le lemme 5, on a ‘l}/ = Q* X, avec

rthogonal &4 im P , on a * 'y

it

Te £ (=), d'od le résultat.

I1 nous faut maintenant démontrer le théoréime 2 . Pour cela, nous aurons
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besoin de quelques résultats préliminaires.
Si JLL est un ouvert de gn s et P un faisceau analytique cohérent sur
0O, FU) et £'(€) peuvent &tre considérés comme des 3P () modules (pour
FEY, par définition j pour €£'({?) en faisant opérer dessus les fonctions
holomorphes par multiplication). On peut donc considérer HO%£@1) (FEEY , £1(5Y),
qu'on munit de la structure de A - module déduite de celle de E£'(fL) . Cela

étant, on a la proposition suivante,

Proposition 6 « Si ) est convexe (au sens ordinaire), le A - module

Hom (Y ! est plat.
(@) (FO) 5 €1@) est plat
(en fait, une fois établi le théordme 2, on pourrait démontrer ce résultat par

la méme méthode pour L holomorphiquement convexe).

Par un ergument de limite inductive, on peut remplacer {3} par un ou-
vert convexe relativement compact dans {1 . D'aprés la théorie des faisceaux ana~
lytiques cohérents (2), et le théoréme des syzygies, on peut donc supposer que

F () admet une résolution finie ¢

0 = AT 5 .. — RO — FO) —> 0

D'autre part il résulte de la théorie de la division des distributions (3)

que E€'() est un PLEY - module injectif. Par conséquent la suite déduite de

la précédento

o

0 = Homgy ey (O, £ — €@ — .. — [e@] -

est encore exacte.
Enfin on déduit immédiatement de la théorie des systémes différentiels 3

coefficients constants (4), (6) quec  £'(Q) est un A -~ module plat 5 4' autre
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part, les homomorphismes de la suite exacte précédente sont des homomorphismes de

A - modules (évident). Le résultat s'en déduit, par récurrence sur <% .

A2
Wous utiliscrons la proposition 6 sous la forme suivante :

o

Proposition 7 . Soit M un ouvert convexe € CH, un faiscesau cohérent dfidéaux

de 3 , et soit P € Hom (AP, A%) . Soit < € £'() P, verifiant V@) ¢=0 et

gF = %*\y * avee W€ £7(EVY . Il existe alors V€@ tel gqu'on ait
A~
TE)Y =0 et w =PV .

Considérons en effet la suite exacte
0 - J() — Y —= 2@/ 3E®@) — 0

(dont le dernmier termec est d'ailleurs égal & (9€/J)EY) , dtapreds (2)). On en aé-

duit une suite

0 = Homypy (EV/T(A) , €)= £1(D) > Hom, () (3@) , €(B) - 0

qui est encore exacte & cause de l'injectivité de E£!'(Q) en tant que 3¢ ()~ mo-

dule.,

On voit d'abord que l'ensemble des %76 ¢1{(n) qui annulent 3 (1) stiden-
tifie au premier £erme de cette suite exacte (ce point n'utilise d'ailleurs pas 1l'in
jectivité de £'(Y) , mais seulement les propriétés générales d'exactitude de Hom).
D'autre part les homomorphismes de cette suite sont compatibles avec les structures

de A - modules (évident).

Soit alors M un A - module. Il résulte dels proposition 6 (appliquée 2
F=3) que, si 1'on applique le foncteur N’ei a2 la sulte précédente, on obtient

encore une suite exacte, en particulier l'application

ey Bomg, ) (R @)/ 1@, @) — ne, @)
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est injectivc. Prenant 1M = ker {’fﬁ* : A% AP} , on trouve cxactement la proposi-

tion 7, au langage prés ( la traduction est laissée au lectcur).

Nous allons meintenant démontrer le théorime 2 ; nour cela, nous remarque-
rons gue ce théoréme est déja connu lorsque ()} est convexe (en particulier lorsque
N est un polydisque), grice 3 (4) $ nous rameénerons le cas général & ce cas parti-

culicr par un argument de plongement inspiré de celui de Cartan — Oka (2).

Prenons (p € ¢' () vérifiant la condition (3), et soit K 1le support de @ -
On sait (2) gu'on peut trouver un voisinage ouvert (2' €& de K , possédant la

propriéte suivante :

Il existe des fonctions f,j €Y (1= £k ) gqui définissent un plon-

gement ( i.e une application injective, propre, partout de rang n ) de L' dans 1le

pollydisque de _(_3__k 3l '53. l<1 .

On peut encore supposer que J1' est relativement compact dans LV ; suppo-
sons, pour fixer les idées, que, sur L' , on ait \zii <1 (1£€414€n) .
Alors lY*application
i ( Zy 5 v 53

).v-.—.«;,(zls°9z 9f19°9fk>

n n

est encore un ploagorunt de LL' dans le polydisque ] ¢ _Q_n+k s Zj_i {1 §j§< I

Soit U 1le faisceou enalytique d'ideaux dans [} défini par i (QU) 3 il

est visible que, en tout point =a € i(W) 38 =3_ 5, et qu'aux points de i),

R est engendré par les S'j - T (on se gardera de croire que J (ﬂ) est engen-

J
¢ré par les ‘;,j - fj(z) vu que ces fonctions ne sont pas nécessairement définies
sur ﬂ tout entier, mais seulement au viirine o G.oi(&l')).

A ¢p , nous associons son image directe 215 =1 (p)€ ¢ '(H)P g 1.e. la dis~-
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-tribution définie par la formule suivente

pour h € £(MP <i(g), h):(lP, h o ;} . Cette image posséde les propriétés

suiventes
a) le support de Z? est égal & i (K) (évident)
b) On a I)(T?)Z?’ = 0

En effet, d'aprés (a) il suffit de se placer au voisinage de i(Q!) 3

$ or par défi-
nition de ¢ , on a
i

—§J - fJ (Z))(:?}: 0

c) E? est orthogonel aux exponenticlles polynomes H en z, 2,9 5 &
>H

Y
Bn effet, un tel H s'éerit H =1k (z,S, Z) o' +vSHAZ

ordinaire) & p composentcsqui vérifient P H = O =0 (1%j%x) .

9

h étant un polynome (% composantes) en z, S, % . On aura donc
Tois=nh(z, 7(z); Z) e wz +vE(z) AT h'(z, z) e A% avec n'e geR ()P , et

comme P n'opire que sur % , onaura P ( Ho i ) = O . L'essertion c) résulte
alors du fait que <p vérifie la condition (3).

On déduit de (c¢) et de (4) que ZP est de la forme suivante

—~ N EX 'q p o -

Fa . AL

(B =Pr'e+ T =2, avee g &g, K £ (1=35x).
2%

D'aprés (b) et la proposition 7, on peut supposer qu'on a

J (ﬁ)g =0, JMm) ’)LJ = O . En particulier, comme les seuls zéros de %) () sont

les points de i (V) (2) , les supports de < et des ’Xj seront contenus dans i(L})
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Désignons meintenant per DT

. <.
:%, , 5%_ s d'aprés un théorzme de L. SCTRTZ ((7), théorzme), toute distri-
19} J o]

un monomc de dérivetion par rapport aux

™ 4 s . PR . P
bution o € £'(N) s'écrit d'une menidre unique comme unc somme fini.

P

¢ =y D T (o) » avec  L_(®) ¢ €(a) .

De 13, et de (8),0on déduit

°

Fosons \i] =T, ( f) 3 nous aurons achevé la démonstration du théoréme 2, si

) AN
nous montrons qu'on a q =P Y

, autrement dit, si nous établissons la formule
s ¥
T (P ) =P Y .

Par récurrence sur le degré ccs composantes de P, il suffit de montrer

gqu'on a
/"D S te
(9) To{ :'-;E" = O._
‘\O Z. 0 7.
i i
y e
Or, la formule ¢ = + 7 D" ’[,r(p ) , on déduit
irtzl
2 [
o _ &\
To (c\.ﬁ = T O . *
i i

Par conséquent, pour établir (9), il suffit d'établir la formule

o~ 4{/‘_‘#
DUy oW
(10) 10(32. =\bz
i %

Pour cela, il suffit d'expliciter les deux membres :

°
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AN 3
/931) S = - s;-_g_ Hoi)d= Ay, 2E - ”B“_Q_ 1
\(azi ’ > <\*’az (Hoi)? N ’aiiol> §<%3a‘2“1 | 9% Olj>
clest a dire
g P ———ee

ot
o

-

=

e’
il

'g;” o
=
+

o 1

&/

Jo
AN
-5
[T
oL
\__—/

Cecci entraine la formule (10), et le théoréme 2 .

Corollaire 11 . Dans les hypothéses du théoréme 2 , les G € p~ E P()

gui véri-
fient P G = O sont totales dens W (P,(}) = ker{}?z £)P— (fl)q} .

En effet; si ¢p € {'(Q)p est orthogonal & N (P, 1) n p - B P(f}) , on a d'aprés le

théoreme 2 : (P= P*\_)‘l, avec P € Er(@T 5 done (f est orthogonal & W (P, £]) .

Corollajire 12 . Dans les mémes hypothéses, soit LL' un ouvert contenant (L,

tel que () soit dense dans 3 () . Alors N (P,£7') est

dense dans W (P,LL) .

D'aprés le corolleire 11, il suffit de prouver que N (P, 2')  p-E P(OM)
est dense dans N (P, £2)fn v - E P(f)) . On se raméne comme zu lemme 4 & examiner
le cas des p-pscudo-cxponentielles—polynomes pour lesquelles A=0,1ie. &
montrer que N (P, V') N 22B(QL')Y est dense dans N (P,.QL) N WPEVP . or ce
point résulte immédiatement de 1'hypothésc "P0(S1') dense dans ZEEV" et du fait
quton a AR =XV S, B -

En particulier, si tQ est un "ouvert de Runge" (i e holomorphiquemeﬂt
convexe, et 7€( g_n ) densc dans 2€(SY) , ¥ (P, gn) serz dense dans N (P, 1) .
Par conséquent, d'aprés la théoric des systémes & coefficients constants les expo-

nentielles—polynomes ordinaires en 2z, Z, (et méme les exponentielles polynomes
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en % , & coefficients polynomes en =z ) scront totaux dans N (P,d%) .

Remargue 13. Tous les résultats précédents subsistent, avec la méme démonstration,
si 1'on prend pour (L une variété holomorphiquement convexe é€talée
o . n
(sans ramifications) au-dessus dec C .
Remargue 14. En raisonnant comme dans (5), 2&me partic, on déduirait des résultats
précédents des théorémes de prolongement & travers une hypersurface
pseudo-convexe généralisant les exemples classiques de Hartogs. Nous

laissons cette question au lecteur.
Pour terminer, nous zllons établir la réciprogquc du théoréme 1.

Théoréme 15 . Soit ¥ un ouvert C c®, el que () soit un A-module injec—

tif. Alors ()Y est holomorphiguement convexe.

Une équation du type dZ @W=1b, (qj, q/ des formes différentielles) est

évidemment un cas particulier des systémes considérés ici 1 Par suite l'hypothése

implique que, pour tout p» 0 , le dE - cohomologic de () est nulle § donc pour

tout p»0 , on a HY(LL,3€) = 0 . I1 suffit donc d'établir ceci s

°

Proposition 16. Si, pour tout p3 1l , on a HP(£3,2¢) = 0 ,  est holomorphigue—

ment convexe.

Ce résultat est dl & H. Cartan (cf.(8)) 3 rappelons.en la démonstration.

Soit P wun hyperplan complexe affine de ¢t

, disons zy = 0 pour fixer

les idées 3 considérons la suite exacte

b4
0 ~>2)€ﬂ—-1->9€Q~>c)€ - 0

Onp

ot resp. g€ désigne le faisceau des germes de fonctions holomorphe
ugen( pBRnP) g g phes
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sur O (resp.{ln P) 5 prenons sa suite cxacte de cohomologie § en utilisant 1'hy-
pothése 3 on trouve ceci

. . o ° . .
a) - L'application H ({1 Bgfg — E (N n P;;H}IF\P) est surjective ; autre-
ment dit toute fonction holomorphe sur L1 P se prolonge en une fonction holo-
morphe sur 2.

b) - Pour tout pYl, ona HY(OLN P,of ) =0 . Donc AN P vérifie les hy-

nne
pothéses de la proposition 16. En recommengant, on trouve ce¢i si D est une droi-
te complexe affine de QP , toute fonction holomorphe sur () D se prolonge en

une fonction holomorphe sur (7 .

Cela étant, supposons que (1 ne soit pas holomorphiquement convexe. On peut
glors trouver un compact K ¢, un point a € £l et un polydisque ouvert P de
centre a contenu dans {) possédant les propriétés suivantes 3 a appartient &
l'enveloppe de K par rapport & ¥€(2) , 2 rencontre la frontiére oYL de fL,
mais les translatés de P centrés cn n'importe guel point de K sont contenus

dans £L . D'aprés un raisonnement de Cartan - Thullen, toute fonction holomorphe

dans {2 devrait &tre bornée dans P ; nous allons voir que c'est absurde. j

-

Soit, en effet, b un point de PN OfL, et soit D la droite complexe
contenant le segment réel [ég b [. I1 existe (théorie des fonctions d'une variable
complexe) une fonction f holomorphe surf2 O D , et non bornée sur [a, b [ ; et
f sc prolonge cn unc fonction holomorphe. dans ) , cul n'cst pas barnée dans R .

D'olu la proposition.
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QUELQUES PROBLEMES DE CONVEXITE POUR LES OPERATEURS

DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS CONSTANTS

par Bernard MALGRANGE

II - OUVERTS CONCAVES ET THEOREMES DE DUALITE
W.B. Cet exposé rédigé en Octobre-Novembre 1963, est beaucoup plus développé que

l'exposé oral qui ne traitait que l'exemplec 3, et par une méthode un peu

différente.

1 - INTRODUCTION
Nous reprenons ici les notations de Cl?) ¢ A désigne l'anneau des poly-

nomes C {:Xl9°°°9 X, 1, £ (resp.B') le faisceau des germes de fonctions indé-

finiment dérivables (resp. de distributions) sur g? ; A opére dans & et D’
of

Ox.
J

par la formule X.f =

s Ct Xj a pour transposé —Xj .

Si M est un A-module de type fini, nous noterons € M (resp. EVM )
le faisceau Hom, (M, &) (resp. Hon, (1,2)), en considérant M et A comme des
feisceaux constants.
Dans la suite, nous écrirons toujours Hom pour HomA s &9  pour ééA etCeos
Soit U un ouvert convexe de gé . On sait (12) qu'on a

(1 -1) 25 (v ) ot (i, 4) @ e (u)

(1 - 2) Hlé (U E,M) ~ pxtS (M, 4) & D (U)
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oz 1'indice '"co" désigne la famille des parties compactes de U , et ol
£'(U) (resp.D(V)) sifnifie comme d'habitude f"c(\fgﬁ)') (resp. fc(&rg £) ) .

De la premiére relation on déduit un accouplement

Pl
(1-3) i (1rs \’D'M) x Hom (Extk (My A), £(V)) — ¢C

A~ C . .
( M désigne le symétrique de M opar rapport & 1'origine)

et 1'on voit facilement que 1l'on pceut topologiscr cet accouplement en munissant
le premier terme d'une topologie d'espace (DF) et. Le second d'une topologie
d'espace (F ), de fagon & faire de cet accouplement une dualité (i.e. chaque
terme est le dual vectoriel topologique de l'autre). Nous laisserons au lecteur
le soin d'examiner cettc question, car nous allons en traiter une voisine, mais
plus délicate : indiquons seulement qu'il faudrait définir ces topologies par un

procédé analogue au paragraphe 2, et qu'ici ces topologies seraient séparées &

cause de (12), théorime 3 - 2.

De méme, en partant de (1, 2), on obtiendra un accouplement

(1-14) ng(U;EM) x Hom (Extk (i?, A) , D(U)) —> ¢

-

Mais ici, il sc présente des difficultés vectorielles topologiques, gque nous n'a-

vons pas résolues.

. i B n e ‘
Soit maintenant K un compact convexe de R . Considerant l'accouplement

(1 - 4) pour tous les U convexes contenant K , et passant & la limite, on ob-
tient un accouplement

lim Hl; (vieh

P
‘ x Hom (Extk (M, &) ,2'(K) —> C
UK

Rappelons maintenant la définition des "groupes de cohomologie & support
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dans K" 68} ¢ 8iUest un ouvert de g;“’, K un compact de VU et P un faisceau de
groupes abéliens sur U , on désigne par ﬁé (U F) le groupe des sections de F
sur U & support dans ¥ , et par H; (Us o) le kidme foncteur dérivé de FK (U3,
au sens de (7). Comme 'rK (Us .) est visiblement exact & gauche, on a

H; (us r) = f&:(ljg F) 3 en outre, si V = U= K , rappelons qu'on a une suite

exacte illimitée & droite, et dépendant fonctoriellement de F

°

o} [+ (4]
0 —=>Hy (U3 F) — B(U3F) — H(V 5 F) —— Hll{ (U P) == ous
Bnfin, si U' est un autre ouvert avec K CU' €U, on a des isomorphismes

fonctoriels en P s 111; (Us ) =~ HE (U's F) . Pour simplifier 1l'éeriture, nous
identifierons ces groupes et les écrirons simplement HE (F) .

Cela étant, de l'application définie de facgon évidente

k P
Hy (F) —— Hg (U, F) on déduit unc application
(1 -6) ng (F) ——» 1lim i (vs m)
o c
sk

. . M PN
Prenant en particuliecr F =£& , et K convexe, on en déduit un accouplement

(1-17) Hlé (e % Hom (met® (4, &) ,D'(K)) —> G

L'objet de cet exposé est précisément 1'étude de cet accouplement.

I1 y aurait lieu évidemment d'étudier aussi l'accouplement analogue déduit
de (1 - 3), mais il sc¢ présente des difficultés vectorielles topologiques supplé-
mentaires. Par ailleurs, le lecteur qui désirerait voir la signification de cette

étude pourra commencer par examiner les exemples (paragraphe 5).
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REMARQUE (1 -~ 8) On voit facilement cuc pour k = 0 , (1 - &) est un isomorphis-
me, mals que pour k>0, (L - 6) cst surjectif, mais non injectif en gé-
néral. Dans le cas ol F = E;M s nous dirons plus loin un mot de cette

question.

2 - UN THEOREME DE DUALITE.

n

Soit {3 un ouvert de R, et M un A-modulc de type fini. Considérons

une résolution libre de M .

F* *.
Pr-\
2 P 1 Po

S U | =1 =5 0

(2 -1) cos

Par application de Hom (M, £(()))s on en déduit unec suite

P

p, 1 P, 2
(2 -2) 0 -, Hom (M, £(£2)) —> (D)  —= &(a) " —= ...
et par application de . & £'(5y) une autre suite
i3 s
Fp v, 1 D, . :
(2-3) vev == 21 (Q) 7 — £1(1) s uee' () —0
ou le symbole * désigne la transposition; et le symbole la symétrie par rap-

port & l'origine, ceci pour que (2 - 2) et (2 - 3) soient en dualité.

De (2 - 2), on déduit Ext (M, £(5r)) = ker P / im P, 5 comme

k .
ker P, est muni d'unc topologie d'espace (B) , Ext (M, £(n)) est muni d'une
Ly

o

topologic de quoticnt non néccssairement séparé d'espace (F)  en abrégé g - F

en utilisant le fait que deux résolutions libres de M sont homotopiquement équi-

valentes; on voit que cette topologic nc dépend pas de la résolution choisie. Pour

k = 0, on trouve évidemment une topologie séparde.

De méme, & partir de la suite (2 - 3), on munit
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Tor (M, £'(£)) = ker Pi /Yim Pi+l d'une topologie d'espace (¢ -BHF) , in-

dépendante de la résolution de M choisie (rappelons que ¢ (©2) est un cspace de
SCHWARTZ, et que, par conséquent, tout son espacc fermé de £'() muni de la topo-

logie induite est un (DT) (5) ).

Proposition (2 - 4) L'accouplement Ext™ (M ¢ (Q)) x Tor, (M, £'()) === C

défini par (2 - 2) ot (2 - 3) est séparément continu, et met en dualité les sépa-

rés associés (i.c.

chacun des séparés associés cst le dual fort de l'autre). D'au-

tre part Ext® (M, € (Q)) est séparé si et seulement si Tor, _ (M, £1(Q)) est"

séparé (cettc condition étant vide par définition si k = 0).

La démanstration de la premiére assertion est immédiate. Pour la seconde,

il suffit de remarquer gue l'image de Pk est fermée si et seulement si 1l'image

~

de PSE

. est fermée (a'apres (2), et le fait que & (1) est réflexif).

N.B. Les raisonncments du type précédent se trouvent explicités pour la premiére

fois dans (14) & notre connaissance. Nous leur donnons ici une forme due 2
A . MARTINEAU .

. n
Posons maintcnant K = R

- 3 dans toute la suite, nous supposerons K
compact (ce qui d'ailleurs ne doviendra utile qu'd partir de (2- 7)). On sait (12)

qu'eon a

(A e v mxt® (1,6 (Q))  pour k0

et, en particulier B (R =0 pour k> 1

On déduit de 1la et de la suite cxacte des H.K s rappelés dans 1l'introduction

les propriétés suivantes 3



B, Malgrange. Problémes de convexité... - 208 =

( 2-75) On a une suite exacte
- it N . n . I
0 —5 5y (&%) — Hon (5, £ (8)) — Fom (4,6(0) — L (£1) —
(2 - 6) Pour k >2, on a un isomorphismc
k , My o k-1
2 eY) = mek L (n, £(q)

M
) des topologies d'espace (g - F) dé-

Wous munirons les espaces Hg (¢
finies par ces relations (pour k = O , cette topologic est évidemment séparée).
D'autre part, la proposition (2 - 4) nous donne leurs duals (i.e. ceux des séparés

agsociés), pour k2. Examinons les cas k = 0 et k = 1 . Nous devons pour cecla

considérer l'application (déduite de l'injection évidente §£'(()) —=> &'(B?)

i

B E(Q) — 1 & £ (R

>

Nous poserons N, = ker(i), N, = im(i) .

1

Conme M (3 E'(B?) est séparé (cela résultc ausuatdt de (10), théordme 3-2,

ou (12), théoréme 3 ~ ZL N, peut encore &tre muni d'une topologie d'espace

(@0 =D F) . Pour que N, soit eéparé, il faut ot il suffit que l'image de i soit
formée § comme i cst continue (évident), il revient au méme de vérificr que 1'i-
mage de l'application T déduite de 1 en passant aux séparés associés cst con-

tinue § en transposant, on obticnt donc ceci :

. P .. - M . .
N, est séparé si et sculcment si Hi (E7) est s€pare.

Reste & examiner Nl $ on a un isomorphisme (algébriqpe)

A~

Do D . P
moY Q) n Ppoe@E) Y Py gr(a)t
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~ p . A
Comme PT ¢t (r™) b st formé ((10), théorzme 3 - 2), N, peut emcore Stre

mini d'une topologie d'espace (q —-9HF) ; il sera séparé si et seulement si

A

o

P
Pf 6'(&1)'1 est fermé § en transposant on trouve dwnc ceci 3

N, est séparé si et sculement si Bxt® (M, e () = Hé ( EM) est séparé. On voit

~
encore que ceci a lieu si ot sculement si M & €'(LL) est séparé ; on voit aussi

quey dans tous les cas, la topologie gque nous venons de définir sur N1 coincidc

avec. celle que 1l'on déduit de l'injection N, = M & £'(Q) . Enfin, (raison-
s s . . Do s ° M

ner comme 3 la proposition (2 - 4)) les séparés associés a HK (& ) et

N, (resp. H11< (€M) ct Nl) sont en dualité.

Considérons maintenant la suite exacte (ici, l'hypothése "K compact" est es-

sentielle)

(2-1) 0 ——3 €'(£) —= £1(RY) — D'(K) ——=>0
Tensorisant avec M , et tcnent compte de la platitude de i'(BP) sur & (19),
on trouve les résultats suivants

(2 - 8) On a une suite exacte

A

0 —— Torl (11, D' (K)) = fa@é'(g) _— ﬂi@é'(ga;n) — M D' (K) —> 0

d'oty des isomorphismes (qui seront, par définition, des isomorphismes topologigquos )
N, = M&Dd'(K)

-~ 7 '
N, = Tory (15, D (X))

(2 ~9) Pour k»1 , on a des isomorphismes (encore topologiques, par définition)

Tar, . 4 (M, & '(x)) = Tor, (1, £'(Q) -
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Finalement, on obtient le résultab suivant s

THEOREME (2 - 10) Soit K un compact de R

a) Pour tout k30, l'accouplement défini par (2 = 4) ....(2 = 9)

ng (S_M) x Tor,_ (M, 2'(K)) — C

k

cst sépardément continu et met en dualité les séparés associés.

M . . P . . >
b) Pour gue HE (£7) soit séparé, il faut et il suffit gque Tor, _ l(M’;D'(K)ﬂ

soit séparé (cette condition étant vide par définition si k = 0).

3 - QUELQUES CONSIDERATIONS VECTORIELLES TOPOLOGIQUES.

A -~ Nous allons étudier la topologie de Torh (M, 2'(X)). Pour cela remar-

quons que si U désigne un ouvert, on a un isomorphisme algébrique
91(x) T lm (V)
UsK

d'ol un isomorphisme algébrique

(3 -1) Tor, (M, 2'(x)) ¥ lim Tor, (M, D'(U)).
eV e

Si magintenant L est un voisinage compact de K , on considére le dual de

i ', [ 2__ .
D (L), noté DO(L)' ;3 si L €U, on a des applications de restriction évidentes

D (V) — D (L)

= D (i)

Donc on a encore

A~ —~ A [
3 - 2) Tor, (M, P ' (x)) - lin =~ Tor, (M, (L))
o=
LK
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TN
Nous munirons P (L)' de sa topologie de dual fort de @ (L) 3 c'est donc

A~ N
un espace (DTF) ; comme au paragraphe 2, les Tor, (M, £ (L)"') sont alors munis de

topologies d'espaces (g —9F) et leur limite inductive de la topologie de "limite

inductive localement convexe". On a alors le résultat suivant

Proposition (3 - 3) L'isomorphisme (3 -~ 2) est un isomorphisme topologique, lors-

gue le premier membre est muni de la topologie définic au paragraphc 2, et le se=

cond de celle gui vient d'8trec définie.

Nous nous bornerons a établir cc résultat pour k 2 , en laissant au lec-—

teur le soin d'examiner les cas k = 0, 1.

Hontrons d'abord gue 1l'isomorphisme

Tor, (BA/[,:D'(K)) = lim  Tor (11[, MD(L))
ol k

[¢]
L>K

est un isomorphismec vectoriel topologique lorsqu'on munit le second membre de la to-

cela revient,

pologie de limite inductive localement convexc. Posant I)L = B? - Ly
par définition & établir l'isomorphisme vectoriel topologigue
i ! il s ? !
’I‘ork 1 (M, E'()) £EE¢ ’I‘ork 1 (M, £ (£}L))
s}
Lak
Pour cela, désignons par Nk 1 (©0) 1le noyau de l'application
e
P
D k-1 D
k-1 k -2
() — ()
Pp o1 o .
muni de le topologie induite par £ '(0)) , et définissons de méme
oo (f}L) on a évidemment unec application continue

lim, N, (Qp) ——=1N__, (Q)

T

L>XK
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qui est un isomorphisme algébrique. Comme & (1) est un espace (F) de SCHWARTZ,
c'est encore un isomorphisme topologique (cf (5), théoréme 12 et théoréme 3). En

passant au quotient, on trouvc facilement le rdsultat cherché.

Four établir (3 - 3), il suffit maintcenznt dc démontrer ccci

a) l'application Tor, (M, D(L)) —=> Tor, (17, ﬂ)(i)') est continue
A Pl Ny ~
b) si L' ¢ i s l'application Tor (M, L(L)') ——= Tor, (M, D'(L')) est continuec.

Ces deux faits résultent facilement du lemme suivant (détails laissés au lec-

teur)

Lemme (3 -4) Soit E un espace (g = F) dont lc séparé essocié est complétement

réflexif, B' un espace (q =PF), ct ~ une forme bilindaire séparément continue

Ex B’ ——>C induisant une dualité entrc les séparés associés. Soit (F, F' , f )

un autre systéme vérifiant les mémes hypothéses § soit u unc application linéaire

E —>F et u' unc szpplication linéaire E' ——> F' transposées l'une de l'autre

i.co vérifiant Ve ¢ B ,Vrte B! B (u(e)sfr) =at(c,u'(£')) -

Alors u et u' sont continues.

Montrons d'abord ceci s si ¢ € T est adhérent & 0 , u(e) cst adhérent 3
0 « BEn effet, on a alors, Ve cF sot(e, £f) =0 et ceci caractérise 1'adhérence
de O . Pour tout f' €& F' , on a donc (3 (u(e)y, £') =K (c, u'(ft)) = 0 , d'ol le ré-
sultat. On voit de méme quc, si f' ¢ 0, ona u'(f')é€o0 .

Pour achever la @&monstration, il suffit de démontrer que les applications
T et EF déduites de u et u' par passagc aux séparés associés sont continues.
Or, elles sont transposécs l'une de 1l'autrc, dwnc faiblement continues. Donc (théo-
réme du graphe fermé) 4 ost continue et, par conséquent, W' est aussi continuec.

( En fait, l'hypotheésc "complétement réflexif" n'est intervenue que parce qu'on sup-
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S~
-posait chaeun des séparés associés E , B! dual fort de l'autre. Il suffirait en

b
fait de supposer que E est un espace (g - X) et que E' est le dual de E et

de faire les mémes hypothéses sur F et F' ).

REMARQUE (3 - 5) Prenons M = A 3 on voit immédiatement que la topologic qu'on a
SN
mise sur D'(K) T'a & P'(K) admet P (K)' pour séparé associé (donc n'est
jamais séparée elle-méme). On pourrait penser & topologiser Tor, (M, 9 (x))

en le consiidérant comme le k-iéme groupe de cohomologie de la suite

exacte déduite de (2 — 1) par application de .Q9D'(X) , ct en utilisant

la topologie précédente sur D'(K) . On voit facilement que l'an obtient

ainsi une topologie plus faible gque celle que nous avons précédemment ob-

tenue {utilisar le lemme précédent ; l'application "transposée'" & consi-

dérer sera la suivante, que nous laissons au lecteur le soin de définir
k M
Bxt (1, D (K)) - ES (1) ]

Des exemples simples montrent que cette seconde topologie vst.on général

strictonont plus faible que la premiére. Par exemple, si K est un point, le sé-

paré associé éﬂbrk(M,Q3'(K) pour la seconde topologie est toujours O , aliors que
pour la premiére, oct csdacé est séparé si p. ex. M est elliptiquet (c.f. para-

graphe 4).

B — En vue d'étudier l'accouplement (1 - 7). nous allons topologiser
[¢]
Hom (M, $'(K) ; pour cela, L étant un compact vérifiant L 2 K , nous considé-

rons la suite exacte déduite de (2 - 1) ¢
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. P
PN ~.-  Pp 1 Pl
0 ——=> Hom (M, D(L)!) —— D (L)' —_— D (L)

(naturellement, si nous prolongions cette suite, elle ne serait plus exacte, et
conduirait & des BExt que nous n'étudierons pas ici).

On met sur Hom (M,Q;Ei)') la topologie de sous espace de Q;ZE)’po 3
c'est donc un espace (DF) (séparé) ; et on mct sur Hom (M, D'(K)) 1la topologie

localement convexe déduite de l'isomorphisme algébrique

G -1 Hom (1, D1(K)) = lim Hom (1f, H(L)").
iDK

On peut probablement démontrer que Hom (M, D'(K)) , muni de cette topolo-
gie, est un espace (q -PF) (nous le vérifierons en tout cas au prochain paragra-
phe lorsque K est convexey; et lorsque M est un module de torsion, ou bien est

sans torsion). Ce gui nous importc ici pour les applications est le résultat sui-
vant 3

THEOREME (3 - 8) L'espace Hom (11, D'(K)) est séparé si et seulement si M est

elliptique
(Rappelons que M est elliptigue si, pour tout ouvert (1, le noyau de l'applica-
tion P, s C(!))po — & (ll)pl est formé de fonctions analytiques § pour que
M soit elliptique, il faut ct il suffit gue le support de M n'ait pas de points
réels & l'infini (11), (13)).

Tout d'abord, si M est clliptigue, le résultat est bien connu ; rappe-

lons~en rapidement la démonstration s

On a visiblement un homorphisme topologique ( U ouvert)

Hom (M, D'(x)) = lim Hom (M, $'(U))
UK

Mais, M étant elliptique, est & fortiori hypoelliptique, d'ol un isomorphisme
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topologique

Hom (N, £'(K)) ~ lim_ Hom (M, ¢ (U))
U > K

(en particulier les éléments de Hom (1, P'(K)) sont des germes sur K dc fonc-

tions indéfiniment dérivables, donc analytiques).

I1 on résulte que si a est un pawint de K , M & £'(a) s'envoic dans 1l'espace

des formes linéaires continues sur Hom (M, D '(K)) . Prenons alors f € Hom(M, ' (X))

dire que, v a ¢ K, ces formes linéaires annulent f signifie que f est nul ain-.

si que toutes ses dérivées sur K . Par prolongement anslytique, f est donc nul.
Réciprogquement, supposons que M ne soit pas clliptiquc. Il existe alors (9)

(13) un f € Hom (M, gﬁ'(gf)) dont le support rencontre K , mais est contenu dans

un demi-espace P vérifiant POK = ¢ . L'inage F de f dens Hom (M, D '(X))

n'est donc pas mulle ; mais £ est limite dens Hom (1, & '(R™)) d'une suite de

ses translatées dont le supvort ne rcncontre pas K . On en déduit aussitdt que tou-

te forme linéairc continue sur Hom(M, £ '(K)) eannule £ 5 donc f est adhérent

3 0. C.Q.F.D.

4 - CAS OU K EST CONVEXE.
Nous suppcsons maintenant K convexe. Je dis qu' alors 1l'homorphisme cano-

nique (algébrique) ‘
(4 - 1) M D'(K) ———> Hom (Hom (M, A), ¥'(K))

est un isomorphisme. En effet, rcprenons la résolution (2-1) de M 3 par applica-

tion de Hom (., A), on trouve une suite exacte

P
Po 1
0 =——= Hom (My; A) —= A — A

4
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et par application dc Hom (., D'(K)) on trouve, parce que D'(K) est injectif
CE§9 la suite cxacte
x

!

Py Dy
D' (K) —= D (K) ~—= Hom (Hom(lLi, A), D' (K) ——=» O

comparant avec la suite exacte déduitc dec (2 - 1) par application de .2 £'(X) ,

on trouve le résultat cherché.
Dans (4 - 1), considérons les deux membres comme des fonctours en M 3 pre-

b

nant les foncteurs dérivés, il vicnt on utilisant cncore 1l'injcctivité de £'(K) ,

des isomorphismcs s

(4 - 2) Tor, (My 2 '(K)) =~ Hom (Hom(lM, 4), D' (K)) (k » 0)

Compte tenu
du théoréme (2 - 10), nous avons donc bicn obtenu l'accouplement (1 - 7)

par une autre méthode (le lecteur vérifiera quc c'est bien le méme). Au point de

vue topologiguc, on a lec résultat suivant.

THEOREME (4 - 3) Les isomorphismes (4 - 2) sont topologiques (lorsque le premier

terme est muni de la topologic définic au paragraphe 2, et _le second de la topolo-

gie définie au paragraphe 3.B).

La proposition (3 - 3) et la définition (3 = 7) nous raménent & comparer

(¢ ]
deux limites Imuctives 3 prenons L et L' canvexes avec K ¢ L' 4, L' ¢ L 5 en

utilisant l'isomorphisme (4 - 2) avec K remplacé per L' ct 1'homomeorphisme de

—~ ~

restriction (L)' ——= 21(L) --- D (L)' , on trouvera des applications
o~ k TN

(4 - 1) Tor, (¥, © (L)') === Hom (Ext™ (M, A4),D(L")*)

TN "

(4-5)  Hom (Ext (i, 4), D(L)") —— Tor (i, D(L)")



B, Malgrange. Problimes de convexité... - 217 -

et tout revient & démontrer qu'clles sont continues ; faisons-lc par excmple pour
la premiére s d'aprés le lemme (3 - 4), il suffit de définir une application trans-

posée

Ext® (M, 4) @ D(L!) - BxtS (M, D(L))
on l'obtieﬁt immédiatement en considérant l'application canonique
DL = D(L) > O(L)
et en utilisant le fait que, puisquc éﬁ(i) est plat, on a
Bxt (M, @(ﬁ)) 2 ExtS (M, A) & @(ﬁ) (cf. introduction)

Combinant les théorémes (2 - 10), (3 -8) et (4 - 3), nous obtcnons finale-

ment le résulitat suivant

THEOREME (4 - 4) 5i K ost un compact convexe 3

a) 1l'accouplement (1 - 7) cst séparément continu ot met en dualité les sé-

parés associés aux deux termes (dont les topologies ont é#6 définies aux paragra—

phes 2 et 3).

b) H;: (E.M)

est séparé, et, pour k » 1, les propriétés suivantes sont

dgquivalentes

1 - ng (E,M) cst séparé

k-1 (

2 -~ Hom (Ext™ My, 4), D'(K)) est séparé

3 - e (M, A) est elliptigucs

REMARQUE (4 - 5) Pour k =1 4, les conditions précédentes signifient que M est

de smee torsion (ou si l'on préfére, guc c'est "un systémc surdéterminé").
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En effet Hom (M, A) est toujours sans torsion, et un module elliptique est

un module de torsion, donc on doit avoir Hom (M, A) = O .

REMARQUE (4 - 6) Dans le cas ot K est un compact quelcongue et ou F = &M on
peut voir per duclité que lc noyau de 1l'application (1 - €) est adhérent 2
0 dans HE ( Ewﬁ . I1 en résulte que, si HE ( ENB est séparé, (1 - 6) est

un isomorphisme. D'autre part, lorsque K est convexec, on peut voir que le

noyau de (1 - 6) coincide avec 1l'adhérence de O dans HE (E;M) , et que,

par conséquent, (1 - 6) est bijcctif si et seulement si HE (iiM) est

- -

séparé.

REMARQUE (4 - 7) Soient K et L deux compacts avec K C L . Considérons 1l'ap-
plication HE (¢ M) —_— HlL‘“ (EM) (déduite de 1l'injection évidente
Hy (s) —— Hi (.) par passage aux fonctcurs dérivés. Pour que l'image de
cette application soit dense, il faut et 1l suffit que la "transposée"
Tor, (ﬁ, D (L)) === Tor, (&, D1(K)) ait un noyau adhérent & O . Suppo-
sons en particulier K et L convexes; cn utilisant l'isomorphisme (4 - 3),
on voit que ceci aura licu si ExtK (M, A) est elliptique. En traduisant le
résultat précédent au moycn des isomorphismes (2 - 5) et (2 - 6), on en dé-

duit un théoréme d'approximation dans (O qui généralise des théorémes connus

du type de Runge.

5 — EXEMPLES

Exemple 1 . Soit P& &y, P £ 0 . Prenons I = A/AP . On a une résolution
de M g
P \ ,
O = A —= A === M == 0
N 1 ~ ) .M . .
d'ot immédiatement Bxt~ (M, A) = M . D'autre part £ est ici le faisceau des
gorn.s de solutions de 1'égquation Pf = O . On trouve alors ceci (tout est nul pour

k > 2).
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g HI: ey 2o

/ l < I\"I) ~ COkGI‘ (i 61\"[ (:5;‘1'1) ———:’ E‘;.M (_Q)}

B (81) = (o) /P £(0)

Tor, (ﬁ,?b'(K)) = 0 3 donc Hé (E:M) cst sépané (ce qui était évident 2
F; priori) .
B) Tor, (ﬁ;éD'QK)) = Hom (M, 9'(K)) est séparéd si ot si seulement M est
;{ elliptique.

Tor,, (M, D'(K) = O Donc le séparé associé a Hé (Eﬂm) est nul (évident

& priori).

Finalement on obtient les résultats suivants

C) PE(L) =€(Q) si et sculement si P est clliptique (cf. (9), chap. 3)

D) On a un accouplement EM (1) x Hom (ﬁ; Dr(K)) , nul sur im {?M(g?) —€>&M@18
gui n'est autre que l'accouplement défini par la formule de Green. Voir une é-
tude de ce genre de guestions dens (6), par exemple.

Remarquons encore qu'ici, l'hypothéese " K convexe" est inutile, (on le

voit en établissant dircctement les résultets précédents).

Exemple 2 . Supposons M de torsion et Bxtt (M, A) =0 .

Alors, si X est un compact convexe, on aura
° .
Hy (gM) = H%{ (gm) = O . Autrement dit 1'application

gm (EP) — & M (Q) est bijective. Ici encore 1l'hypathdse "K convexe"
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est inutile; il suffirait que E K n'ait pas de composantes connexcs relstive-
ment compactes (i. c¢. soit connexc. Cettec question est étudiée dans (3) (C'est
d'ailleurs ce travail qui cst & l'origine du préscnt exposé)

Remarquons que, dans (11) et (12), nous avions établi ceci : sous la secule
hypothése Extl (M, A) =0, si U est un ouvert convexe rclativement compact,

, S M, n Mo, n L . .

l'application £ (R ) —» & (R -U) est surjective. L'hypothésc "M de tor-

sion" permet ici de passcr & la limitc suivant lce voisinages 1 de K

Exemple 3 .  Supposons Ext® (M, A) clliptique ct Bxt (M, A) = O . Pour
2
K compact convexe, on a alors HK ( 6y5 = 0 § autrement dit Bxtt (My £(Q.))=0
P
donc (of. (2 =2)) tout £ ¢ £(Q) 1 vérifiant P

5 f =0 est de la forme
Po

Le méme phénoméne se produit ici ainsi que dans 1l'cxemple précédent s en

2 . .
supposant seulement Ext~ (M, A) = 0 , on aurait ce résultat avec £l remplacé

par R - U s l'autre hypothése permet lc passage 2 la limite.

Ixemple 4 . Supposons M elliptique. Alors, tous les Extk (M, &) sont

elliptiques (en effet, on sait que le support de BxtS (M; A) est toujours con-

tenu dans celui de 1 ). Par conséguent, dens ce cas, tous les espaces intervenant

dans le théoréme (4 - 4) sont séparés.

Precnons c¢n particulier n = 2nm , ct identifions QP a B? en posant
Zj = x_j + 1 X0 o4 3 (1 je<m) 5 prenons pour M le quotient de A par 1'idéal

engendré par lcs Xj + i Xm + 5 $ 5}6 stidentific alors au faisccau des germes

de fonctions holomorphes © .
On a (caloul immédiat) Bxt™ (M, £) =0 si k £nm, Bxt™ (1, 4) =N .

On trouve d&onc ici, pour K compact convexe

oo
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HE (®) = 0 si k£m

m .
Hy (0)  cst séparé, ot son dual est isomorphe & Hom (M, D '(X)) ~ & (x) . Si

maintenant F

e¢st un faisceau enalytiguc cohérent au voisinage de X , on trouve

en prenant unc résolution libre de F , unc dualité
Hllz ) = Bxt™ k (Ks ¥y 0) —-— C

(cn fait, il suffirait ici de supposer que K est un compact possédant un systéme

fondamental de voisinages ouverts d'holomorphie). Ces résultats sont dus & FRENKEL
(4} et GROTHENDIECK (non publié). Comparcr avec le cas "algébrique'", traité dans

(8), et avec certains résultats de ANDREOTTI - GRAUERT (1).
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