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1A REFLEXION DES FONCTIONS HARNONIQUES

T"TBLE I
par i
3 PURES
Hans LEWY i + .suRIER

THf:ORﬁI"IE 1 : Soit u(x,y) unc fonction harmonique dans un domaine D limité
en partie par un segment ouvert ¢ de l'axe des x : D est un demi-voisinage
de & du cdté y< 0. Soit u€ Cﬁ(D Uoc ) et soit v une harmonique con-
Juguée de u . Si u satisfait sur o i une relation

(1) Qu

9y = Alx,u,v, %—%)
ot A est fonction analytique de ses arguments pour toutes les valeurs prises
sur @ , alors u et v sont analytiques sur & ;[1][2]

Dans le cas d'une (1) linéaire

(L) %-‘5 = o, (u + (v + ay(x) %—; +a,(x)

il y a davantage : si les fonctions aj(z), J=T,eee,4
sont holomorphes pour 2z = x + iy dans DU o (et réelles sur O )

u et v peuvent &tre prolongés harmoniquement dans DU o U D, o

(= |

= { (x,y) | (x,~y) & D} , pourvu que D  soit simplement connexe,
On peut admettre que D fait partie d'une surface de Riemann et 1l'on inter-

prétera DUC U D de la méme manidre.

Preuve :
1
Posons 2F(z) = u(x,y) + i v(z,y) ; F(z) est connue et C dans DU,
I1 s'agit de prolonger F(z) du cbté y >0 & travers ¢ . Soit maintenant =z

un point de D ; posons G(z) = F(2), 1a barre aésignant 1a complexe conjuguée v
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G(z) est connue et ¢' dans D U o et analytique dans D,

Sur o ona u(x,0) = F(x) + 6(x), v(x,0) = -1 (F(z) - &(z) ),

2 @@, o1 6 -e@ ).

Portons ces expressions dans (1) et remplagons partout x par z , On Ob=
tient ainsi une équation différentielle E du premier ordre entre z , F(z) ,
G(z), remplie par hypothese pour 2z sur ¢ , Nous employons E pour cons=
truire G(z) dans D , en choisissant un point initial =z, sur o , Il
est vrali que la démonstration classique de l'existence et d'unicité de la selu-
tion G(z) suppose que le point initial fassc partie du domaine complexe tan-
" dis qu'ici il se trouve sur sa frontidre, lais on peut se servir du théorzme
d'existence pour les équations différentielles & variable indépendantc réeclle,
en commengant la construction de G(z) sur un segment s perpendiculaire a &
au point x, et en procédant cnsuite sur des paralleles & l'axc des X
passant par les points de s ., Le résultat G(z) doit &tre holomorphe dans
D prés de x, en vertu du théoréme classique pour les domaines complexes et
continue en x et y en vertu de la continuité par rapport au paramétre y
de 1'équation E et des valeurs initiales sur s. Or, sur <& , nous connaig-
sons une solution G(z) = G(x) de B, & savoir G(x) = F(x). A4 cause de l'uni-
cité, ce G(x) est donc celui de notre construction et la limite de G(z)
quend z €D s'approche d'un point x de @ , Par définition G(z) est con-
tinu aussi dans & \J D, Donc G(z) est holomorphe au voisinage de x,, et
x, est arbitraire sur o , D'ol le théoréme 1 relatif & la condition (%),
Dans le cas de (1L) 1'équation E sera lindaire et de premier ordre. Il
s'ensuit quton obtient G(z) dans tout D par des quadratures, Ceci équi=

vaut & dire que PF(z) se prolonge analytiquement ct explicitement dans D .
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Remarquons qu'une transformation conforme permet toujours de remplacer
une frontidre analytique quelconque par un segment de droite sans changer le
caractere harmonique de u et v ou l'analycité de la condition aux limites
(1 ). Notons que le théoréme a des applications intéressantes dans 1'hydrody-
namique des fluides idéaux,

Surfaces minima,

Cn sait que toute courbe [ de Jordan de 1l'espace & trois dimensions est
frontiére d'une surface minima, 8§ , image conforme d'un cercle ou d'un demi
plan, Supposons que | est rectifiable et contiemt une portion régulidre, soit
P. Peut-on affirmer que S se comporte réguliérement au voisinage de P ?
Par exemple, est-ce que S possede un plan tangent aux points de p ? A ce
que je sais, on ne connait pas de réponse sans hypoth®se ultérieure, méme si
p est Cm .

Si p est analytique, la réponse est affirmative, et il y a prolonge-
ment analytique de S & travers de p. [3] Ce problime est semblable & celui
du théoréme 1 en ce qu'il concerne le prolongement de fonctions harmoniques,
mais sa solution est plus difficile, Il s'agit maintenant de trois fonctions
L (x,y), M (x,y), €(x,y), harmoniques et bornées dans tout y > 0, continues
dans y = O et satisfaisant aux conditions

2

y ’

2 2 2 2 2
gt * Cx = F,y+ ﬁyT C

r ——
(2) £x5y+ ﬂxﬂy+ CXCy—O,

et qui appliquent y =0 sur [ de sorte que l'axe des x , pres de x =0 ,

devient l'image monotone de la courbe analytique p



H. Lewy. Réflexion...

(3) T\=‘P({),C=4’({),
(ol 1'on peut supposer I (0,0) = 0, ¢(0) = $(0) = (*(0) = 4"(0) =0).

Soit £*(x,y) , n*(z,y) , [*(z,y) une surface minima conjuguée S*,
c'est-a~dire la surface formée par des harmoniques conjuguées de ¥, 70, C,
On va construire une fonction = (z), analytique pour y >0 prés de l'origine
et qui se réduit & ?;(X,O) quand =z s'approche de l'axe des x ., Cela guffit
évidemment pour le prolongement analytique de A(z) = & (x,y) + 15,* (x,¥)s
Quant & celui de p(z) = N(x,¥) + in*(x,y) et v(z) = Ul(x,y) +i*(x,y),
on posera, pour y<0 , 29 (=(2)) = u(z) + B(z) et 22;(5 (2))=V(2)+V(z)
pour obtenir leur prolongement analytique.

Voici 1l'équation différentielle qui dirige la construction de = (z) :

fle

@) aZ(@ [ 1+ ¢ B(2) + ¢33 T (@A) + ¢(Dapla) +

+ H(Z)av(z) ),
avec = (0) =0,

Le signe 2 rappellc qu'‘'on eherche une solution de (4) intégrée, pré=

Y

caution nécessaire dfic & l'ignorance du comportement de A (z) , K (z) ,v(z)

voisinage . A
sur et en passantaw/dé l'axe des x . Renvoyons & plus tard la preuve que

?
H , v sont continus dans y ?//O , quc, sur l'axe des x , ils sont abso-
lument continus con fonctions de la longueur dlarc s de r , et qutune pro-
priété analoguc est vraie pour les images dc scgments perpendiculaires a

1'axe, Alors la construction de = (z) s'obtiant d'unc fagon parecille &

celle de G(z) du théoréme 1 , et on a l'unicité de la solution,
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Remplagons (2) par 1'équation équivalente
2! * * # o
(2) Ex x T Ny Tlx‘*“chx-o
pour y> O . Si l'on savait que (2') reste vrai pour y = O presque partout

par rapport & s , on conclurait E (x) = f (x,0) . En effet, en substituant

by

£(x,0) 22 (x) dans (4), on trouve 1'identité

a8x,0) 211+ 9150 (1,0) ) + 38 (5,00 ) T+ (a8 (5,0) + ¢ *(Qen(x,0)+
+ 1 (E)aT(0) + 3(a g (1,0) + 9r(E)an* (x,0) + §1(E)ar*(x,0) ) )

vaque N =9 (£), T =4 (%), et que la pertie imaginaire s'annulle b cause

de (2'). Puisque = (0) = £ (0,0) = 0, 1'unicité donne donc = (x) = £ (x,0),
d'oh l'analycité de A (z) pour y >0 . -

Reste a démontrer que X (z), | (z), v (z) sont absolument continus en
fonctions de la longueur d'are s de [ , qu'un fait analogue se produit pour
les segments perpeﬁdiculaires a 1l'axe des X, et que (2‘) est vrai sur l'axe.'
Notons que toutes surfaces S, : € cos o + Ex éin &, Tycos¢x + N¥* gin &,

L cos X + {* gin & gont des surfaces minima et que la longueur d'une courbe
de S, , image d'une courbe du demi plan y > O, ne dépend pag d'e «+ On démon-
tre le lemme que a) la longueur de la courbe Co image de y = Y, = const est
fonction continue de Yo pour yo__; Oetb) que la longueur de l'image d'un seg=
ment X = const est inférieure & un multiple fixe de la longueur de r. En dé—
rivant la longueur de "G, par rapport 3 & pour Yo = C on obtient (2') sur
Yy = O a) et b) suffisent & faire rentrer la construction de 2= (z) dans le

cadre d'idées des approximations successives habituelles.
Pp

Ltanalycité de & (x,0), N(x,0), {(x,0) é&tant acquise, des dévelop-
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pements de Taylor au point origine donnent l'existence d'un plan tangent &
1'origine.

Signalons encore le probléme d'une surface S dlaire minimum dont la
frontidre est située en partie sur une surface compacte donnée T et en partie
est fournie par un arc de Jordan | aux bouts A et B telsque TV = AU B,
Ltexistence de S ayant été démontrée par Courant sous des conditions plus
larges, cherchons & déterminer la nature de 1'intersection S{V T dans le cas
de T analytique. Remarquons que notre méthode s'applique encore,bien que les
détails soient beaucoup plus laborieux [4}. On trouve qu'il existe toujours
une Stelle que ST est une courbe analytique. Dans ce probléme on aura
3 formuler, au lieu de (4), un systéme de trois équations différentielles or-
dinaires faisant intervenir les fonctions analytiques qui déterminent T .

La méthode de réflexion au moyen de la résolution d'édquations différen-
tielles ordinaires s'étend aux fonctions biharmoniques satisfaisant & deux cone-
ditions aux limites sur une portion analytique de la frontiere du domaine de
définition, voir [5].

Pagsons maintenant aux fonctions harmoniques u de trois variables, et
étudions le probléme le plus simple (6] :

Bu(x,y,2) =0 et€u C® dans un demi~voisinage 2L 0 de l'origine,

soit D , et satisfaisant & une condition lindaire

(5) Blu] = u, + f(x,y) u =0 sur z = O.

Ecartons le cas trivial de f(x,y) = constﬁlonﬂﬂ}ﬂ est harmonique et on
peut effectuer la réflexion de B[u] en fonction harmonique dans le domaine
D symétrique, puis intégrer 1'équation différentielle ordinaire, obtenue ainsi

pour u, par rapport a z et en tirer u sur tout segment paralldle a
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l'axe des z et contenu dans D . Admettons au contraire que

f(x,y) =a + bx + x®

a, b, ¢, des constantes.

Observons 1°) que 1'opérateur © = x —QQZ- -2 '@9}; et le laplacien

A sont permutables et que O se réauit & x o7 Sw oz = 0. Notons 2°)

qu'il existe, dans la portion D' de D , formée par les segments de D issus

de, et perpendiculaires & z = 0 , une fonction v , harmonique et Cm, telle

que v, = u dang D' En effet, soit F(X,Y) une solution €% de 1'équation
de Poisson & deux variables indépendantes

Ar, uz(x,y,o) 0+ Alors

i

b4
v(x,y,2) =j u(x,y,z') dz' + F(x,y).
0
En répétant le raisonnement, on trouve V , harmonique et c® dans D' et tel

que V 3 =Ue Aors (5) devient
Z

B'[V]EVZ4+aVZB+b(X’c‘5; "‘Z"c:);) sz+
Q 942
tolegy-257) "2+c<x-§;-2%>"x=°

sur z = O. En vertu de 1°), B'[V] est hormonique dans D! et s'annulle
sur z =0 « On peut donc étendre B'[V] harmoniquement dans le domaine

sym étrique D . Reste & tirer V 5 =1 de la connaissance de B'[V] .
Ajoutons a B'[V] un "miltiple" dez Av, soit P2 AV ol P2 est un opérateur
différentiel du second ordre & coefficients constants. On peut choisir P2

de sorte que 1l'opérateur B! + P2 A devienne hyperbolique & deux nappes ca-

ractéristiques distinctes. De plus on peut faire que ces nappes cont
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tiennent a 1'intérieur un rayon paralléle & l'axe des 2z et l'approximent
d'aussi prés qu'on veut., D'apres un théoreme de Pétrovski-Leray on aura donc
une solution unique V € ¢® dtune telle équation hyperbolique & données ini-

tiales sur z =0 , et cela dans une portion arbitrairement proche du total

de D'. Finalement, on vérifie quen AV =0 dans D' puisque AV satisfait

a une équation hyperbolique analogue, mais homogéne, du quatriéme ordre, aux
données initiales nulles sur z =0 . Donc V est harmoniquement prolongable
dans 5', d'oh;%éme chose pour u .

Ce procédé s'applique aussi bien au cas de f = polyndme quelconque en
x et y . Toutefois il faut observer que l'ordre de 1'équation hyperbolique
auxiliaire tend vers 1'infini avec le degré du polyndle f , fait qui introduit
des difficultés nouvelles quand on prend pour f wune fonction analytique plus
générale.

Le probléme de réflexion se pose pareillement éour une équation quelcongue,

et tout d'abord pour les équations a coefficients constants. Disons un mot sur
Id 3 4 —

1'équation No=u_=-u_ +u =0

XX vy 2%
Vu 1l'existence de la solution du probléeme de Cauchy pour des données spatiales,
le probléme n'a guére d'intérét dans ce cas. Au contraire, il n'en est plus
ainsi quand on se donne la condition (5) , le plan z = O &tant temporel.
Rien n'est connu dans ce cas, méme pour f(x,y) = x . la raison en est qu'on
ntarrive rlus & formuler un probléme correctement posé pour la l'obtention
de V & partir de B! [V] » bien que subsiste le formalisme
qui donne B! [V] dans D' . Fait curieux : 1le raisonnement marche pour
une condition aux limites

u +Xx u +xu =0 sur z =0
2z X

avec o= const £ O , mais arbitrpirement petit, et la réflexion de u s'effectue.
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