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SUR LES EQUATIONS ATYPIQUES

par
Hans LOWY

Pfaff et Cauchy ont créé la théorie d'existence et unicité pour les équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre, toutes les variables étant sup-
posées. réelles. Que peut-on dire quand les variables indépendantes sont réelles
mais les fonctions & déterminer et les équations sont complexes ? I1 semble que

le probléme du cas linéaire & coefficients complexes

(1) E A (o, , y@u o
1 j ’ » 2,...,0(n @O(j“'
mérite; 1'attention de 1'Analyste, puisqu'il est si siuple e le formuler,

Supposons le cas général : n > 2, Aj €.C°°, mais non nécessairement analyti-
que; l'opérateur A = L Aj 7%%;7 , son conjugué complexe A , et le commuta~
teur P=AA -L4 (qui est encore du premier ordre) lindairement indépen-
dants, c'est-a-dire qu'il existe pas de relation lindaire & coefficients:
fonctions de & et non tous nuls.

Probléme non-résolu & présent : Existe-t-il une solution u locale de
(1) et aifférente d'une constante ?

Admettons maintenant qﬁe x(x), y(xX),... soient des solutions de (1)
au sens local, On note que toute fonction he’.omorphe F(x,y,...) en est
une autre, puisqufon a AF = FxAx + EyAy +ess = 0. La question se pose si
toute solution u peut s'obtenir de la sorte & partir d'une liste appropriée

de n=1 solutions x(<X1,...,cxn) 2 Vyeee Ici la réponse est négative, DMais

on a le théoréme suivant [1] :
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1e

Soient n=3 ; A, E, P lindairement indépendants, x(«) y( )€ Cz(a)

et AX = Ay = 0 dans l'ouvert a de l'espace des o et

it
N

rav.g

de sorte que x(x), y(x) appliquent g (ou une portion ouverte g'
suffisamment petite de a ) topologiquement sur une surface S de lles-
pace E4 des X, y & 4 dimensions réelles, Alors il existe un ouvert

W de E’.4

tel que toute solution u € C' de (1) dans a' peut 8tre envi-
sagée comme la valeur aux limites sur S d'une fonction F(x,y), holomorphe
dans W .

Soulignons que @ ne dépend pas de u . Prenons par exemple une fonctidn
quelconque G(x,y) holomorphe sur un ouvert $2 de ' dont la fermeture 5 |
contient S, et telle que G ¢ C!' ( Q UJ 8). Alors nécessairement AG = 0 |
sur S et le théordme affirme que G se prolonge analytiquement dans tout Q,

Remarquons que 1'indépendance linéaire de A,A,P n'est qu'une forme in~
trinstque de la pseudoconvexité forte (indgalité) de S.

On peut imaginer une extension du théoréme dans plusieurs directions,

Considérons une portion gn -1

d'une hypersurface de dirmension (2n - 1)
dans l'espace E2I1 de n variables coxplexes Xy g Xy geeny xn y Pseudo-
convexe au sens fort. Alors ltanalogue vaut., Nous avons affaire avec

(n -1 ) équation gimultandes du “type (1) qui expriment 15 nullité de

toutes les combinaisons lindaires de

RAu Ru RQu
- (] . , L ] ’ -
X 1 ) <5 QD z
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qu'on pcut former sur S , ne commaissant de u que ses valeurs sur S ,
2. On considdre wne seule équation (1) . Conjecture ¢ Posons n =4 ,

Soient x,y,z{e¢) trois solutions ¢ de (1) telles que

X x X x
144 [ 4 X
1 2 %3 4
reng yt)(1 y0<2 Yo 3 y044 =3
Z Z Z Z
(¢4 (04
0(1 5 3 (14
|

dans un ouvert a des & , Suppocons que A, K, P, AP - PA soient lindaire~
ment indépendants dans & . Alors il existe un ouvert a'C a et un ouvert
fixe W de E6 tel que toute solution uw € C! de (1) dans a' peut &tre envi-

sagée comme valeur aux limites sur S d'une F(x,y,z) holomorphe et C!

dans W , ol

s={xye = =x(«),y = Wxdz=z (), «€ a'} .

Nous'n'avons que des exemples [2] d'un tel phénoméne, per lequelun en-
semble (local) de 4 dimensions réelles gt engendre un ouvert
. . +1
d'holomorphie de l'espace E6 , ou, plus généralement, un s® engendre
1

. n+
un ouvert W de l'espace E2n de sorte que la continuité C!' sur S

des valeurs aux limites d'une fonotion holomorphec F entraine 1l'holomorphie

de F dans W,
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