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LES OPERATEURS D’ONDE POUR DES ÉQUATIONS D’ONDE

NON LINÉAIRES INDÉPENDANTES DU TEMPS

par

H. Walter STRAUSS

L’existence des opérateurs d’onde et de leurs inverses est démontrée pour

les équations de la forme D / = q3Ê~, y où q est une fonction indépendante

du temps, non négative y bornée et petite à l’infini. Ce sont des opérateurs

non linéaires définis dans un ensemble dense 9 ils conservent les intégrales

d’énergie associées à ces équations.

On sait que le problème de Cauchy pour l’équation

où q est une fonction non négative et bornée sur R3, y est bien posé : [1],

[4]. On se donne des données de Cauchy réelles, y v , y d’énergie finie, à l’instant

t = 0 ; elles définissent une solution /o de l’équation d’onde n = 0 ;
on construit la solution de (1) qui a / pour données de Cauchy à l’ins-

tant t=s ; on nomme w(s) la valeur de cette solution à l’instant t=O. On

va démontrer que, y si le coefficient q vérifie certaines conditions, w(s)

converge au sens de la norme d’énergie lorsque s 2013~ + m . Plus précisément, on

considère le laplacien comme étant un opérateur auto-adjoint A dans l’espace

12(R3) et l’on note ~L l’espace de Hilbert qui est la somme directe du domaine

de définition de (- 1/2 et L2(R3 ). Alors les solutions de l’équation

d’onde [] =0 et de l’équation (1), à données de Cauchy à l’instant s dans

~ ’ sont données à l’instant t par des propagateurs respectifs fu.(t,s)i et

~u 1(t,s)~ , ces Uk (t,s) étant des transformations de â~0, dans eu
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DÉFINITION. Les opérateurs d’onde sont définis par

pour v E pourvu que ces limites existent fortement dans À .

Soit 9b l’enserible, dense dans ~ , des paires de fonctions indéfini-
ment différentiables à support compact. Soit Ak l’ensemble des vecteurs v

dans tels que les dans un cône avancé ~Tl’
t 
0 

quelconque (k=O,1). Alors j)c 
o o

THÉORÈME, 1 . U v existe pour tout ve 3) sous les conditions

(2) q(x)  q1 bornée et non croissante

et pour tout X&#x3E; 0 ,

THÉORÈME 2. W+ est défini dans ao ; dans W+ transforme

0 injectivement sur A1 ; " et W’+=W-1+ dans A1 ; si l’on suppose (2)

et q, .. intégrable. De même et 

En définissant l’opérateur V dans ~ par = [0, -q~ ]~ les

théorèmes 1 et 2 sont démontrés à partir des identités

où [A] Y signifie la dérivée de l’opérateur A au point y. D’après le

théorème pi-dossous, les aussi sont définis dans un ensemble dense de:Je .
On prouve d’abord le
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LEMOE. Si 9q/q|x| 0 et si / est une solution réelle de (1) à

données dans oD y alors j*q4 -4 dx et

sont 0(t-2 ) lorsque 1 t 1 ---7 00. [5J

THÉORÈi1E 3. existe pour tout v~ 3) si l’on suppose (2) ~ q1 . 
’

intégrable dans R3 .

THÉORÈME 4. Soit, pour

Supposons (2) valable et q1 intégrabie ; alors E1(D+ v) = E (v) pour

v E et E (u) pour Si l’on suppose les hypothèses

du théorème 3. alors ~J~ - E (w) pour B’1 E 1) . De même pour

W et 11£* ’

- -

Les hypothèses ci--dessus sur le coefficient q peuvent être légèrement

affaiblies et le domaine peut être agrandi. De plus, les théorèmes 1-3 sont

également valables pour un coefficient q qui dépend du temps ainsi que de

l’espace, si l’on remplace la condition (2) par la définition

et si l’ on suppose en outre que (sign nour 1 t 1 grand. Des

cas plus simples où q est petit à l’infini comme fonction de t , ont été

déjà traités ~~~4~ . On remarque que l’équation (3) est valable très générale-

ment pour des propagateurs non linéaires dans un espace de Banach. Les détails

paraîtront séparément.
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