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LES OPERATEURS D'OND£ POUR DES ﬁQU;TIONS D'ONDE
NON LINEATRES INDEPENDANTSS DU THIiPS
par
il, Walter STRAUSS

L'existence des opérateurs d'onde et de leurs inverses est démontrée pour
les équations de la forme [] b = qﬁ , ou q est une fonction indépendante
du temps, non négotive, bornée et petite & 1'infini. Ce sont des opérateurs
non linéaires définis dans un cnsemble dense ; ils conservent les intégrales
d'énergie associées & ces équations.

On sait que le probléme de Cauchy pour 1l'équation

(1) Né=acd ,

ot q est une fonction non négative et bornde sur R: , est bien posé : [1],
[4]. On se donne des données de Cauchy réelles, v , d'énergie finie, & 1l'instant
t = 0 ; elles définissent une solution éo de 1'équation d'onde [] $=0;

on construit la solution de (1) qui a ﬁoft:s pour données de Cauchy & 1'ins-
tant t=s ; on nomme w(s) 1la valeur de cette solution & l'instant t=0. On
va démontrer que, si le coefficient q vérifie certaines conditions, w(s)
converge au sens de la norme d'énergie lorsque s —» + . Plus précisément, on
considere le laplacien comme étant un opérateur auto-adjoint A dans 1'espace
L2(R3) et 1l'on note ?6 1'espace de Hilbert qui est la somme directe du domaine
de définition de (-~ [&)1/2 et L2(R3). Alors les solutions de 1'équation
d'onde [] =0 et de 1'équation (1), & données de Cauchy & l'instant s dans

g{? , sont donndes & l'instant t par des propagateurs respectifs {Uo(t,s)}- et

{U1(t,s)} , ces Uk(t,s) étant des transformations de J€ dans 7€ .
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DEFINITION. Les opérateurs d'onde sont définis par

w(s) = U1 (O,S)UO(S,O)V ; U L V= lim v(s), s - t @

W’I(S) :UO(O,S)U1(S,O)V 3 W_;_v = lim w, (s), s >t o
pour v € X s pourvu cue ces limites existent fortement dans X .

Soit D 1l'ensemble, dense dans i , des paires de fonctions indéfini-
ment différentiables & support compact. Soi’chfzK 1l'ensemble des vecteurs v

dans J€ tels cue les Uk(t,O)v s'annulent dans un cdne avaneé {lx\ <t + to},

t, quelconque (k=0,1)s Alors D JQCO.

TI-IéORfJIE 1 W LV existe pour tout ve ﬂj sous les conditions

(2) afx) g q1(tx(), xeRD, q; bornée et non croissante ;
et pour tout o3>0,

@ r 5
f exp[ °<f q (s’)ds] q,(r)r “ar ¢ o
1 0 ! !

THEOREMZ 2, W + est défini dans j%o ; W, dans .706-1 ; W_ transforme
\ﬁ‘lo injectivement sur ;7061 ; et WJ: = I‘J:_ ! dans ﬁ1 ; si 1'on suppose (2)
et q, . intégrable. De méme pour _ et LA

' 3
En définissant 1'opérateur V dans g‘e par VU, d’] = [O, -qd ], les

théoremes 1 et 2 sont démontrés & partir des identités

(3) w(r)-u(s) = —fr L, (O’t)]Uo(t,C’)v v(u_(t,0)v)at,

r
ot w(z) - w(s) = | [0 (0,t) V(U,(t,0)v)at ,
8
ou [A]y signifie la dérivéc de l'opérateur A au point y. D'aprés le
théoréne ci-dossous, les Wi aussi sont définis dans un ensemble dense de }6 .

On prouve d'abord le
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IEMME. Si 9q/91x! <0 et si § est une solution réelle de (1) &
données dans D s alors j qg§4dx et

jlxi <141 /2 [l graa 1° + (@ /5t)%]ax

sont O(tnz) lorsque It _y o. [5]

I3 \
THEOREIE 3. Wlv existe pour tout ve D si 170m suppose (2), 9

~11
grable, ’E)q/@]x\ <0, et gq /3\grad q!4 intégrable dans R3

THEOREIE 4. Soit, pour v = \:14, W]ﬁ %,

2
Eo(v) = | vl et E1(v) = iviz +-% ;/‘q 54 dx

Supposons (2) valable et op intégrable ; alors E1 (W+ v) = Eo(v) pour
v € ﬂ’o, et EO(W_LW) = E1 (v) pour we ﬂ’1 « Si 1'on suppose les hypothéses

du théoreme 3, alors EO(U_;_ W) = E1 (w) pour wegB « De méme pour

W et W .

Les hypothéses ci-dessus sur le coefficient q peuvent &tre légérement
affaiblies et le domaine peut 8tre agrandi. De plus, les théortmes 1-3 sont
également valables pour un coefficient ¢q qui dépend du temps ainsi que de

1'espace, si 1'on remplace 1a condition (2) par la définition
qq(t) = sup a(x,t)
1 (x| %1t e

et si 1'on suppose en ontre que (sign t)(Da/91t) ¢ O mour 1t1 grand. Des
cas plus simples oi ¢ est petit & 1'infini comme fonction de t , ont été

déja traités [2-4] . On remarque cue 1l'équation (3) est valable trés générale-
ment pour des propagateurs non linéaires dans un espace de Banach. Les détails

paraftront séparément.
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