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APPLICATION DE L'EGALITE DE RELLICH
AUX PROBLEMES AUX LIMITES
par

Jind¥ich NEEAS (Prague)

Introduction

On considére les domaines bornés avec frontiéres lipschitziennes et les
opérateurs elliptiques autoadjoints du deuxiéme ordre, du quatriéme ordre,
ainsi que les systémes elliptiques du deuxiéme ordre, FEn utilisant les égalités
de Rellich (ef. [2], [7], [14]), on obtient des inégalités qui expriment la ré-
gularité de la solution au voisinage de la frontidre. Par dualifé on résout
alors les problémes aux limites pour des données plus générales que celles
admissibles pour la méthode variationnelle.

Voici un résultat typique : soit A 1'opérateur du deuxiéme ordre, soit
u la solution du probléme de Dirichlet Au = f dans Q , u=0 sur 43 ,

la frontidre de 2 . Alors on a 1'inégalité :

Ddu

— & const | f

OVip, (@) © L,(RQ) ,
ol 5—% est la dérivée selon la conormale.

Soit v la solution du probléme de Dirichlet Av =0 dans & , v=h

sur Q . On a 1'inégalité duale :

'vILZ(Q> s const hlLZ(g'?) ’

d*ol la possibilité de prendre pour le probléme de Dirichlet h de carré

sommable sur la frontidre.
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§ 1. L'opérateur du deuxidme ordre

1. Notations.

(2 signifie dans la suite un domaine borné de frontidre lipschitzienne

$) qui est une variété fermée de dimension n-1 dans l'espace euclidien

E Q) étant d'un coté de X .

On suppose qu'il existe : m systémes des cartes, soient
X 4o Xprenes T oo xm],r =1, 2,..., m, notées [Xr’ Xm], de sorte

-

qu'on peut représenter tout point de §? sous la forme [Xr, ar(Xr)].

8. T = 1, 25¢.4y, m est une fonction lipschitzienne dans la boule

(1).

A r" § Xr‘ < (er’ Yreér = ar(xr)"ar(Yr)! £¢ {Xr -1

On désigne par T (0),1 1'ensemble des domaines de ce type, par n (@)
le sousensemble de 42 (0),1 des domaines de frontitres indéfiniment diffé-
rentiables.

LEAE 1.1, Soit @ € AL(O)1,
3 —S'—)s c @, QS € ﬂ(m), Qs sont représentables dans les cartes

(X, xm], r=1, 2,s.., m par [Xr’ ars(Xr)] et on a
VXr, T e Ar @‘ars(xr)—ars(Yr)l < cixr - le (¢ ne dépend pas de s),

lim ( sup |a_ (X )-a (X )|)= o,
Sewxréér! rs' T rl

'c)ars Bar 2 .
1in fA .Tcﬂ-t_r(xr)_ 9% ,(Xr) &X =0, i=1, 2,00sy n=1,
r Ti Ti

r
S >0

Pour la démonstration cf. [9].

(1) On désigne dans la suite la plupart des constantes numériques par le méme
bole., - ) *
symbole. ‘
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On désigne par C(k)(ﬁ) 1'espace des fonctions réelles, continues avec

toutes leurs dérivées jusqu'd l'ordre k dans la fermeture Q de Q o,

par C(k)’!‘L (Q), 0< M <1 1le sous-espace de C(k)(ﬁ) des fonctions, dont

les keidnes dérivées sont u—-hb'ldérignnes dans §2 .

(o

Par D () on désigne le sous-espace de C ) (D) des fonctions i

support compact dans Q .
Par W(};)(Q) on désigne la fetheture de C(Oo)(ﬁ) pour la norme

u ) = ¥ | i p 1/P (1)
Hw(lg)(Q) (li\gk Q'Du‘ %)

0
et par W(II? () 1a ferneture de I () dons cette norme. On suppose 1 < p.
- o
On désigne par W(qk)(Q) le dual de W(I;)(S}) ou (1/q) + (1/p) = 1.

On considére l'opérateur elliptique du deuxiene ordre, autoadjoint A :

? ?
(1.1) A_-r-é;;(aij exj) + b

en supposant aije C(O)’i(a), b nesurable, bornée sur § ,

2)

n
2 (
255 = 84 [E"I’E"Z""{‘n]eEn = ai,jz’i{’,j Yy c iz_:—ﬂ{i , b0,

(3)

2. Probléeue de Dirichlet homogéne'””.

On se donne f eL2( Q) ; soit u la solution du problénme de Dirichlet

Au=f dans Q , u=0 sur Q0 ; soient u les solutyons du probléme de

-

i, i te.. 1
a1 2+ n u

(1) Dy = - - - -
i i i
ax1 1 2)x22 E)x;B. .e ’axnn

(2) La convention usuelle de sommation est utilisée.
(3) Pour les dftails of. [6].
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Dirichlet Au_=f dans § et uw =0 sur Q (1).
s s s s
o
Ltopérateur A est V-elliptique avec V = W(;)(Q). L'existence et l'uni-
cité de la solution dans 1l'espace V est garantie. Pour les détails of, [5]-

On a:

(2.1) | c(s)

s (2)
[ Thrs(R)
Posons us = 0 hors de Qs' On a

(2.2) u, - u dans W(;)(Q) . (cr. [4]) .

N

ff L(Q ). (cg. [13]).

Soit [h,, hy... hn] un vecteur avec composants de 0(1)(§). On a presque

partout
Z)u ?)us aus E?us
[(hkaij :Lak.] x OXJ] = 2hi ’c)xi Aus - Zhi @xi bus *

hk ’Jh Da. Q)u ’c)us
+(-’<_)‘:?k'aij ’D}ckaka+hk@ )’c')x ’axj’

Par la formule de Green on obtient :

f ’c)us ’?)us f 'Du ’c')us
2. .. =2ha .)=———=——=) 4S = - 2h, bu_+
(2.3) 3 (hkala 1ak3) 'axi 'ij k Qs (en 1 ’c)xl i Qxi Us
'I')us 'E}u
+ bij ﬂx PVx. )dX.
i Dh, J
Ici b = (—é—x; i~ i 3 + hk—....cl_\ [V1, 1)2, oo )«'n] est le vecteur

de la normale extérieure.

On nomme ( 2.,3) 1'égalité de Rellich.

(1) cf. lemme 1.1.
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Ou .

Naturellement, on prend @XS sur Qs au sens des traces (cf. [1]).

Le vecteur (h h.ka )Vk, J fixe, est orthogonal & la normale, alors

du
s _ N -
(hiakj - hkaij)vk -—-—'@xi = 0. On met 1l'intégrale sur Qs de (2.3) sous la

forme

J‘\ Du Qus
- Y as
. hk ¥*3 90x. 9x. ‘
Qg J i J

Pour la suite QS on peut trouver [h1 y hoyeuo hn] de sorte que

2 aus aus
by Vi > ¢ »0 (cf. [6]), alors en désignant par 5y = e

ij ij v:i_
(conormale), on tire de (2.3) :

Ou

(2.4) ) y

L(Q) flL(Q )s

oW ¢ ne dépend pas de s.
Gus
Considérons By par projection comme les éléments de L2( Ar)' I1

existe 3 >0 de sorte que les points e
[Xr,xm],r =1,2, ...m,Xre Ar’ar(xr) - (3 <X, < ar(Xr)

sont dans S? et les points

[Xr’xrn]’ Xr eN ,a (X) <« X ar(xr) + 3

r r r

sont hors de & ., Soit w EW(;) (Q) & support dans 1l'ensemble

X, eDh,a (X)) - B <z, < ar(xr). On a s

Ry

QS — S

En écrivant




Application... - 148 -

on tire de (2.2), en tenant compte du lemme 1.1, que
'E)us
lim v p == dX
»y
8300 Ar ° ol
existe. On peut construire v de maniére qu'au voisinage de Q v ne dépend

pas de X L'ensemble des fonctions vp ainsi construites étant dense dans

LZ(Ar)’ on obtient en tenant compte de (2.4) :

Qus
(2.5) -5—;- — W, dans L2( Ar).

Désignons par U les ensembles X ¢ Ar,ar(Xr)— Bex, < ar(Xr) +B3 .

On peut trouver i € D (Ur)’ 0 <y, 1 de sorte que

m
xe Q =7y Lpr(X)=1.
r=1
On pose

du
(2.6) o= rPr

T s
=

On a ainsi démontré :

THEOREME 1, Il existe exactement une application T de L2( Q) dans LZ(Q)

D 1
lindaire et bornée, définie par T(f) = -'(5-'3- , de sorte que Vvew(z)(Q) :

Dv 9u

2.7) viaX = = | v=="+ | (a.. + bvu)dX .
( Q & R j;? ij (axl Oxj

Q)us au
On a 7 — By dans Lz(Ar), r=1, 2,... M.

Remarque 2.1.

On peut déduire du théoréme 1 les différents théorémes sur 1'unicité. En

voici un : soit ve%(;) (QR), Qe n(o)’1 et soit Av = 0 dans §) au sens

n+1
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faible (VY xpeSD(Q):;-j (aij-%-;e—%‘; + b¥v)dX = 0). alors v = O,
Q

Pour le voir on utilise le fait que vew( ) () = 1lim I v dS = 0.
*n+1 S0 Q

(cf. [1] et que veW(;)(Q') pour chaque Q'c Q , cf. [13]).

Remarque 2.2.

L'assertion de la remarque précédente est en défaut pour

vel)(Q), Qealt ;o

n+1

Remarque 2.3.

En général, f étant de LZ(Q)’ T(f) n'est pas dans Lp(f}), P>2.

3. Probléme de Dirichlet non-homogéne.

Soit W€ Z’Z(O)’1 . On désigne par W(;)(f}) le sous-espace de LZ(Q)
des fonctions, dont les projections sur Ar appartiennent i W(:‘Z)(Ar)’ muni
de la norme

m
ig’wm(é) = ‘gﬁm(z& ))1/2 .
2 2 T

Soit fELZ(Q), gew(;)(Q). Soit u 1la solution du probldme de Dirichlet
M=f dms %, u=g sur Q. g étant dans W(;)(Q), on peut la pro-
longer sur $ en une fonction de W(‘l )(Q) alors la méthode variationnelle

(cf. [5]) nous donne une solution unique.

Par le procédé de 2. on démontre

THEOREME 2. I1 existe exactement une application linéaire et bornée, soit T,

de LZ(Q)XW(;)(Q) dans L2(Q). En posant T([f,g]):%% on a 3

(3.1) fQ VX = - ,a\,ds+f((,:LJ g; g; + bvu)dX. (Au = f dans &,

0! 1 : u=g surQ).
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Pour les détails cf. [10}.

4. Probldme de Dirichlet non-homogtne, intéerale de Dirichlet non-bornée.
- 1/2
On désigne par W(Q/ )(Q) ltespace des traces des fonections de W(;)(Q).
(ct. [5]). Ona pour 9€2¢(0)1

(4.1) W20) “1(0)  (er. (6]

Soit hEW(;/Z)(Q) et véw(;)(Q), Av =0 dans 2 , v=h sur & .

On a
(4.2) !vle(g}) < c}h'Lz(gé) .

®n effet, en utilisant (2.7), on a

fQ vde:-.va»g%ds.

En posant f =v dans  on obtient

2 1
viaX = - | WN(v)as < by, (ST Ay <elblr conlY
fQ 5 125,(0)| 5@ < Pl ()] V(@)
en vertu du théordme 1, dtou (4.2).
On désigne par R 1'application lindaire et bornée de W(;/z)(j?) dans
w(;)(Q) définie par R(h) = v.

Alors (4.1) et (4.2) entratnent :

THEOREME 3. On peut prolonger R par continuité en une application linéaire et
bornée de L,(Q) dans L,(Q).

Remarque 4.1.

Posant R(h) = v on obtient la solution du probléme de Dirichlet pour la

condition aux limites de carré sommable sur &2 . Utilisant [13] on a
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Ve W(S) (Q') pour Q c§? , alors Av = 0 presque partout dans §
Pour les domaines strictement convexes, on obtient que R applique L (Q)
dans W(1) (Q), qui est le sous-espace de L2(Q) des fonctions pour

lesguelles

o 2

f X ( ) P dX ¢ o.
o1 i=1

Ici P est la distance du point générique de la frontidre, les dérivées sont

prises au sens des distributions. v étant dans W“) (Q) et Av =0, on

démontre que Vv a une trace dans L2(£'Q). Pour ces questlons, cf. [8].

Remarque 4.2.

R est aussi le prolongenent de l'opérateur qui associe & une fonction

.

continue sur §! la solution classique du probléne de Dirichlet.

Remarque 4.3.

On ne peut pas prolonger R en une application linéaire et continue

de LP(Q) dans n'inporte quel espace topologique pour p < 2. ( Qe 2‘5(0)’1!)

5. Régularité de 1la solution au voisinage de la frontidre.

LEMME 5.1. Soit K¢ 7‘5(00) Alors 1ltopérateur A est un isonorphisne de
%(;)(K) sur W(;)(K) pour p > 1.

Pour la dénonstration ef. [3].

Supposons Q CX, K e ZZ(CO >, A défini dans K et jouissant ici

des propriétés exigées. On a:

THEORBME 4. L'application T peut &tre prolongée par continuité en une appli-

cation lindaire et bornde de L2 (Q)XW“)(Q) dans L, (Q)
Rappelons : nH

»

(@), geW(;)(Q), Au=7fdams ! , u=g sur §}

Dy
M[fe]) =55 » £ely,

n+t
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On définit 1l'opérateur R sur le produit w('12)(Q)x:L2(§'2) en posant
R([f,h]) = v ol few(';)(Q), heLz(f)), Av=f dans Q , v=hsur Q.
On pose Vv =v, +v, , Av, = f dans S} , v, =0 sur 9 (pour trouver vy
on utilise la néthode variationnelle, cf. [5]) et R(h) = v, d'aprds l'ancienne

définition, R est alors une application linéaire et bornée de
(-1) .
Wy (R, (Q)
dans LZ(Q)' On a :

T THEOREME 5. (a) L'application R peut &tre prolongée par continuité en une

application linéaire et wornée de Wg:l)( Q )xw(g)(ﬁ.}) dans L, (Q).

n+1 n-1

(b) Ltapplication R transforme Wign.)_(Q) XW(;)(Q) dans w_(_12_p)_ ().

n+1 n-1

On commence par la démonstration du point (b) th. 5 : étant he¢ W(12)(§'2),
on peut la prolonger sur & en une fonction de W(12) (Q) de sorte que

hec(w)(fis) pour S =1, 2e0. (1) et que

(5.1) ‘hlw(;)(és) < C,hlw(;)(Q) ’

ol ¢ ne dépend pas de s.

Pour le moment on suppose fé L2(§2 )e Soit Au = f dans Qs , ug=h

surQS, Au =0 dans K-QS, u, =h surQs, u =0 sur K. Ona

o(1) . .
u W', (K). Pour wed (K) on a en vertu du théoréme 2 :

(1) Pour Qs cf. Lemme 1.1,
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29 2 ou
(5.2) f (aij D% o theu )X = fD;)Q @ds + f £ dx
K 1 J s

Qs 2

* j (’DV)K-Q as .
Q

S

(o] . (o]
Tenant compte que w(l‘21)1 (x) C Lz(Qs) et W(121)1 (x) c Lo, (X) algébriquement

n+1 n+l n-1
et topologiquement, lfexpression & droite de (5.2) peut &tre prolongée par

0
continuité en une fonctionnelle lindaire et bornée sur W(12!)1 (K). Alors il suit

du lemme 5.1 : n-1

2 (1) ’Dus 2
(5.3) l lw11(Q) < CU(—Q_\T)QJ ,

ol ¢ ne dépend pas de s. On tire de (2.3) :

@us 2
HOEY -5 [0 *

2
f
LG (gzs)J ’
n+1

2

l @us 2 faus
G 58 100 * \(W&-Ezs

- +
n+t = n 1

2 'u
< cﬁh‘w(;)(fés) +If,L2n Q) * 1 stw(;r)l(g ) *f ‘L (Q )}

(5.1), (5.3) et (5.4) entrafnent :

(5.5) ‘ u

s
wZn

T ned

“cphlw(;)(g'z) +\f‘L_2_._;{(Q)} ’

n+

ol c¢ ne dépend pas de s. En posant u, = h dans Q- Qs , oOna
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1 .
u, — u dans W(Z)(Q) wsour n'importe quel 5, et utilisant encore une fois

(5.5) on obtient (b).
Le théoréme 4 découle immédiatement de (5.4), (5.5) et th. 2.

Pour démontrer (a) du th. 5, considérons Fe W(;)(Q) et soit Av =P

dans Q , v=0 sur Q. Soit fel, (Q),Au=7f dams Q,u=0 sur

@ . Ona n+l

vde-— f( 130}: Q)x + bvu)dX = F(u)

d'ou en vertu de (b) :

(5.6) MLG Q) .

n-1

°fF tw_(_g_ni% Q)
n+1

On a W(“;)(Q) = W(;)(Q ), alors {(a) est démontré pour le sous-espace

n+1

w_(-;_)(i?) % {o}.

n+i

Le reste de la démonstration découle de (b) et de (2.7).

6. Probleme de Neumann.

On se borne au cas b # 0. Le cas général avec exposé détaillé de ce qui

va suivre dans 6 est contenu dans [‘IO]. On utilise :

LEMME 6.1. Il existe des prolongements P_ de W(;)(Qs) 5) dans W(;)(Q)

de sorte que iPS ‘ < ¢, ou c¢ ne dépend pas de s.
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Par le procédé de 2 on démontre :

THEOREME 6. Soit f €L2(Q ), g éLZ(Q ), u la solution du problime de Neumann

Au=f dans @ , %—%zg sur § . Alors uew(;)(f?) et on a

I3

e ko © Pl @]

Soit h GLQ(Q) , Vv la solution du probléme de Neumarn Av = O dans
Dv -

, ';5-;=h sur 0 . Soit u du théortme 7 avec g =0. On a

(6.2) B -

, jgvfdx Xéh as
dtol

(6.3) M) < Ch‘w(;)(Q) ’

ou W(;)(Q) est le dual de W(;)(Q)
On désigne par Q 1'application de Lz(é) dans LZ(Q) en posant

Q(h) = v. Tenant compte de ce que L2(Q) = w('2'1)({2), on obtient :

I THEOREME 7. L'application Q peut &tre prolongée par continuité en une applica-

tion lindaire et bornée de W(;I )(Q) dans L2( Q).

Remargue 6.1.

On démontre, comme dans 5, (6.1) avec f¢€ L, (R). Au=f dans Q

n+i
avec uéw(;)(fl) et on obtient des théorémes analogues aux théorémes 4 et 5.
Au contraire, on déduit de (3.1) que la fonction u qui y figure est la solution
du probléme de Neumarn Au = f dans & 24 _ ([f,g]) sur Q .

oV
i h e e~ et T I

(971
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Remarque 6.2,

Soit n =2 et désignons par M 1'espace des mesures par rapport & l'arc.

Ona MC W(; )(Q) algébriquement et topologiquement,

Remarque 6.3.

Les théorémes 6 et 7 sont valables pour la solution du probléme Au = f

Q @u

dans y Gy t Tu=g sur Q avec o—éLoo(Q). On peut considérer aussi
le probléme mixte ; il faut prescrire le méme type de condition aux limites sur

chaque composante de Q .

Soit h,geLz(g'}), Av = 0 dans Q,-g—%=h sur &, Au =0 dans

Q-%%:g sur & . Ona:

(6.4) f

Q
De (6.1) et (6.4) on tire :

veds = j;z huds .

(6.5) [vhyq) = § L.,(;)(s'z)

Remarque 6.4.

La solution du probléme de Neumann Av = O dans Q2 avec -5; =h , sur
R , he w(; )(Q) est la solution du probldme de Dirichlet avec Av =0

dans Q , veLZ(Q). Du théoréme 2 on déduit le contraire.

§ 2. Systéme des équations du deuxiéme ordre

1. Probléme de Dirichlet homogéne.

On considére le systéme

(1.1) Ac(:_,ax (‘j_fx )+D,  E,3=1,2,een, &, 8 =1, 2.1,
J
3. (0),1,5 ™3 “B_ @p Xf Ao (1)

(1) Cette condition est restrictive. Néanmoins elle est valable pour le systéme
de 1'élasticité au cas général d'un corps non~homogeéne et anisotrope.
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Le systéme (1 .1) est supposé fortement elliptique :

(1.2) W [E458 poevef g J€B s [miqsNpresn nylehy

n N
*@ 2 2
= a; . E, N zc ¥ E. Y .
J i ?’ i=1 1 =1 ﬂ ot
On suppose encore (1.3) : Il U T}B > 0.

Le systime (1.1) est supposé elliptique pour le probléme de Dirichlet :
(1.4) Qued (W), «=1,2,...¥

f ij ’ax J+ P LP o<1 ’“PDI W(;)(Q)

Remargue 1.1,

I M=

(7.2) entrafne en général 1'indgalité de GRrding :

@0693(9),%= 1, 2,.-. N

0% DY B N
o<{3 B 1% { 2
= (a 13 'ax ij+b ¢ (pp)dxzcoéi@u!w(;)(m

12
-A Z ‘\Pc,(j
<t .'LZ(Q) avec X » O
assez grand. Si aj‘?‘jﬁ sont constantes, on peut prendre

(1.3).

Etant donnés des é1éments Uy ®=1, 2,... N, on note dans la suite

A = 0 en supposant

u = [u1,u2,... uN] s quand uoLE B, on écrit ue[B]N. B étant un espace de

Banach, on pose

[u][B]N = ( Z_1§u°‘£ 2y1/2
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On considére le probléme de Dirichlet homogéne : on se donne f¢€ [LZ( Q)]N
et on cherche ue[‘?»l(;)(Q)]N de sorte que Ao(u = fo( dans 9 y =1, 2,... N,
Par la méthode variationnelle on démontre que le probléme a une solution unique
(ef. [5]).
On utilise la technique de [14] : on répete presque mot pour mot le n°2

du § 1. En se servant du procédé QS — Q 5) on obtient 1l'inégalité :

[ e 2 2% 2

(7.5) a. . aSs £ cif

Qs ij 2 x, D % [LE(QS)]N

ol ¢ ne dépend pas de s; v® est la solution du probléme A O(us =f, dans

s Ld
Qgru, =0 sur Q , ®=1,2,... 1

L'exposé détaillé est contenu dans le travail [11]. On démontre ici par la
méthode du travail [14] 1'inégelité auxiliaire (2.1) pour les systimes.

Posons

(aus) = °‘f3 ou” v,
ARV %3 @xJ i

(7.5) n'entraine pas en général 1'inégalité (2.4). Pour la démontrer considérons

la matrice inverse & a?‘.B vi \)j . En la désignant P on voit en vertu de

1]
(7.2) :
N
o4 2
(7.6) VNN MdeBy S P g 50 1oy
ol ¢ ne dépend pas du point de f}s et de s.
On a : O(B@ s @u;
( )%(-'57)[3 85 ’ax ’axj =0.
En effet : S 5 5
@ u? ul
Rge (’Dus ) op 2l up _op xv 20, 88 770,

83 ’Qxlf()xa =¢ %1 ®X kmn‘?}x

(SX @ué OU.X
4 fc)x fc)x *
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. ¥
Pour & ,¥ , 1 fixes le vecteur &P B vkagf v, - ar‘?lx est orthogonal &

la normale. Tenant compte de ce que ui =0, ®x=1,2,,.. N sur f) on
s

obtient l'assertion.

Alors il suit de (1.5)

(1.7) P (& >< L) a5 < ofef?
f, 5,

S

()T

et en vertu de (1.6) :

(1.8) 21
e 3 OV (G T )f)[Lz(QS)]N

ol ¢ ne dépend pas de s.

En modifiant d'une manidre évidente 2 du § 1 on obtient le

THEI}OREME 1. Il existe exactement une application T de [L (Q)]N dans

[LZ('Q‘})]N linéaire et bornée, soit T(f ) ’a\} , de sorte que

vep ()T

(1.9) j vo(foch=—j- Ve g%)dsﬁu[(a";?:; ;;—?ﬁw“ﬁ&ve)dx.
Q Q Q 1 J

On a @\} -g—l‘\-) dans [Lz(Ar)]N, r=1,2,...m 5),

2. Probleéme de Dirichlet non-homogéne pour les systénes

Soit he [w“éz)(?z)]N, v la solution du probléme de Dirichlet A v =0
dans S , Vg =hy sur Q, ®=1, 2,... N. Llexistence et 1l'unicité de
cette solution résulte de la méthode variationnelle (cf. [5]).

Définissons R, application de [W(1éz)( Q)]N dans [W“Z)( Q)]N, en

posant R(h) = v. On tire de (1.9) :
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THEORZME 2. On peut prolonger R par continuité en une application linédaire
et bornée de [L2(§2 )]N dans [LZ(Q)]N.

On obtient alors de cette maniére la solution du probléme de Dirichlet
pour le systéme en question et les données de carré sommables.
Remaraue 2.1.

On obtient ainsi la solution du probléme de Dirichlet pour des données
continues sur Qi . Pour gzélﬁ(o)’1 , notre méthode est jusqu'a présent
seule résolvant ce probléme. Il n'y a pas d'analogue du procédé de Perron, le

théortme sur maximum n'étant pas valable pour les systémes.

§ 3. Une équation du quatriéme ordre

L'exposition détaillée se trouve au travail [7].

1. L'inégnlité de Rellich du deuxiéme ordre.

On considére 1l'opérateur :

2
) = =2(a, . =2},

D) o
(1.1) 4 == - 5% %43 DL
i i

CENCED <aijkl 0%, _Dx,

i,j’k!l! = 1,2,0-. n,

aijkle 0(1)’1(5), aij € C(O)’1(§), béLOO(Q) ,

Bkl T %5ikl T Mkaij Fy T Fyioc
On suppose pour chaque matrice réelle, symétrique, soit {E;ij } :
2 2
(1.2) %6136k 7 © : %_1 iy
,J=

On surpose:
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(1.3) V[£19"'€n]€En =% aij Ei F’J =20, b > 0.

Soit f¢€ _T.2( Q), u la solution du probléme de Dirichlet Au = f dans
Q ,u= -g—-—g- =0 sur §.2 3 diei %—E— est la dérivée selon la normale exté-
rieure. Par la méthode variatiomnelle on trouve une solution unique (cf. [5])

dans W(z)( Q).

Soient u les solutions du probléme de Dirichlet Aus =f dans ()

aus . 5)
U =——==0 sur QS. On a :

’

@) gy = i@

Paly@)q ) < Ve,

ol ¢ ne dépend pas de s.
En posant us=o pour X eQ) -QS y ona u, —» u dans w(g)(Q)

(ce. [7]). Ona (cf. [5]) :

{1.5) f R
& PPy < SFha,
Soit [h1 hysens hn] un vecteur & composantes dans 0(2)(Q). On a

nrecque rartout :

2 2
Ous 2 ug

mgkl m 131:1) Qxif)xj @xk’axl

(1.6) ,DX (2h

’Bzu ’3311 ’c')zu ’Z) u
= 2h.a 2 S =P (ona ,  -ha, =2 .
T Ti%mikl fc)xifaxj ’c)xmfc)xk@xl ’me i“nikl ie) :L,]kl ’ax fc}x @xkax

Par la formule de Green, on obtient :
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’a ug ’D u
(1.7) j (Zhiamjkl - hm 13k1’0x ?)x @xkax \)mdS =
2
@u ) 0 u Qu 2 Ozu
= 2 h "‘—‘-< T V - 8 8
fg'?s i @x ’ax kal “\xl GX) dS ZJ 1'2)x Q‘)x Ox (a mgkl’c)xkOX )%~
s
J oy Buy D y_as Y m%q
Qs faxj ’ax kal ?)Xk@x +J- Q, 131{1 Qx Qx ’Z}xk dX +
’au fa u

+ JQ %ix1 ’c')x Oxk’[)x a ,

s

e .
LOO(Q). On prend °

U Bik1r Cia
2 3
@us 9 u ©7u,
b b
Oxi ’axk@xl faxm’() xkfaxl

sur Qs au sens des traces (cf. [1]) ce qui a un sens en vertu de (1.5)
"(Ju

=0 sur Q on obtient

Tenant compte de ce que 9

D% ) 2
(1.8) f \ s s
2 -ha.. =
& (21,4 1%kl T n®i5k179 x; © x5 DX, 0%y Y o

S

ou
__2f h, =% faX + | A Ay D unf uax (@),
o, * 7% Q ogle) 1Bl &« 2 TP

Le vecteur (h a 3kl hnaijkl

Clest 1'égalité analogue & (2.3).

pour Jj, k, 1 fixes est orthogonal & la nornale extérieure, alors :
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o u_ . .
(1.9) (hiamjkl - hmaijkl) Vg, --—-——~O xing = 0.

On a alors

0 2us D 211

J (2h.a. -ha...) 5.y 438 =
k1l D x. Dx Q@
. inj n ijkl le) Xj 9% " n
Qs
{ 2%, 9%,
= h N a. . v ds .
Q n ‘nijkl ’Dxif«} Xj "()xk@xl n
s

On peut trouver hi de sorte que hi \}i > c> 0 ; tenant conpte de (1 .2),

on obtient :

( ) n ’agus i :

1.10 ¥ e | 2 < cif R
i,3=11 ’Dxi‘fr) Xj i L2( Qs) f [LZ( Qs)

ou ¢ ne dépend pas de s.

2. L'inégnlité de Rellich du troisieéme ordre.

On suppose qu'il est possible de décomposer 1'opérateur (1.1) comne suit :

2
Q ? 22 o ?
(2.1) A==—10b.. (c )]+ = (b, . BT +
’Dxi [ ij ‘ij lal "r)xkff)xl Dx, ikl @xk‘axl
el o
+di1. Pr o +e; @X‘-i-b.
< i j
(M5 _ _
On suppose bij’ c €€ (Q), bij = bji’ ey = Sk
et
n

[Cpﬁyn‘in]eEn:g’bijiiij > ¢ i}: g

1=
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Remarque 2.1.

Si n =2, o peut toujours mettre A sous la forme (2.1), a cela pres

qu'il n'est pas prouvé en général que les b ont la régularité exigée.

kl
(Pour ces questions, cf. [7]) Si les coefficients de l'opérateur (1.1) sont
constants, slors pour n = 2 (2.1) est toujours possible. Exemple typique :

1topérateur biharmonique.

. . . . ) Qv
S¢it v 1la solution du probleme de Dirichlet @Xj_ (bi,j ij

Qy , vEW(;)( QS). Tenant compte de (1.5) on a par la formule de Green :

) =0 dans

2
0 u D u
g S
(2.2) jgz vfax f Vb, | @X ¢ s )V ds +j T @ngx Vs -
S

S

92 2
'f b, Qv 2, S ax - f . Py_2
Qs ij Ox ax %1 ’axk/c):x Qs ikl @xi Oxk0xl

dX +

%, oy
+ J Vdij m daX + J vei 5% as +j bvust .
Q 19%; Qg 1 Q,

En vertu du théordme 2 de § 1, on a :

S

?
(3.3) JQS 15 D, G nox ) =st %1 Ax D%, O

D % %, g,

das ;

On tire alors du théoréme 2, § 1, de (1.4) et de 1.10) 1'inégalité
2

(2.4) |, .( ~;a—~§—)v
. 'ijckl@xk@xl

o(-1) < elfly(q)
| (G~

ou ¢ ne dépend pas de s.
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3. Probléme de Dirichlet.

On considére 1'ensemble W(12)( Q) x L2(fz), Qe AR . Si

1/2

[g,h]éw(;)(é) * L2(§’2) on pose ! [g,h]§= Ug(z +&h‘§2(g‘2)] .

w(;)(ﬁ)
En prenant ve€ C(CD)(Q), l'ensemble M des éléments [v, %%](Qst dense dans
w(12)(§'2) xLz(é). Alors : (3.1) M = "1(12)(5’2) x L2(g'2).

On désigne par <v,S)> (1), & la dualité entre VJ(;)(Q) et W(_U(Sgl)
e, (Q 2

et par <h,T> . le produit scalaire dans L.(Q).
Ly(8) 2
Aprés avoir démontré (1.10) et (2.4), on prouve sans difficulté par la

méthode du § 1 sect. 2, ceci :

THEOREME 1. Il existe exactement une application T, linéaire et bornée de
L2(Q) dans LZ(Q) et exactement une application S, lindaire et tornde de
LZ(Q) dans w(";)(Q) telles que Vve w(g)(Q), u étant la solution du

probléme de Dirichlet Au = f (A est 1'opérateur (1.1)) dans § , u =-——-gz =0

sur (ef. (2.1))

r

Dv .

2.7 2
0 Qv 2 u Dv D
b. . - dX - b. aX
+JQ D%; ( ij ’axj) %1 CESCRN jQ ikl 9 x; 0x 0%, M
D2 u

+j, Vdi'mdx+j Vei - dX+§ bvudX.
Q J 19%; 0 i Q

Soit maintenant vew(g)(Q) et Av=0. Ona :

R
ij ijyi

Py ov . 9w
(1) On peut prendre les éléments [V’"—"av] ol = = b
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@ ?Jv av ,()2
BJ)JQ ’axi (biijj) k1l @xk@x ax - jQ m@x 'axk’ax

dX +

+ f vd -*—,cz—il—dx+f ve ou dX+j bvudX = O
o ij 9Xi®xj Q i0x, 0

Pour la fonction v en question, soit [g,h]éh‘l(;)(g'}) ® Lz(f?),
ou v =g, %Z =h sur § . On désigne par R 1'application de
O
w(g)(gz)/w(g)(a), définie par R([g,h]) = v. En vertu de (3.1).(3.2) et

(3.3) on a

THEOREME 2. L'application R peut &tre prolongée par continuité en une applica=-
tion linéaire et bornée de W(;)(Q) X LZ(Q_) dans L2( Q).
Remarque 3.1.

En utilisant [13] on prouve que R([g,h]) =ve W(i)( Q') pour 52’ c .
Remarque 3.2,

On peut tirer des résultats du travail [12] ceci : on ne peut pas prolonger
R en une application lindaire et bornée de W(;)(Q) X Lp( O) dans n'importe

quel espace topologique pour p <2. (Q& )’((O)’1 1)
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