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APPLICATION DE L’ÉGALITÉ DE RELLICH

AUX PROBLÈMES AUX LIMITES

par

Jind0159ich NE010DAS (Prague)

Introduction 
"

On considère les domaines bornés avec frontières lipschitziennes et les

opérateurs elliptiques autoadjoints du deuxième ordre, du quatrième ordre,

ainsi que les systèmes elliptiques du deuxième ordre. En utilisant les égalités

de Rellich (cf. [2], [7], [14]), on obtient des inégalités qui expriment la ré-

gularité de la solution au voisinage de la frontière. Par dualité on résout

alors les problèmes aux limites pour des données plus générales que celles

admissibles pour la méthode variationnelle. 
,

Voici un résultat typique : soit A l’opérateur du deuxième ordre, soit

u la solution du problème de Dirichlet Au : f dans ~ , u = 0 sur
la frontière de Q . Alors on a l’inégalité :

9u 
est la dérivée selon la conormale. 

9v
Soit v la solution du problème de Dirichlet Av = 0 dans Q , v = h

sur Q . On a l’inégalité duale : 
’

d’où la possibilité de prendre pour le problème de Dirichlet h de carré

sommable sur la frontière.
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§ 1. L’opérateur du deuxième ordre

1. Notations.

Q signifie dans la suite un domaine borné de frontière lipschitzienne

Q qui est une variété fermée de dimension n-1 dans l’espace euclidien

En, Q étant d’un coté de À .
On suppose qu’il existe : m systèmes des cartes, soient

’r2’ = 1, 2,..., m, notées [X., de sorte

qu’on peut représenter tout point de Q sous la forme [Xr, a (X )].r r

a , r = 1, 2,..., m est une fonction lipschitzienne dans la boule
r

On désigne par l’l (0), 1 l’ensemble des domaines de ce type, par 1t 
le sousensemble de 7Z ( 0) , 1 des domaines de frontières indéfiniment difé-

rentiables.

sont représentables dans les cartes

Pour la démonstration cf, ~9~. 
~ _~ _

(1) On désigne dans la suite la plupart des constantes numériques par le même
symbole . 

1
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On désigne par C (Q) l’espace d?t fonctions réelles, continues avec

toutes leurs dérivées jusqu’à l’ordre lç dans la ferneture Q de Q ,

par (Q), 0  Il  1 le sous-çspace de C(k) (Q) des fonctions, dont

les k-ièmes dérivées sont 03BC-höldériennes dans Q .

Par 15 (Q) on désigne le sous-espace de C( ro ) ) des fonctions à

support compact dans

Par W (k) (Q) on désigne la feitietur’5 de C(oo)(Q) pour la nomme
p

et par la femeture de 36 ( ~ ~ dana cette nome. On suppose 1  p.

On désigne par

On considère l’opérateur elliptique du deuxième ordre, autoadjoint A :

en supposant ( Q)e b mesurable, bornée sur Q ,

2. Problème de Dirichlet 

On se donne soit u la solution du prollène de Dirichlet

Au = f dans Q , u = 0 sur Q ; soient u 
s 

les solutions du problème de

(2) La convention usuelle de sommation est utilisée.

(3) Pour les détails cf. [6].
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Dirichlet Au s ==f dans Q 
s 

et u s = 0 sur s(1) 1-
L’opérateur A est V-elliptique avec V = ow (1 2 )(P). L’existence et l’uni-

cité de la solution dans l’espace V est garantie. Pour les détails cf. [5].
On a:

Posons u = 0 hors de Q . On a
s s

Soit [h1’ h 2 y... un vecteur avec composants de C’ ~(Q). On a presque

partout

Par la formule de Green on obtient :

est le vecteur

de la normale extérieure.

On nomme( 2.3) l’égalité de Rellich.

~ 1 ~ Cf. lemme 1,1.
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9us 
,

Naturellement, on prend 9x. sur Q S au sens des traces (cf. [1 J) .
1

Le vecteur (h 1akj - fixe, est orthogonal à la normale, alors

forme

On met l’intégrale sur Q de (2.3) sous la

Pour la suite Q 
s 

on peut trouver [h , y h~ ~.. h ] de sorte que
s ’ 2 ~..., , ~~

h. y0 (cf. r6])y alors en désignant par

(conormale~, on tire de (2.3) :

où c ne dépend pas de s.

0u

par projection comme les éléments de 12( IJ.r). Il

existe b &#x3E; 0 de sorte que les points f 
,

sont dans Q et les points

sont hors de Q, Soit à support dans l’ensemble2

En écrivant
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on tire de ~2.2~, en tenant compte du lemme 1.1, que

. 
s

existe. On peut construire v de manière qu’au voisinage de Q v ne dépend

pas de x . L’ensemble des fonctions vp ainsi construites étant dense dans
m

L2(A)r, on obtient en tenant compte de (2.4) :

Désignons par U r les ensembles

On peut trouver çr E S)(Ur), 0çr 1 de sorte que
r r r ,

On pose

On a ainsi démontré :

THÉORÈME 1. Il existe exactement une application T de L 2( Q) dans L 2( P)
linéaire et bornée, définie par T(f~ _ ~ ~ , de sorte que 

Remarque 2.1.

On peut déduire du théorème 1 les différents théorèmes sur l’unicité. En

voici un : soit v E Wo(1)2n+1 (Q), QEN(0),1 et soit Av = 0 dans Q au sens
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faible

Pour le voir on utilise le fait que

pour chaque

Remar ue 2.2.

L’assertion de la remarque précédente est en défaut pour

Rem 2.3.

En général, f étant de L 2(Ç~), T(f) n’est pas dans Lp (Q), p &#x3E; 2.

3. Problème de Dirichlet non-homole 0.

Soit Q E 1Z ( 0 ) ,1 . On désigne par W~(Q) le sous-espace de 

des fonctions, dont les projections sur A appartiennent à W(1) (i~s ), muni

de la norme

Soit 9(W 
~ 

Soit u la solution du problème de Dirichlet

Au=f dans y u=g sur. g étant dans W~(Q), &#x3E; on peut la pro-

longer sur Q en une fonction de W’ (Q) $ alors la méthode variationnelle
(cf. [5]) nous donne une solution unique.

Par le procédé de 2. on démontre

THÉORÈME 2. Il existe exactement une application linéaire et bornée, soit T,

de L ( 1) . dans L (P). En posant T([f,g]) =9u 9v on ade dans 2 En posant T([f,g] D v a :
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Pour les détails cf. [10].

4. Problème de Dirichlet non-homogène, intégrale de Dirichlet non-bornée.

On désigne par W ~i/2) (P ) l’espace des traces des fonctions de W(l)(~~).
(Cf. [5]). On a pour 

’

On a

Eh effet, en utilisant (2.7), on a

En posant f = v dans Q on obtient

en vertu du théorème 1, dtoà (4.2).

On désigne par R l’application linéaire et bornée de w(~/2)(ç¿) dans

w(l 2 définie par R(h) = v. 
’

Alors (4*1) et (4.2) entraînent :

, ’B

THÉORÈME 3. On peut prolonger R par continuité en une application linéaire et

bornée de L2( Q) dans L2(
Remarque 4.1 .

Posant R(h) = v on obtient la solution du problème de Dirichlet pour la

condition aux limites de carré sommable sur Q . Utilisant [13] on a
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pour , àlors Av = 0 presque partout dans Q.

Pour les domaines strictement convexes, on obtient que R applique L 2 (Q)
dans W~2~ P ( ~ ~, qui est le sous-espace de L 2 (Q) des fonctions pour

lesquelles

Ici p est la distance du point générique de la frontière, les dérivées sont

prises au sens des distributions. v étant dans W(’) (Q) et Av = 0 on

démontre que v a une trace dans L 2 Pour ces questions, cf. [8].
Remarque 4.2.

R est aussi le prolongenent de l’opérateur qui associe à une fonction

continue sur Q la solution classique du problème de Dirichlet.

RenarQue 4.3.

On ne peut pas prolonger R en une application linéaire et continue

de L P (Ô) dans n’importe quel espace topologique pour p  2. ICI ’&#x3E;, (0),l t)

5. Régularité de la solution au voisinage de la frontière.

f LEMME 5.1. Soit Alors l’opérateur A est un isonorphisne de

Pour la démonstration cf. [3].

Supposons Q C. K, K ~~ ~ A défini dans K et jouissant ici

des propriétés exigées. On a : -.

1 THÉORÈME 4. L’application T peut être prolongée par continuité en une appli-
1

1 cation linéaire et ’bornée de

Rappelons :
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On définit 1 t opérateur R sur le produit W(-;)(Q)~L2(Q) en posant

dans Q , v = h sur Q.

On pose =f dans Q , v 1= 0 sur Q (pour trouver vi
on utilise la méthode variationnelle, cf. [5]) et R(h) = v2 dtaprès l’ancienne

définition. R est alors une application’linéaire et bornée de

On a :

t THÉORÈME 5. (a) L’application R peut être prolongée par continuité en une
1

application linéaire et bornée de

(b) L’application R transforme

On commence par la démonstration du point (b) th. 5 : étant hé W(i) ( ~),
on peut la prolonger sur Q en une fonction de w(~)( Q) de sorte que

h pour s = 1, 2,...(1) et queh c: C s pour s = 1, 2,... et que

où c ne dépend pas de s.

Pour le moment on suppose f t L2( Q ). Soit Au = f dans Q . u - h2 s s s

sur Q, Au = 0 dans K - Q , u = h sur Qs, u = 0 sur K. On a
s s s s s s

uS EWo(1)2(k). Pour çED (K) on a en vertu du théorème 2 : 
.

. 

(1) Pour Q cf. Lemme 1 , 1 .
s
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Tenant compte que algébriquement

et topologiquement, ltexpression à droite de (5.2) peut être prolongée par

continuité en une fonctionnelle linéaire et bornée sur 0(j) (K)~ Alors il suit

du lemme 5.1 : n-1

où c ne dépend pas de s. On tire de (2.3) :

(5.1), (5.3) et (5.4) entrafnent :

où c ne dépend pas de s. En posant u 
s 
= h dans Q-Q y on a

s S
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u 2013~ u dans W(21)(~) :~»ur n’importe quel s et utilisant encore une fois
(5.5) on obtient (b).

Le théorème 4 découle immédiatement de (5.4), (5.5) et th. 2.

Pour démontrer (a) du th. 5, considérons et soit Av = F

dans Q , v = 0 sur À . Soit fE L2n (Q), Au = f dans Q , u = 0 sur

Q . 0 n a ~1 
.

d’où en vertu de (b) :

On a alors (a) est démontré pour le sous-espace

Le reste de la démonstration découle de (b) et de (2.7).

6. Problème de Neumann.

On se borne au cas b 1: 0. Le cas général avec exposé détaillé de ce qui

va suivre dans 6 est contenu dans [10J. On utilise :

LEMME 6.1. Il existe des prolongements P de w(1)2 (QS)5) dans W1 s 2 s 2

de sorte que Ps 1  c, où c ne dépend pas de s.
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Par le procédé de 2 on démontre :

THÉORÈME 6. Soit f EL2 (P ), g éL2(Ç2 ), u la solution du problème de Neumann

AU = f dans P 
’c) u » (i )Au=f dans Q , 9u 9v = g sur Q . Alors et on a

Soit v la solution du problème de Neumann Av = 0 dans

sur Q . Soit u du théorème 7 avec g=0. On a

dloù

où w( ;1 ) (ri ) estledualde 
2 2

On désigne par Q l’application de L2 ( Q ) dans L 2 en posant

Q(h) = v. Tenant compte de ce que L2( Q) = w 2 on obtient

1 THÉORÈME 7. L’application Q peut être prolongée par continuité en une applica-

1 tion linéaire et bornée de W(-1)2(Q) dans L2(Q) .
Remarque 6.1.

On démontre, comme dans 5, (6j) avec fe L 2n (S2). Au = f dans Q

~T

avec et on obtient des théorèmes analogues aux théorèmes 4 et 5.
2

Au contraire, on déduit de (3.1) que la fonction u qui y figure est la solution

du problème de Neumann Au = f dans Q ~ 20132013 = T([f,g]) sur Q .
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Remar ue 6,2.

Soit n = 2 et désignons par ~~~ l’espace des mesures par rapport è, l’arc.

Ona algébriquement et topologiquement.

Remarque 6.3.

Les théorèmes 6 et 7 sont valables pour la solution du problème 

dans Q , 9u 9v + o u = g sur Q avec oELoo ( Q). On peut considérer aussi

le problème mixte 9 il faut prescrire le même type de condition aux limites sur

chaque composante de 3 .

Remarque 6.4.

La solution du problème de Neumann Av = 0 dans Q avec h , sur

est la solution du problème de Dirichlet avec Av = 0

dans Q , veL 2 Du théorème 2 on déduit le contraire.

§ 2. Système des équations du deuxième ordre

1. Problème de Dirichlet homogène.

On considère le système

(1) Cette condition est restrictive. Néanmoins elle est valable pour le système
de l’élasticité au cas général d’un corps non-homogène et anisotrope.
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Le système ~1~1~ est supposé fortement elliptique :

On suppose encore (1.3) :

Le système (1.1) est supposé elliptique pour le problème de Dirichlet :

Remarque 1.1.

(7.2) entraîne en général l’inégalité de Gârding :

assez grand. Si sont constantes, on peut prendre À = 0 en supposant
ij

(1.3).

Etant donnés des éléments ua,a=1, 2,...N, on note dans la suite

u = [ul,u2 ... uN] ; quand on écrit u E [B]N. B étant un espace de

Banach, on pose
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On considère le problème de Dirichlet homogène : on se donne 

et on cherche de sorte que = dans Q, p cx = le 2~... N.

Par la méthode variationnelle on démontre que le problème a une solution unique

(cf. [5]).
On utilise la technique de [141 : on répète presque mot pour mot le n02

du § 1. En se servant du procédé Q 
s 

2013~ Q 5) on obtient l’inégalité :

où c ne dépend pas de s; us est la solution du problème dans

QS, us =0 sur QS, a = 1, 2 , ... N . °

L’exposé détaillé est contenu dans le travail [11J. On démontre ici par la

méthode du travail [14] l’inégalité auxiliaire (2.1) pour les systèmes.

Posons

(7.5) n’entraîne pas en général l’inégalité (2.4). Pour la démontrer considérons

la matrice inverse à a V . V .. En la désignant on voit en vertu de
ij 1 J

où c ne dépend pas du point de Q 
s 

et de s.

On a . ·

~ effet :
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Pour d , g , 1 fixes le vecteur nl est orthogonal à

la normale. Tenant compte de ce que Uv = 0, ’ 1, 2,... N sur Q 
s 

on

obtient l’assertion.

Alors il suit de (1 .5)

et en vertu de (1.6) :

où c ne dépend pas de s.

En modifiant d’une manière évidente 2 du § 1 on obtient le

j THÉoRÈME 1. Il existe exactement une application T de Z 2 ~ dans

1 L 2 ~~~ ~ ~ linéaire et bornée soit T f =7~ ~ de sorte que

2. Problème de Dirichlet non-homogène pour les systèmes

Soit h E [W(1/2)2(Q)]N, v la solution du problème de Dirichlet Aa v = 0
a

dans Q , va h 0(, sur Q y 0 = 1, 2,... N. L’existence et l’unicité de

cette solution résulte de la méthode variationnelle (cf. [5]).
Définissons R, application de en

posant R(h) = v. On tire de (1.9) :
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~ 2. On peut prolonger R par continuité en une application linéaire

1 et bornée de [L2( Q) r dans [L2( Q) ] .
On obtient alors de cette manière la solution du problème de Dirichlet

pour le système en question et les données de carré sommables.

Remarque 2.1.

On obtient ainsi la solution du problème de Dirichlet pour des données

continues sur Ô , Pour ~ ~ ~ Co~ ~ ~ , notre méthode est jusqu’à présent

seule résolvant ce problème. Il n’y a pas d’analogue du procédé de Perron, le

théorème sur maximum n’étant pas valable pour les systèmes.

§ 3. Une équation du Quatrième ordre

L’exposition détaillée se trouve au travail [7].

1. L’inégalité de Rellich du deuxième ordre.

On considère l’opérateur :

On suppose pour chaque matrice réelle, y symétrique, soit

On suppose ; 



161

Soit fÉ-«r’2(_Q), u la solution du problème de Dirichlet Au = f dans

Q, n = 0 u = 0 sur Q ; ici 9u 9n est 1 dérivée selon 1a normale exté-,u::::: n - sur )L ; Icl 7 n e a se on a e ex e-

rieure. Par la méthode variationnelle on trouve une solution unique (cf. [5])
dans W (2) 2(Q).

Soient u les solutions du problème de Dirichlet Au = f dans
au 

S 
-1 

s

oà c ne dépend pas de s.

Soit [hl,h 2 y ... h n 1 un vecteur à composantes dans C (2) ( ~). On a

presque partout :

Par la formule de Green, on obtient :
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On prend :

sur QS au sens des traces (cf. [1]) ce qui a un sens en vertu de (1.5).s 

~u
Tenant compte de ce que 2013-~ == 0 sur Q on obtient

1 s

C’est l’égalité analogue à (2.3). Le vecteur (h.a ..- h 
l mjkl ri 1 jkl r_i

pour j , k, 1 fixes est orthogonal à la normale extérieure, y alors :
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On a alors

On peut trouver h. de sorte que h. V, " c &#x3E; 0 ; tenant compte de (1.2),
i

on obtient :

où c ne dépend pas de s.

2. Ltinégalité de Rellich du troisibme ordr£ 0

On suppose qu’il est possible de décomposer l’opérateur (1.1) comme suit :

On suppose

et
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Remarque 2.1. 

Si n = 2, on peut toujours mettre A sous la forme ~2.1 ), à cela près

qu’il n’est pas prouvé en général que les b..yC,- ont la régularité exigée.
~ pour ces quegtions, g cf. ~7 ~ ) o Si les coefficients de l’opérateur (1 .1) sont

constants y elors pour n = 2 (2.1) est toujours possible. Exemple typique :

1 t opératgur biharmonique.

Soit v la solution du problème de Dirichlet 9 9xi (bij 9v 9x) = 0 dans
x,

Q1, vEW(1)2(QS). Tenant compte de (1.5) on a par la f ormule de Green :

En vertu du théorème 2 de § i , on a :

On tire alors du théorème 2, § 1, de (1.4) et de 1,10) l’inégalité :

où c ne dépend pas de s.
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3. Problème de Dirichlet.

On considère l’ensemble Si

En prenant v E l’ ensemble M des éléments est dense dans

On désigne par la dualité entre

et le produit scalaire dans 

Après avoir démontré (1.10) et (2-4), on prouve sans difficulté par la

méthode du § 1 sect. 2, ceci : .

THÉORÈME 1. Il existe exactement une application T, linéaire et bornée de

L2(Q) dans L2(Q) et exactement une application S, linéaire et tornée de

L2( Q) dans W(1-)2(Q) telles que VvE W(2) u étant la solution du

problème de Dirichlet Au = f (A est l’opérateur (1.1)) dans Q y u = 9u 9n = 0 
sur Q (cf. (2.1))

Soit maintenant

(1) On peut prendre les éléments
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Pour la fonction v en question, soit 
* 

2 aQ L2( 
’

où v = g’ 9v 9n = h sur Ç2 . On désigne par R l’application de

w(2) (çl)/O~ (2) (ÇL), définie par R([g,h]) = v. En vertu de (3.1).(3.2) et

(3.3) on a :

THÉORÈME 2. L’application R peut être prolongée par continuité en une applica-

tion linéaire et bornée de 2 x L 2 (Ç’I) dans L~(~l).
Remarque 3.1 .

utilisant [13] on prouve que =vEW(4)4 (Q’) pour C ù .

Remarque 3.2.

On peut tirer des résultats du travail [12J ceci : on ne peut pas prolonger

R en une application linéaire et bornée de W( 1 ) ( À ) X L (Q) dans n’importe
P P

quel espace topologique pour p 2. ( Q é M t )
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