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SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS CONSTANTS

Bernard Malgrange

(Université de Paris)

A l’heure actuelle, on connaît un grand nombre de résultats sur les systèmes différen-

tiels linéaires à coefficients constants, lorsque ces systèmes sont "déterminés" 

dire que le nombre des équations est égal au nombre des inconnues, le déterminant du sys-

tème étant 0 0). En dehors de ce cas, fort peu de choses sont connues ; nous nous proposons

ici d’examiner les problèmes suivants : existence des solutions dtun système avec second

membre -fj 00 ; approximation des solutions d’un système homogène par des sommes dtexponen-

tielles-polynomes ; cela sans faire aucune hypothèse de "détermination" du système en

question. Les résultats établis ici ont été annoncés, ainsi que d’autres résultats voisins,

par L. Ehrenpreis 2 , dans le cas où les ouverts convexes considérés ici sont des pavés

(i.e. l’ensemble des points vérifiant : 1xi- a.1  Ó.) ; 3 à ma connaissance, les démons-1. 1 1.

trations de cet auteur ne sont pas publiées ; ses méthodes, pour autant que je puisse en

juger, sont assez différentes - au moins formellement - de celles que l’on emploie ici

puisqu’il semble n’utiliser, ni la d"-cohomologie, ni surtout la division des distributions.

I. Cohomologie de certaines formes différentielles.

n 
A

Soit r un compact convexe Cep et soit r la fonction suivante

dx mesure de Lebesgue dans

1B

Si r a un point intérieur (ce que nous supposerons toujours dans la suite), In
A A

est toujours) o, et logr est convexe ; en outre r est une fonction indéfiniment
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dérivable de ~, et même prolongeable en une fonction holomorphe de type exponentiel

dans C .,

Si Dk est un monôme de dérivation d’ordre k en n, il existe Ck &#x3E; 0 tel qu’on

ait

Définition 1,.1,. On désigne par ~ = (~ 1 y *"~ )~’~B ~~ 
l’espace des fonctions indéfiniment dérivables dans x IRn p à décroissance

rapide ainsi que leurs dérivées de tous les ordres en (~~~) [5].
On l’espace des fonctions f(E, n) indéfiniment dérivables

E,n ^ -1 dans IR 2n telles guton ait T(h)f(E,n) E JE,n .

Nous écrirons y pour simplifier les notations, JT pour JTE,n 
E,n 

De l’inégalité

(1), il résulte que "f équivaut à la condition suivante : "Pour tout monôme de

dérivation D ~p~ , la fonction r D ~~(~~) est à décroissance rapide".

Soit q une distribution dans ee la transformée de
x

Pourier de p(Fp) = ) e-i  É ’ en notant les distributions comme des 
.

fonctions). Dlaprès le théorème de Paley-Wiener, on a : pED(T) (espace des fonctions

indéfiniment dérivables à support dans r [51) si et seulement si se prolonge en

une fonction holomorphe en § = ) + 1, , et appartenant à Cela nous incite à

introduire, comme on le fait dans la théorie des fonctions de plusieurs variables complexest

l’espace r r des formes différentielles de type (0 , r) à coefficients dans

. 

Soit d" la composante de type (0~1) de la différentielle extérieure, i.e.
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Il est clair que dit est une application linéaire / 2013~ r+l D ~ et qutelle

vérifie la formule de Poincaré : =0. Le but de ce paragraphe est d’établir une

réciproque affaiblie de ce résultat :
T"t

Théorème 1.2. Soit Uj une forme r vérifiant Pour
r-n

tout convexe r 1 vérifiant p C T1, il existe 03 
r 1 

vérifiant d" m = w.

Pour établir ce résultatp nous allons effectuer une transformation de Fourier inverse
- 

% 

2013 r r

FE uar rapport a la seule variable on a facilement FE JE,n = 
pour simplifier l’écriture, nous noterons £§ ce dernier espace.

Désignons alors par rET l’espace des formes différentielles 2.!l ’Tf seul de degré

r, à. coefficients dans L r: un élément Ti de 1: r s’écrit donc

Et lton établit un isomorphisme entre rJT et rE1 en posant FE(w) = 7T lorequ’ on

a Yi 1 .1r = tu... En notant d la différentielle extérieure en 1 seul y
P 1 t

le théorème 1.2 s’énonce ainsi:

Théorème 1.2 bis. Soit 7T une 
r 

(r &#x3E;, 1), vérifiant

i 
= 0. Pour tout convexe vérifiant il existe

1 
1 

Avant d’établir ce résultat, rappelons brièvement comment on établit classiquement

la réciproque du théorème de Poincaré" (dont le théorème ci-dessus n’est qu’une variante),

1 par la méthode de l’homotopie.
Soit 0( une forme différentielle de degré r dans (R n ; considérons un intervalle
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1= t1 ] (IRt et une application différentiable (t,1) 2013~ F(t, q ) de Rt X lÔ i
dans désignons, pour t E ly par Gt l’application partielle Q -&#x3E; F ( t , q ) .

* *
On a avec des notations classiques ll/( CK ) = G§( Cl ) étant une forme de

degré r-1 à coefficients fonction de (t p 1 ) dans laquelle dt ne figure pas.

Désignons par dq la différentielle extérieure en i seul dans IRtx fi et d la

différentielle extérieure en t, n dans Rt X Rnn (ou en ’1 dans En). Si l’on a

da = 0, on a aussi == 1(da ) = 0. En calculant le coefficient de dt dans

l’expression de dF*(a), on trouve : d dt Gl  " &#x3E; - dn F = 0, d’oÙ (avec des notations

évidentes)

(tout cela, sous des hypothèses de dérivabilité de (X et de convergence des inté-

grales que nous préciserons plus loin dans les cas que nous aurons à traiter).

La réciproque du théorème de Poincaré s’établit alors en choisissant F de manière

qu 1 on ait Gt (C) " Gt ( C~) ’~~ o.

Cela rappelé, pour démontrer le théorème 1.2 bise il suffit, par une partition finie

de l’unité convenable dans Rny de traiter les deux cas particuliers suivants, où
x

É &#x3E; 0 désigne un nombre 0 tel que la distance (euclidienne) de r à la frontière

de ri 
’

1er cas. 7B est nul en tout point (x, Q ) tel que la distance euclidienne de x a

1 

2ème cas. Tt est nul en tout point (x, q) eu x H étant un demi-espace affine

dont la distance a r est

Dans le premier cas, on prendra pour F l’application "conique" (te -&#x3E; -t
avec t1= 1, to =0. Explicitons le résultat, lorsque IT a l’expression considérée

ci-dessus : 
’
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(où le signe indique que d TJ. doit être omis).
l1 .

J
Tout revient donc à démontrer qu’on a bien

(dans la suite, on omettra les indices i 1...ir).
Soit ré 11 ensemble des x E làn dont la àistance à r est ,, 2 F- p et sqit r 2

o 0

un compact convexe vérifiant F"2 c r1. Il existe C &#x3E; 0 tel qu 1 on ait
E 2 1

Comme r est à décroissance rapide (et même exponentielle), il suffit de véri-
" 

1 2 A .
fier que, dans Tn x Bn , T2(n)DY(x,n) est majoré par un polynome en (D, une£ 2 

-

dérivation quelconque en x,n). En explicitant on voit qui il suf f it a fortiori de

montrer e (1-t)  n, x&#x3E; est borné dans 
E 

x Rn
(DI, une autre dérivation en x 3 ); or, on a :

et~ puisque
1B

(puisque log T est convexe). Dloù le résultat.

Dans le second cas, on peut supposer par un changement de coordonnées, y que 1: est

dans
contenu dans le demi espace x1 &#x3E; 0, et H le demi espace x1  - 6. On prend alors

pour F 1 t application :

t -- - oo . On aura
o

Ces inégalités permettent d’établir sans difficulté= y par des calculs analogues aux prédé-

dents, que l’intégrale considérée est bien convergente, qutelle peut être dérivée indéfini-
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ment en x et q sous le signe f, et qu’on a bien L l . 1 (nous nous per-

mettrons ici d’omettre les détails). On établit alors la formule d i (e ~i’ ~~ ")() =
e n,x&#x3E;n en considérant d’abord la forme obtenue en remplaçant dans l’expression

0 ,

de par et en passant à la limite pour A -&#x3E; + oo. Le théorème en
f -oo -A

résulte.

II. Systèmes homogènes : théorèmes d’approximation et de représentation intégrale.

Rappelons d’abord un résultat relatif à la division des distributions [4], que nous

énoncerons dans le cas particulier dont nous aurons besoin (en fait, ce résultat est

encore vrai lorsque les Pjk sont des polynomes en S et
Théorème 2.1. Soit P = (p jk) une matrice (1.,,j,p, 1,k,:q) à coefficients poly-

nomes en ~~~y ~ ~=(~~*~y~P) une fonction ~ D~ JP 
pour qutil existe ~.y ~ ) ~ R 1~ vérifiant P 5 &#x3E; $V= É# (on con-

sidère 4&#x3E; et T comme des matrices à une colonne), il faut et il suffit que la condi-

tion suivante soit vérifiée :

(SF) En tout point ( ~ e 1) ~ IR 2n y le développement de Taylor formel de l# est de la

forme eu F est une qxl-matrice à coefficients séries formelles.
r

Considérons maintenant l’ensemble Rp des q X 1 matrices R = ( :1 ) a coeffi-
P 

cients polynomes en vérifiant FR = 0 ; À P est un module sur rq

l’anneau C [S] des polynomes en S ( à coefficients complexes) ; soit R1,..., 0
un système fini de générateurs de Rp sur C (un tel système existe toujours d’après

un théorème classique), et soit Q la q Xm matrice (rp) 1 lm, 1kq.k

Le théorème 2.1 y joint à un résultat connu d’algèbre [7] (utilisé de la même manière

qu~ici dans [4])p entraine le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Si ~~ ~ ~ vérifie P(~)~=0~ il existe

satisfaisant à ~ = Q~ ~ ~ ~.
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Remarque 2.3. Le théorème 2,1 et le corollaire 2.2 s’appliquent aussi bien à 
T

Remarque 2.3. Le théorème 2.1 et le corollaire 2.2 s’appliquent aussi bien à -8 
BA 
§, i

qu’à -3 
E, n 

: il suffit d’une multiplication par T(n) pour se ramener d’un cas à

l’autre.

Nous pouvons maintenant établir un des résultats essentiels que nous avons en vue :

Théorème 2.4* Soit r un compact convexe C R y une fonction r ]P
o

holomorphe en t et vérifiant (SP). Pour tout convexe vérifiant r c il

existe [~§ holomorphe en ~ et telle que 

Introduisons, y pour démontrer ce résultat, y l’espace [rST]q des q X 1 matrices

J1 à coefficients e ~3 r : on a donc A ==( ~ j~ avec Ë r 3 ~’ 1 on pose

Appelons Th(r) l’énoncé suivant.ù r est un entier ~.0 :

Th(r) : Soit vérifiant les conditions suivantes :

a) Il existe vérifiant = l’

Alors, il existe vérifiant

Compte tenu du théorème 2.1. et de la remarque 2.3f Th(0) est équivalent au théorème

2.4.

Démontrons Th(r) par récurrence descendante sur r : pour r ~ n, cet énoncé est

trivial, puisque est réduit à ~01. Supposons alors Th(r+1) établi. On a

d’après le corollaire 2.2 et la remarque 2.3, on a

0 0

! Soit r un compact convexe vérifiant r c I"2y on a 

l’hypothèse de récurrence y appliquée à Q et au couple (r, r2) montre qu’il existe12)
vérifiant et = Q(S)Q.
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D’après le théorème 1.2, il existe
~

vérifiant dU l’1 =[1. On a alors

puisque P Q = 0 ; donc

répond à la question. C.Q.F.D.

Notons maintenant par P(D) l’opérateur différentiel dans mn obtenu en remplaçant,
x

*

En appliquant le théorème 2.4 à P (défini par

et en utilisant des raisonnements connus [3], on obtient

le théorème suivant :

Théorème 2.5. Soit O* 

f 

un ouvert convexe soit Y le sous-espace de

formé des F t 1 vérifiant P(D)F = 0* Les exponentielles-polynomes conte-
f
q

nues dans V y forment un système total.
p 

Même énoncé pour D’( Go) Ek(0), ou D’k(0) faible etc...)

Dans le même ordre d’idées, on peut obtenir un énoncé plus précis, de la manière sui-

Or A

vante : munissons D de la topologie définie par l’isomorphisme If 2013-~ de

g 
~,1 

sur et désignons par uL le sous espace des fonctions holomorphes

contenues dans J y sous-espace qui est évidemment fermé. On a, par le théorème de

Paley-Wiener : (-Tour (~"== transformation de Fourier), et cet isomorphisme

est topologique, y dtaprès le théorème du graphe fermé, ou par des considérations élémentai-

res.

A toute forme linéaire continue f sur à0 (r) on peut alors associer (mais non

d’une manière unique) une forme linéaire continue T sur (-r, symétrique de r

par rapport à 0) , vérifiant  f , = T , avec ( ~ ) = ~ ( ~ )

(théorème de Hahn-Banach). T est de lp r" (-~)Sy avec S ÉÉ U 
%,’i~ 

, et

T peut être considérée comme une "transformée de Fourier" de f (voir dans 11 une

étude de ce type de questions). Cela dit, on a le théorème suivant :

Théorème 2.6. Soit 6- un ouvert C et F 6 solution de P(D)F = 0

Dour tout compact convexe r C 0~ la distribution F, considérée comme forme linéaire

continue sur ~e(r)3q@ admet une transformée de Fourier T vérifiant P(~)T=0.
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Ce résultat est inspiré d’un théorème de représentation intégrale annoncé par Ehren- 

preis [2]e (voir aussi dans Palamodov [8] un cas particulier), et en est très voisin. 

Pour s’exprimer d’une manière vague, il donne une "représentation" de F par une "intégra-

le" portant sur les exponentielles-polynomes solutions de la même équation. Ehrenpreis a 
..

montré dans [21 comment on peut déduire de telles formules les propriétés d’ellipticité,

d ’ hypoell iptic ité , d ’ hyperbolic ité , etc... des systèmes à coefficients constants.

D’autre partp ce théorème, joint au théorème de synthèse harmonique de Whitney - Schwartz

[61 entraine facilement le théorème 2.5 (au moins dans 
o

Pour le démontrer, considérons des compacts convexes r1, T2, T3 d0y avec rd",y
o , .

î 1 i+l (i = 1y 2). Soit TI une transformée de Fourier de F considérée comme

forme linéaire continue sur ~) ( fÎ~)] ~ ; comme P(D)F = 0, la restriction de T’ à

P~(~)L~" r3J p est nulle. Il en résulte que la restriction T" de T à -r2]q
s’annule sur espace qui est égal à ,-r2,q
d’après les théorèmes 2.1 et 2.4. Il en résulte que T" se prolonge d’une manière unique en

une forme linéaire T"’sur rio- r2Jq + p* ( ç ) [-&#x26; -T2]p, qui soit nulle sur P*( -_2]p
Pour démontrer le théorème, il suffit, par le théorème de Hahn-Banach, de montrer que la

restriction de T"’ a + est continue. Or cela

résulte du lemme suivant (appliqué à P* ’"IB au lieu de P, 17Y r2) :
Lemme 2.7. soit de la avec

1 e p il faut et il suffit qu’on ait 

si une suite m) de fonctions de la forme précédente converge vers 0 dans

on peut choisir les Cb m et 1 In de manière que la suite (Gm1) tende

T2 m T2 pvers 0 dans ) H]p et que la suite (Gm2) tende vers 0 dans [JT2]q. j
Si l’on a 1 + P( 2e on aura donc 

et dl’ j d’après le théorème 2.1. Réciproquement, supposons qu’on ait
avec d’après Th(1) , il existe 
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vérifiant dt W = et == 0; diaprés le théorème 1.2, e il existe G2 E [JT2]q
vérifiant W 1 == on a d"[Q - P(S) O2]=0; d’où la première assertion, en
prenant G1 = P - P(S)G2.

Ce résultat, joint au théorème 2.1 , montre que

est fermé dans « p La seconde assertion résulte 
,du théorème, 

fermé.

’

est fermé dans [_’0 J * La seconde assertion résulte alors/du graphe fermé.

III. Systèmes avec second membre : théorème d’existence.

Lemme 3.1 . Soit r un compact convexe c ey et 1&#x3E; une distributions 

T 
f)

telle que it vérifie (SF). Pour tout convexe f1 vérifiant r CT1, il existe

1 e tel Qu’on ait 

Le théorème 2.4 n’est autre que cet énoncé où l’on aurait remplacé s’ par ~).

Nous allons nous ramener à ce cas par régularisation. Soient rI et ~ deux compacts
o i o

convexes vérifiant F’ 1" c 1-711, Le théorème du graphe fermé, joint

au théorème 2.4, montre ceci : il existe un entier m&#x3E;/ 0 et une constante K &#x3E; 0 tels

que, pour tout vérifiant (SF) et ~] D 1 (DB une

00
dérivation dtordre ikl- les normes sont prises, par exemple dans L°° ) , on puisse trouver

vérifiant et 

Soit alors G une fonctions vérifiant (SF) on peut trouver

une suite 0(. de fonctions E c2)y à support assez petit pour que (X. * cP ait son

support dans Il 1 et telle que la suite converge vers dans [Jô 
on peut supposer (extraire au besoin une suite partielle) que la série ,

+ E (ai+1-ai) * (b est normalement convergente dans [D (F") ’ Ce qui
o Ô 1+1 

qû ’ ) * s Ô q précède montre alors qu’il existe une suite Yi de fonctions (Z vérifiant

et ~.) ~C~~ et telle que la série ÉÉ W.
converge normalement dans [J).(~1)]q. La somme lp de cette série vérifie bien
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Soit enfin G une distribution E vérifiant (SF) . Pour É entier i
assez grand, soit ?D une "paramétrix" de tJ.e, y i.e. Q ~ -. ~ + i~~ avec 

on peut supposer GO et lf de support assez petit pour que Ù3 * li&#x3E; et 7t: * cI! aient 1
t

leur support dans ri t (une telle tu s’obtient classiquement en prenant M E 
!

solution élémentaire de 11 e, et ~ 1 au voisinage de 0). Si e est choisi

assez grand, on aura diaprés un théorème de régularité classique (et qui d’ailleurs est 1

immédiat ici par transformation de Fourier) : 1&#x3E; e ]q w vérifie
évidemment (SF) donc w * G M [J’f( r1 )]q ; de même n * G = P(D)1¥2’

1 

1 1 
n 

2

le lemme.

Théorème 3.2. Soit &#x26; un ouvert convexe àn et G une fonction 

pour existe F ~ ~~~~~ q vérifiant P(D)F = G, il faut et il suffit que G vérifie

la condition suivant
1.

(R) Pour toute 1 X p matrice à coefficients polynômes, vérifiant2013201320132013201320132013 P
QP =. 0, on a Q(D)G = 0.

Le lemme 3.1, appliquée à p* (D), montre que P (D) ~’(~~ p est un sous-espace 
....

fermé de f~(~)1~ Par suite, P(D) est un sous espace fermé de 

que nous noterons V. Tout revient à montrer que V est dense dans le sous-espace de

formé des G qui vérifient (R). D’après le théorème 2.5 (applicable ici car

les Q admettent un système fini de générateurs), il suffit de montrer que les exponen-

tielles-polynomes vérifiant (R~ sont dans V ; une telle exponentielle-polynome s’écrit

S une p Xl matrice à coefficients polynomes. On se ramène 
’

tout de suite au cas où 0( = 0, auquel cas il s’agit d’un problème d’algèbre bien connu

(qui dtailleurs, par transformation de Fourier, revient à la simple question de la division

des distributions de support l’origine). 
~ 

Remarque 3.3. En appliquant directement le théorème 2.4 et en raisonnant de«la même
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manière, on obtient le résultat suivant : si G vérif ie (R), pour tout

compact convexe CfY, il existe F Ë vérifiant P(D)F = G. Ce résultat

peut aussi s’obtenir, en se ra~menant, par le théorème 2.6 ~a,ppliqué à~ G) à la division

des distributions dans et [4].
En particulier, on obtient, dans C2:)t , un énoncé local du théorème 3.2. Il me semble

probable que l’ énoncé global est vrai lui aussi dans ¿Dt, et dans un certain nombre

d’autres espaces de distributions. ,
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