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QUELQUES REMARQUES SUR LES PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN
par
J.L. LIONS

§ 1. GENERALITES

1. Notations:

Si Q) est un ouvert de R, HMP(Q) (s vMP (Q)) désigne 1'espace

9

des (classes de) fonctions ueIF(Q)) telles que D% uelP(Q)) pour |\« m j

muni de la norme

. HD““HLP(Q) =HUHHM,P(Q) )

\{X|¢m

c'est un espace de Banach. On supposera toujours gque 1 £ p < .
On désigne par Hy’P(Q)) 1'adhérence dans H@P(Q) de 1'espace L (Q)
des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans G .

- : 1
On désigne enfin par H m,p(Q) le dual de H'P (R) ou 1/p+ V/p' =1.
s 0

Nous supposerons toujours dans la suite que ¢ est un ouvert borné de fron-

tidre suffisamment régulidre.

2., Position des problémes.

2.1. Nous considérons 1l'opérateur
. -2
/3=a2/ax12+ cen + az/axn .

Nous supposerons connus les résultats suivants (cf. [1]) :

1
( ){A est un isomorphisme de Hz’p(Q){'\ Ho’p(Q) sur P(G),
2.2

pour tout p avec 1< p ¢ ®

(C'est le probléme de Dirichlet) ;
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par ailleurs introduisons l'espace des u € g P (52) telles que la dérivée nor-

Du P o
male o de u sur | = frontiére de {2 soit nulle ; cela a un sens : par

0u

)
exemple, S € H ’p(Q) et alors on peut définir (—;—% )F "t{race de %‘%
i -t i
sur [ " ; c'est par exemple un élément de IF([') ; alors -g—-z— =0 équivaut &
1—1( ) , vi = i°™® cosinus directeur de la normale n & [ . On

dé.s,lg;nera cet espace par

ol

(e, Fieep

Avec cette notation :

J,q

A est un isomorphisme de {Hz’p(Q) , ())E O} sur IP(Q), pour

(2.3)

tout p, avec 1 <p < .

2.2. Nous transposons maintenant (2.2) et (2.3) utilisés pour p'. Commen-
gons par (2.2), On obtient :
(2.4) A* est un isomorphisme de ILP(Q) sur (He’p'ﬂ Hl’p')' (1); pour
pour feLP(Q), A*f est définie par
(2.5) LAY, ¥>= (£,07 > = JQf(X) WE a , verPNgP,

2 1

Mais si feHPME'P, ona : {(f, Av) = {Af, T) donc A*f = Af,

On peut donc considérer A¥ comme un prolongement par continuité de A et donc

1
(2.6) A est un isomorphisme de ILP(Q) sur (H2’p'ﬂ Hl’p )

Remarque 2.1, Naturellement nous avons utilisé la symétrie de AN
l'on part d'un opérateur non symétrique, on transpose le résultat (2.2) pour p!
et A¥* (supposé valable !).

De la méme fagon :

. PN
(2.7) A est un isomorphisme de IP(Q)) sur {HZ,p , —9—2 = Ol '

(1) Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, uous supprimons ‘¢ . Naturellement,

(222" Hl’p')' n'est pas un espace de distributions sur Q.
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2.3. L'utilisation de (2.6) et (2.7).

I1 y a deux fagons d'utiliser (2.6) et (2.7) :
. ! '
a) ou bien on cherche, parmi les éléments de (H2’p M Hl’p )' , certains
é1léments qui puissent se représenter comme somme d'une digtribution sur 9

et d'une distribution sur [° ; par exemple, on prendra :

r c 2t
(2.8) L(v) = ng fvax+ (g, é%% , V€ 55 P Hl’p! ,
) .

ou f € H-1’P(§Q) et ou g & espace dual de l'espace décrit par %%55 (ceci
peut 8tre précisé ; cf, § 4), puis on interprete (2.6) pour ce choix particulier
de Le (8PN Py,

Bn fait on peut prendre f dans un espace plus grand que H’1’p(§?), soit

(1),

en introduisant des dérivées fractionnaires, soit des poids

Ce point de vue est celui des problimes dits de Visil-Sobolev (cf. [16],

[7), [12]). Une fois ce probléme interprété, on utilise la théorie de 1'inter-

polation ; c'est ce qui est systématiquement développé dans les articles [1OJ(2).
Méme chose pour l'utilisation de (2.7).
b) deuxidme poséibilité : on utilise directement la théorie de 1l'interpola-
tion sur (2.6) ou (2.7), puis on interprdte ensuite les résultats obtenus. Cette

idée est dfie & Schechter [15], qui utilise 1'interpolation complexe (cf. [3],

(1) Cela sera développé ailleurs. J'indique ces proprictés aprés discussions

avec (1. E, liagenes et J. Nelas.

(2) 11 y a lieu d'utiliser également 1l'interpolation par les traces. Nous y re-

viendrons ailleurs.

(3) Avec fe H’1’p(§2). L'étude de cas plus généraux est faite dans un article

en préparation de E, Magenes et le conférencier. UNIVERSITE DE GRINO
o * URUNOBLE |
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Remarque 2.2. Les deux procédés sont essentiellement "commutatifs". Suivant
le résultat que 1l'on a en vue, l'un ou l'autre des procédés peut &tre plus rapide.

Nous allons ici expliciter certaines des applications de la méthode a).

Remarque 2.%. Naturellement, nous avons pris ici A=~ +1 et les cone
ditions de Dirichlet et Neumann comme exemples types. La néthode est générale
et s'applique aux opérateurs elliptiques d'ordre 2 m avec "toutes" les condi-
tions aux limites. Cf. [10], [15].

Remarque 2.4. Ce méme genre de procédé est utile dans des cas "abstraits",
i.e. avec des opérateurs A qui ne sont pas des opérateurs différentiels mais
des opérateurs non bornés abstraits, par exemple des géndérateurs infinitésimaux

de semi-groupes. Cf. [8]. Ou bien avec des opérateurs non elliptiques [11].

§ 2, DETERMINATION DE QUELQUES ESPACES D!INTERPOL.ATION
1. Espaces [A,, A, SO ([3], [e])-

Soient A, et A1 deux espaces de Banach, Aianb , ¢As espace
vectoriel topologique, l'injection de Ai dans A étant continue. On désigne
par A, + A1 lt'espace des a e b de la forme a = ag *ay , € Ai ; muni de
la norme

= anf (ladl, <yl )

\fall
A°+‘A1 a=a°+a1

c'est un espace de Banach.
Soit (AO,A1) 1'espace des fonctions C _, £{L ) holomorphes dans la

bande O < & «1 (T = &+ i7) ) & valeurs dans A, + 4 continues et bornées

D 1’
de 0¢ &<l _y & +4A , telles que £(in)ed, , £(4 +in)eh , la
fonetion M _, f(k+in) , k= 0,1 étant continue et bornde de

Rn —3 Ak ; muni de la norme
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max(sup WE(i )|, , suple(1 +im)), ) =l
¢lest un espace de Banach.

On désigne par (4, A1, 6(@)] 1l'image de g{’/(Ao,}w) dans l'application

£ 5 1(0), (0¢D«1) de %(AO,A1) —> A, + A, IMuni de la norme

el pagny, 50007 = (205, M50,

c'est un espace de Banach.

On utilisera systématiquement la propriété d'interpolation de ces espaces :

si T est un opérateur lindaire continu de Ai dans Bi (1 ), i=0,1, alors
pour chague 9 ,0<«<B«1, 1 est un opérateur lindaire continu de

- < 2
Aok 5(©)] dens [3,, 3, 5(8)] @

Le résultat suivant est dfi & Caldéron (& paraitre) : si A, et A, sont

réflexifs, [Aos4,, S(8)] = [45, &1, &(O)].
Notons enfin ceci : si T est un isomorphisme de Ai sur Bi , clest
également un isomorphisme de [AO,A1 , 6(@)] sur [BQ,B1 » 5(8) 1.

On va maintenant construire explicitement certains espaces [AO,A (O)]

2. Espaces 7 P(RY).

& o
Définition 2.1, Pour «¢ R, on désigne par H 'P(p")  1respace des distri-

butions tempérées u telles que
R W
F +£2)72 Fuye 1P

2

= transformation de Fourier, 222 = Q,‘Z e+ Lo

(1) On suppose que 4, A, est dense dans A; et que les B, ont des proprié-

tés analogues (sans nécessairement la densité de By B, dans Bi).

(2.1) &

(2) Pour les inégalités entre les normes, cf. [2], [4].
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e 3
Norme : [lull 2 =\\g( )uH . Pour & entier O , on retrouve les espaces

du § 1, no1, S=R%,
On a alors le
THEORIE 2.1, [EVP(R), HOP(EY), §(0)] = (1= mypgny

. ) n
(o H ’p(R ) = Lp(Rn)) s avec des normes équivalentes.

Plus généralement

THRORME 2.2. [H%’p(Rn), H“1,p(Rn), 5(0)] = HU-@)&&@%I}(RH)

Démonstration.

X
Posons A, = (1 +12) k/2 , k=0,1, et w=(1-0)x,+ O«

-
Koy P O(1:p R
1) Soit uwe[H ,E' , 5(0)]. Alors il existe fe d0(ay,4,),
*y0P (L-0)2
Ai=H avec f£(O) =u. Quitte & remplacer f par e'  ~ 7/ f, on peut

2
supposer que f(k +in) , k= 0,1 , est & décroissance en e . Introdui-

sons ¢

MR ),

Y = Fe(n).

Considérons g(i7) = (}\1/>\o)in (X, #(in)) . La fonction (',\1/%)5-71 est

g( 0)

I

N

ou

un multiplicateur sur F1P  de norme gC’(1 + 0 ) (d'aprés le théoréme de

Michlin [13]). Alors g(imn) ¢ 1P et y demeure dans un borné lorsque

7 ¢ R, Méme chose pour g(1 + in ). Donc g(l) « F1P pour tout L ,
(= R o3

done g(0) = Al'\),\?ﬁ e TP aroh ueH P et [4oshy, S(D)]CH P,

O< .
2) Réciproquement, soit weH 'P . Introduisons f£(T) par

)2 -
B0) = 07O (g0

Alors f(®) =u et appliquant encore le théoréme de iichlin,
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>\0 F(iM) et >\1f(1 +i7) sont dans  FIP et y demeurent dans des bornés,
dtolr fe ?E(AO,A1), done H‘X’PC [H%’P , Hu“p y 3(©)]y cqfd.
W.B. La démonstration précédente est inspirée de la démonstration de
Aronszajn [2] du résultat d'interpolation de [9 vis].

Remarque 2.1. Le dual de Hm’p(Rn) est H—“’p'(Rn).

3. Espaces HP((Q).

THEOREME 3.1. Soit ¢! ouvert de frontidre assez régulidre. Alors

EP(0) , (), 5()]

coincide avec l'espace des restrictions & & de H(1~ @)m,p(Rn).

Démonstration.

1) Soit rQ l'application "restriction & (2", C'est un opérateur lindai-
re continu de HUP(RY) _, HVP(Q)), m entier %0 quelconque, donc, par in-
terpolation, de [H'P(R"), LP(RY), 8(8)]  [EVP(Q), P(Q), 5(9)].

Or d'aprés le theoréme 2.1, le premier espace est H(1_ @)m,p(Rn) de sorte que
[Hm,p( 0), P, 5(9)] contient 1'espace des restrictions & Q  ge
H(1-— @)m,p(Rn) .

2) Le point 1) est valable avec Q quelconque. Le deuxieme point suppose
la frontieére assez régulidére ; il existe alors une application linéaire continue
u .y Pu de Hk’p(Q) s Hk’p(Rn), 0¢kg¢m, k entier, telle que
rQPu = U, Par interpolation, u ._; Pu est linéaire continue de
[Hm’p(Q), P(0), 5] dans H(‘I-@)m,p(Rn)' d'ol ltinclusion inverse
et le théoreéme,

Remargue 3.1. Pour 1l'étude de conditions géométriques générales sous les=—

quelles P existe, cf. [2 bis].
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COROLLAIRE 3.1. S8i () est un ouvert de frontidre assez régzulidre et si

(1 =CO)n  est entier, alors

(5.1) [EVR(R), (Q), 5(€)]=a" ~Dmeq)

avec normes éguivalentes,

Pour (1 - C)m non entier on prendra (3.1) comme définition de
H(']- b‘)m,p( Q),
Remarque 3.2, Le résultat (3.1) peut &tre inexact pour des §! de frontitres

irréguliéres.

4, Espaces H‘;"p( ).
Nous nous bornons ici au

THEQREIE 4.1. Si ¢ est un ouvert de frontiére assez réguliere, on a :

(4.1) [ P(Q), 1A(Q), o(1/2)] = BYR(0).

avec normes équivalentes.

Démonstration.

1) Comme H%’p(gl’) CH2’p(Q) l'espace X = [Hi’p(Q), LP(Q),(SU/Z)]

est contenu dans
[(EP(Q) , 1’(Q) , §(1/2)] = E"P(Q) (Corollaire 3.1).

Comme g)( (/) est dense dans X, on en déduit que X C Hl’p( Q).

2) Il existe une application linéaire u _ Qu de H P(R?) — H?’p(Q),
m= 1,2, telle que Q?ﬁ:k? si \peHT’p( ), \\{;= prolongement de ¥ par O
hors de $ . Alors, par interpolation, Q applique H1 ’P(Rn) dans X. Or
Q applique H‘I ,p(Rn) sur Hl’p( (?) d'ou l'inclusion inverse du point 1) et
le théoréme.

Voici une variante :
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LN .
THEORELE 4.2, Si §) est un ouvert de frontidre assez régulidre on a :

(4.2) E2(Q) NEVR(Q) , 1P(Q), s(1/2)] = HIP(R)

Démonstration.

. 2,p( ¢
1) Puisque H'P(Q) A H},’P(Q) Dﬂf'P(Q) , on déduit du Théoréme 4.1

ue 2,7 1,p P | 1
Y= [E77(Q) nE’P(Q) , X(Q), 5(1/2)] o 5P(Q).

2) liais par ailleurs Y (C [H2’p(Q), P(Q), §&(1/2)] = 1{1’1"(9). On
vérifie que H2’p( Q)N Hl’p( (?) est dense dans Y. Donc Y C adhérence de
2 P(Q) N EP(Q) dans BUP(Q) , ice. HUP(Q) dlod le théorime.

Voici une autre variante :

THEOREME 4.3. Si ) est un ouvert de frontidre assez réguliére on a :

(R, 220, (), 5(1/2)] = BRQ).

Démonstration.

1) Puisque {H2’p( Q), %—%: } C Hz’p(Q) , on a évidemment

2= [ {#XQ), F=of ,’(Q), §0/2)]CE Q).

2) Pour montrer l'inclusion inverse, considérer une application u 3 Qu
linéaire contime de H'P(F) _, {E%(Q), —gﬁ- = owr , P(RY) 5 IX(Q)
et surjective de H 'P(R®) N B 'P(Q)) [pour construire Q on se ramdne, per
partition de 1'unité, au cas ol u est a support dans un voisinage assez petit
de " ol 1'on peut prendre des coordonnées 0”1 ) .,.,0;1_1 y Py P = distance nor--
male -3 [ ; alors qu(o,P) = 1/2(u(c™,P) + u(o,=P) )], Alors Q est linéaire
continu de

2P, PE), §01/2)] = EPEY -, 2,

d'olu 1l'inclusion inverse.
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§ 3., APPLICATIONS

1. Probléme de Dirichlet.

Hous reprénons les remarques du § 1, n°2, N¢ s avons, avec A = -0+ 1 :
(1) A est un isomorphisme de H-'P F]Hl’P sur IF ,
1
(1.2) A " 9 1 Lp sur (H2’p ﬂHl’p')'.
Par conséquent (§ 2, n°1)

A est un isomorphisme de [Hz’pﬁ Hl’p y P , é(@)] sur

(1.3)
[LP’ (H2,P' M HZ):P’, 6(@)]

En utilisant le théoréme de dualité de Caldéron, on en déduit que

A est un isomorphisme de [H2’p M H1’§, P, 5(80)] sur

(1~4') ' '
P N2, P, 5 -0)) ()

Appliquant cela en particulier pour O = 1/2 et utilisant le théordme 4.2 § 2,

on en déduit le

THEOREME 1.1. L'opérateur A est un isomorphisme de Hl’p(Q) sur g PR,

Remargue 1.1. On peut démontrer directement le théoréme 1.1 sans utiliser
1'interpolation, comme on a fait dans [10].

Remarque 1.2. Supposons que l'on sache seulement que
[}12’1’0 HP, P, §(1/2)] = X,

est contenu dans Hl’p( (). Alors (1.4) montre que A est un isomorphisme de

(1) On utilise aussi : [A,,4,, 5(0)] = [4,, &, B(1 =O)].
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. - 1 \ -1 N\
XP sur (Xp.)’ ; XPLH PG et (Xp,)' SEP(Q) , or,

o LERQ); 'PQ)
-1,9; A .
done (x,)' ¢ H P(0) drou xp=H1’§(Q).

Remarque 1.3, On peut ensuite interpoler entre (1.1) et le théoreme 1.1,

ou bien entre lc théordme 1.1 et (1.2) et ceci par la méthode complexe ou la mé-

thode des traces. C'est ce qui est fait dans [10].

2. Probléme de Neumann.

Nous utilisons maintenant (2.3) et (2.7), § 1. On en déduit

A est un isomorphisme de [ {H2’p, %%: O? , P ; (3(@)] sur

(2.1)
2, { P, 22 o], (@)= ({7, 520}, 7, 501 - @)

Prenant ® = 1/2 en particulier, et utilisant le théordme 4.3, § 2, on a :

. ]
(2.2) A est un igomorphisme de H1’P(Q) sur (H1’p () ).

2 ] !
Interprétons ce résultat. Pour fe P(R), Afe {H P == 0} est
défini par

du

(2.3)  (AF, ¥ = \fQ £(=0AF + V)ax , ‘v’ve{HZ,p' , 28 } .

) - a Of OF
Hais si e HOR(R) , [ #(-AF)ax= T ), 55 S5 dx  pour
o im TR CF O
{HZ P! -(-— = } de sorte que
_ D¢ Df D5 v
(2.4) < AE,T> = T )—#—i SV oax + | £V adx .

Ve ox,
i=21 7Q¢ o Q

On va en déduire le
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N . '
THEOREME 2,1, Si v _, L(v) est unc forme linéaire continue sur g P'(Q),

il existe f€:H1’p(§?) unique avec

— < 'af Z)v . 1pc -
(2.5) L(v) = 121 jg?—a-;i—-é—x—i-dx+f9fvdx Vovern P ().

Démonstration. Soit f avec Af =1, f € H'®Q) ; £ oxiste et est

unique, d'aprés (2.2). D'aprés (2.4) on en déduit (2.5) Vve {Hz’p'(g?),'g‘%v Owg
dtod (2.5) par prolongement par continuité en v. Cqfd.

Remarque 2.1. Le résultat du théoreme 2.1 est immédiat si p = 2, Il vaut
alors avec un ouvert ' guelconque. Au contraire (2.5) n'est établi pour
p#2 que pour ¢! de frontidre suffisemment régulidre. Il semble probable que
le théordme 2.1 ne soit pas vrai avec un ouvert quelconque,

Remarque 2.2, Un résultat analogue au théoréme 2,1 vaut pour les formes
linéaircs continues sur Hm’P(S?) , m entier quelconque. Pour les espaces

Wo(’p( ¢!), o fractionnaire, cf. [10], article (V).

§ 4. PROBLEMES AUX LIMITES NON HOMOGENES

1. Espaces de traces.

1.1. Espaces ws,p(Rn) , 0<s <1,
On désigne par W'P(R®) 1'espace des u € IP(R")  tels que
®
- P 1/p
(1.1) ( jo t(° 1p J‘Rn ]u(x1,...,xi_1, xi+t, Xi+1""’un) - u(x)( dx dt) /<
. ¢ @

1
pour i=1,..., n, avec s=1~ (1/p+) ( )

On définit wS’P( M, "= frontidre de & , par cartes locales.

(1) Norme dans WwS'P = norme dans LP + somme des expressions (1.1) pour

i= 1,0.|, N
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Le résultat suivant est dfl & Gagliardo [5] : pour ue W R(0) =8P,

on peut définir Y,u = trace de u sur | , You C—‘W1 -1/p,p( ), 1l'application

u - You $tant linéaire continue surjective de W 'P(() sur W -1/ PPy

lo noyau de Y, est H'P(Q) =W P(Q).

Cf. résultat plus général dans [9].

SyP’ s51 .

142 Espaces W
On définit par cxemple w1+@,p(Rn) , 0<0<«1, comme l'espace des
u € W1’p(Rn) = H1’p(Rn) tels que ,(-%E € W@ PR, i=1,..., 0.
On définit W*'P([") par cartes lzcales° Idem pour tout s > O.
Le résultat suivant est dfi & Slobodetzki [15 bis] (cf, résultat plus général

dans [9 ter]) : pour neW?P(0)) , on peut définir

| ‘lu:{\(ou,...,w(m_1n} ,
~J

Xju = trace do 2L gy I ; l'opplication u -y Yu est linéaire continue
on
et supjoctive de Wm’P( ) sur
m-1
@3-/
3=0

Le noyau de Y est warP(Q).

2. Probléme de Neumann non homogéne.

2.1, On va utiliser la méthode (a), 2.3, n°2, § 1, On part de :
\ : ) !
(2.1) A est wn isomorphisme de IP(Q) sur {H‘?’p , %—% = O\\X
Considérons :

f donné dans Lp(Q) (1) ’

(1) Ceci peut 8tre généralisé. Cf. Note (1), p.3.
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g donné dans w‘1‘1/p’P(f‘) = (W1+1/p’p’(fj) s

alors
(2.2) L(v) = J} fvdx+ {g, Yo,v)
¢
(ol le crochet désigne la dualité entre W-1-1/p,p( ) et w”‘/P'P'(F’) )
est une forme lindaire continue sur {He’p' D <2 O} Donec, il existe u

unique dans IP(Q)) tel que

7 - = \vi : 2,p' .:23._
(2.3) fgéu( A+1)v dx = L(v) v o€ {H ' 3n ~o} .
2.2, Reste 2 interpréter (2.3). Prenant d'sbord o =ge  (Q), il
vient

(2.4) (=0 + 1Yu=Ff.

Raisonnons maintenant (et provisoirement) de fagon formelle. On déduit

de (2.4) que :

j(\ fviax= -»f(j (%ﬁ-)v de + 1 ( )d«r + J u(-Av+v)dx

hY4

,\:3 - .
Comme -(:—-X— =0 sur 1 , et puisque ‘CE w(- Av +v)dx = L(v) on en tire

J (('u)v der = gy YoV

d'ol

~
<
=

(2.5)

]
o

<]

r../
=]

2.3, Justification du point 2.2,

On a le résultat suivant :

THEORMME 2.1. Si ueIP(0)) avec AuelP({)) , alors on peut définir de facon

- . ‘ 1 }
upigue  You W 1/p,p( M) et YqueW 1 1/p,p( m ( )

(1) Les applications Xi sont continues pour les topologies naturelles.
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Démonstration.

1) On montre d'abord que les fonctions régulidres dans () sont denses
dans 1l'espace des u €ILP(Q) avec A uwelP(Q),
. , -1/p! . p! - 1 !
2) Considérons vy, , v, € W /p'yp (r)y = w 1/p",p (") et sur
1 -~
vewz’P (D) = Hz’p'(zé) avec

(2.6) Vov=v,, Y,v=u, .

La quantité

(2.7) (v) = fQ (u Av - v Au)ax

est indépendante du choix de v (satisfaisant & (2.6)); en effet si v, est

1
un deuxidme choix, v - v, € Wf’p'(Q) et X(v - v1) = 0,

On pose donc

(2.8) X(v) = ¥(9 oy ,)

d'oh une forme lindaire continue sur W -1/p',p'({7) X W1"1/p”p'(]").
Done :

Y( k‘\Dc: U"i) = <h; "?1> - <gs ('Po > 9
ne (' =V/PUR Py /BN By

g (P/PNP () g o V),

Par définition :

h= You, &= Y,u 3

la définition est justifiée en prenant u réguliere dans € .
Remarque 2.1. Si uelP(Q) , Auel®(Q) alors ueHZ’P(Q') pour tout

ouvert ' avec O C 9 (mais uy 21 P () ) ; on peut alors définir

o [ (t) voisines de [ . Etablissant

X(t)u ) \(gt)u sur des surfaces
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un difféomorphisme entre fﬂ(t) et 7, on peut considérer les ~Yo(t)u

et \Y1(t)u sur [ .Xo(t)u € W2~1/p’p({“) et tend vers Y, u lorsque

t 5 0 au sens de w'1/p’p(f“) ; \X1(t)ué:w1-1/P’p(f") et tend vers y,u
lorsque t .5 O au sens de W'1—1/p’p(F‘) (ef. [10]).

Il est maintenant facile de vérifier, & partir du point 2.2, le

THEOREME 2.2, Pour f donnée dans IP(Q) et g donnde dans =1/ PaP(),

il existe w unigue dans LP(()) avec

(2.4) («-A+1)u = f,

(2-5)

@l@
jo 38

= X,,u:g,

. O u
2.4, Du fait que A est un isomorphisme de -{H2’p(§?), %rz-= O} sur

Lp(g?) et des théordmes de traces on déduit aussitdt le :

: z 1"1
THEORWIE 2.3, Pour f domnée dans LP(Q)) et & domnde dams W /o)

il existe u unigque dans HO'P(Q) avec

(2.9) («=A+1)u = £,
(2.10) \61 u=g.

2.5. On peut maintenant interpoler entre les théordmes 2.2 et 2.3. Ainsi,

par exemple :

{ f, g} —s u  est une application linéaire continue de
P(Q) x w=VPR() | R(Q) YRR, L 5(8)] s

o), (), 5(0)]=0-Ohxq)
Ou encore :
pour £e IA(Q), ge[W VPR, w/RR(R) | 8(0)]
e { 20-0)up(q).

ona uel
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Une caractérisation de 1l'espace [W1 1/P’P(F) -1-1/p,p( ), 6(0)]
semble délicate. Toutefois, si = 1/2, il résulte de [10], article (v),
que

11 -] - -
PR (), YRR | s(1/2)] = /R
Donc

(2,12) pour feLP(Q) , gew_vp’p([‘) on a : u€H1’P( Q) .

On va retrouver ce résultat au n° suivant.

3. Problime de Neumann non homogéne (suite).

On part maintenant de (2.2), § 5. Pour f donnée dans IP((Q)) et g

donnée dans W 1/p,p( ™) ., la forme

(3.1) Vo {Qf vdx + (g, Y°v>
1
est lindaire et continue sur H P () , donc d'apres (2.2), § 3, il existe

u unique dans q' 'P(Q))  vérifient

(3.2) j u v+ ;ODX‘* gxl)dx=\f fvadx+ (g Yo VvV V€=H1’p'(Q)
i

On vérifie facilement que

-Nu+u=rt

Q
e

|

et que =g . On obtient de nouveau (2.,12).

Q_}

n

§ 5. DEMONSTRATION DES THEOREMES DE TRACES

La conférence, correspondant & [9], n'est pas reproduite ici,
9
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