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DES RÉSULTATS RÉCENTS DU CALCUL DES VARIATIONS

par

C.B. MORREY

1. Introduction. o

Nous nous proposons de discuter les intégrales de la forme

où

Nous présenterons des résultats dans l’article [1] avec une introduction

concernant les théorèmes d’existence. J’avais déjà obtenu quelques-uns de ces

résultats dans le cas 2 ([2], 9 [3], s [4]) ; nous supposerons que j~ ~ 2.

Il y a des résultats récents de Ladyzenskaya et Uralltseva [5] qui sont presque

les mêmes que quelques-uns des nôtres mais les méthodes utilisées sont entière-

ment différentes. a

On cherche une fonction (vectorielle) z d’une classe donnée pour laquelle

l’intégrale atteint con minimum. Ililbert a démontré q peu après 1900, l’existence

d’une telle fonction pour l’intégrale de Dirichlet,

pour certains domaines G et certaines classes de fonctions.

Ce fut le début des’béthodes directes" en calcul des variations. D’autres

ont employé ces méthodes, mais Tonelli a développé une théorie systématique.

L’idée de la théorie permettant d’établir l’existence est de démontrer

premièrement la semi-continuité inférieure de l’ intégrale pour un type particu-

lier de convergence, 9 puis de démontrer l’existence d’une suite minorante conver-

gente au sens précédente
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Dans le cas V = 1, y Tonelli [6J a domc la démonstration en utilisant la

classe des fonctions absolument continues pour les valeurs données aux bornes de

l’intervalle G et la convergence uniforme. o

Mais dans le cas V = 2 , y Tonelli ([7] et [8]) a dû faire l’hypothèse

où

pour démontrer l’existence d’une suite minorante équicontinue. Il n’a pu obtenir

de théorème général d’existence dans le cas ou f satisfait (1.4) avec

1c 2.

Par ailleurs, 9 dans le cas y &#x3E; 2, p il faut faire l’hypothèse (1.4) avec

pour démontrer l’existence d’une sui te minorante équicontinue.

En effet, y remarquons que

sont des limites des suites (r ) de fonctions de Lipschitz dans lesquelles i

sont bornées uniformément.

Pour éviter cette difficulté et pour ob tenir des théorèmes généraux

d’ existence 9 nous avons utilisé des classes de fonctions notées Pr , qui

peuvent être identifiées maintenant avec les classes H (G) (ou les espaces de

Sobolev il r(G»e G
Nous les définirons après avoir introduit certaines notations.

espace euclidien de dimension V

è) G bord du domaine G C E »
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q# est compact et D 

G est Lipschitzien si chaque point P de bG s voisinage I~~ image de

B(0,1) [centre 0 9 rayon 1] dans une application bi-Lipschitzienne qui fait

correspondre P à 0 NnG à à x = o.
Pour chaque G, on note par G p l’ensemble des x tels que B(x, p) c. G

si f et toutes dérivées partielles d’ordre ~ m sont conti-

nues dans G.

i 
~ 

support de f C G

les classes et C (G) sont définies de la même manière
c 

f6Lip(G) si f satisfait à une condition uniforme de Lipschitz sur

chaque domaine D C C- G

les dérivées d’ ordre m satisfont à une condition uniforme

1 1 de Holder de puissance 0  p  1 sur chaque dom a i n e

1 D C C G
La classe Cm (G) est définies de la même manière.

~. c

C°° (D)] où G C CD, les domaines G des classes ou COO

sont définis, de la même manière que la classe des domaines Lipschitziens mais

en employant les diffomorphismes des classes rf1, Cm et C 00 resp.

y étant un vecteur, lyl sera sa longueur.

D z 
- etc. seront aussi notées 

, 

etc.-:;-c;-, Q 
e seront aussi notées z. etc. °

Dz -C) xcx DxB X P B r"

S étant un ensemble mesurable, 1 s Î désignera sa mesure.

d(x,S) est la distance du point ~~ à l’ensemble S.
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Nous ne distinguerons pas les éléments d’un espace L r ~G~ et les fonctions

de puissance rième intégrable sur G.

DÉFINITION 1 J

Nous dirons que z ~. H~ r G l9 r &#x3E;-.1, si et s’il existe des

fonctions p 6 L r (G) telles que : t

’Remar 0 Les fonctions p sont d’éterminées sauf pour des fonctions

nulles additives.

Ainsi si z eH’ r ~G~ et si z*" - z est une fonction nulle, alors

et ~~ .5~ reste valable en remplaçant z par z*. Par conséquent

nous formons les espaces H’ r (G) en identifiant les fonctions équivalentes

Pour tout nous notons la classe p~ par .

DÉFINITION 1.2

Une fonction q) est un "mollifier" (de Friedrichs)

si

Si u est localement sommable dans G~ nous définissons sa fonction

y-mollifiée u p (p&#x3E; 0) par 
"
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THÉORÈME 1 . 1

Si ~1 et est un molli fier , alors

pour chaque

up ,- u et U p  ---&#x3E;- u, et presque partout dans D

pour chaque D C 

pour chaque D C C G i C et C 1 ne dépendent que de 4)

Démonstration. Les conclusions up E CCO (G p ) , ujj - u et k sont

bien connus. En utilisant (1.5) avec g =’P~~ , nous obtenons :

La première inégalité de (1.6) se déduit de celle de Hölder. En utilisant les

conclusions précédente, il suffit de démontrer la deuxième inégalité pour les

fonctions E C’(G). Pour cela, on peut écrire

l’inégalité s’en déduit en utilisant des inégalités et des changements de

coordonnées convenables.

Nous énonçons maintenant des théorèmes bien connus en esquissant seule-

ment les démonstrations. e

THÉORÈME 1: 2

L’espace H’ r(G) r ’- 1 muni de la norme
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est un espace de Banach. Si r = 2g 
- 

t après avoir d-fini

D’après (1 .5) les espaces sont complets.

THEORÈME 1.3

Sous les hypothèses 
I 
G bornée, 9 r (G) 

~ 

u satisfait à une confition uniforme de

Lipschitz dans G

Alors : (G) pour chaque 

(Utiliser (15) pour la démonstration)

THÉORÈME 1.4

Sous les hypothèses : u r (G) r" 1 e x = x(y) est une application
r 

bi-Lipschitz ienn? de G sur G et Alors U E H1 r (G) et les

dérivées ~, , sont données p.p. par les formules usuelles.

Ce théorème est valable pour les fonctions 0 Pour chaque DCLCG

on peut utiliser les fonctions up et en déduire le théorème sur D par pao-

sage à la limite. o

THÉORÉHE 1. ~

a) Si (G) r &#x3E;1, alors la classe z contient une fonction 7 qui
r 

est absolument continue sur presque toutes les droites parallèles aux axes de

coordonnées .
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b) Si r ~1, f 2 absolument continue comme dans :1) et

, 
~ alors z E HI r (G) 0

, La conclusion b) est évidente o Soit a x a ba A=1...v
une partie de G. Il existe une suite de nombres p positifs qui converge vers

zéro telle que

pour presque toutes les valeurs des autres x B entre at3 et b B . Pour ces valeurs, 9

les z sont uniformément absolument continues en x et convergent unifor-

mément vers une fonction 7 absolument continue 0

Pour démontrer a), il faut placer les [a,b] rationnelles de G dans

une suite et choisir les sous-suites successives des valeurs de p

THEOREME .6

Sous les hypothèses :

Alors,

(on peut utiliser les Îip introduits dans le théorème 1.5)

DÉFINITION 1.3

L’espace HI (G) est la fermeture dans HI (G) de la classe 
~ 

ro r c
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THEOREME 1.7

a) (Poincaré); si et alors

b) Supposo ns en outre z(x) pour x é G et z(x) = 0

pour x E D ~. C~ , alors et B7Z(x) = Vz(x) ~p·p, ~ dans G

et Vz(x) = 0 (p.p.) dans D - G.

On peut démontrer l’inégalité pour les par un

~

changement de coordonnées polaires g la partie a) s’ en déduit par un passage

à la limite. r

Il est évident que (D). Les conclusions concernant les dérivées se

déduisent d11 théorëne 1.5.

THEOREME 1.8 (théorème d’extension)

Supposons G borné et Lipschitzien, r ~1 et alors 3 un

opérateur E linéaire et borné de l’ espace dans H’ ro (D) tel que

Z ~ x ~ ~ pour x c s quand Z = Ez

Nous choisissons une suite finie de voisinage D) et une
.s s

partition "e l’unité {Es} telles que :

a) N s U C G voisinage d’un point du bord ()G (voir

définition domaine Lipschitzien)

b) support E 
s 
C N 

s

c) = 1 dan’j un domaine G’ telle que Quand

N U ON C G , nous Z par Z (x) =C(x)z(x) dans N
ss 

C G, nous d8f::.n:.ssons (x)z(x) dans N 
s

et Z (" ) == 0 dans D - 1.i . " 
- 

1 

, soit x = x (y) une applications s 
" 

s

N s (voir définition d’un domaine Lipschitzien)
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Pour de tels s, nous définissons pour

THÉORÈME . ,

Si G est borné et Lipschitzien, alors :

a) la classe (G) est dense dans H’ (G) pour chaque r &#x3E; 1

b) 3 pour chaque r ~ 1 , un opérateur B linéaire et borné de lt espace

H’ (G) dans L (3 G) tel que y (x)= z(x) . 

pour x e DG quand zé Lip G et

B z.

a) se déduit des théorèmes 1.1 et 1 .8.

Pour démontrer b), choisissons une suite finie de voisinages N s et

une partition de (voir théorème 1.8). Quand N  C G,
s s s

nous définissons B s tel que B s z == 0. Dans les autres cas, B s z .- 4&#x3E; s

où ~ ( x ) = 1 (x)z(x) quand z6Lip(S),
s s

Définissons maintenant W : :
s

alors

avec



10.5

On en déduit facilement que chaque opérateur B 
s 

est borné.

Notation. Nous noterons :

la convergence faible par le signe --r

la convergence forte par le signe -+

THÉORÈME 1.10

a) Chaque fonctionnelle linéaire dans Itespace est de la forme

où les Ao et A 6 r’ puissance conjuguée de r

b) une condition nécessaire et suffisante pour que z 
n 

-~ z dans H1 r ~G~
est que z 

n 
-;7 z et z 

n, t}.. 
.~ z , dans L r (G)

’ 

c) La convergence faible est conservée par des changements de coordonnées

bi~Lipschitziennes.

d) Si G est Lipschitzien et z 
n 2013 z dans H1 r (r&#x3E;1 ) , alors

Pour démontrer a), on peut définir la fonctionnelle F( lp ) pour les fonc-

tions vectorielles ~P = (~p 0, ~,Pl YV ) t avec ~0. =z, par

= f(z) ; a) se déduit facilement du théorème de Hahn-Banach.

b) se déduit de a)

c) se déduit de a) et du théorème 1.4. 

1

Pour démontrer que z 
n 
_~ z dans L r (G), on peut choisir un domaine

D’DG utiliser le théorème 1.8 pour remplacer z 
n 

et z par Z 
n 
= Ezn



11.5

et Z : Ez puis utiliser l’inégalité (1.6) en échangeant D et G. Pour dé-

montrer que Bz -+ Bz dans on utilise les notations de la démons-

tration du théorème 1.9 ; l’inégalité ~1 ~‘~~ se conserve avec une fonction

indépendante de n, par suite de la convergence faible dans le cas r == 1 ;
vers z

le résultat se déduit alors de la convergence forte de z n /dans L r(G).
THÉORÈME 1.11

a) Si zeHl r (G) et si C est une constante, alors 7z(x) = 0 p.p.

pour l’ensemble des x tels que z(x) = C.

pour l’ensemble des x où

Les parties a) et b) se déduisent du théorème 1.5, la partie c) des

théorèmes 1.5 et 1.7 (b).

1 %

THEOREME 1.12

a) Si zeH’1(G) et si

toutes les fois que B(x ,a) q nlorse z satisfait à une condition uniforme

de Eôlder de puissance 11 dans chaque DCC G.

b) Si ave c r ~. v ou si ave c
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alors l’inégalité (1.9) se conserve en utilisant un L convenable. 0

La partie b) se déduit de l’inégalité de Hëlder. Il suffit de démontrer

a) pour les fonctions (G’), G1CCG. 
Il- 

Su pp osons x1et x2EGe

on peut écrire

Le résultat se déduit de l’intégration de { 1,10~ par rapport à x.

THEOREME 1.13 (Sobolev)

et il existe une constante

C = C(v) telle que

II. Premiers théorèmes d’existence.

Il existe des intégrales de la forme (1.1), dans lesquelles les fonctions

f sont bornées inférieurement mais pour lesquelles il n’existe pas de fonctions

minorantes.

Par exemple, [10], supposons que N = v et que G soit l’intervalle

et la classe ,fcontient toutes les fonctions z absolument continues dans G

avec z(û) =0 et s(l)==1.
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I (z, G) &#x3E; 1 pour chaque z e T , Mais supposons que

alors

Supposons que et que z soit une fonction minorante

appartenant à une classe F qui contient toutes les fonctions zEC1 (G) telles

que

Alors y

pour toutes les valeurs des À~
C’est la condition nécessaire classique de Légendre.

Posons,

La valeur a- = 0 donne évidemment la valeur minimum de o pour les petites

valeurs de cr . Par conséquent :

où

et les b 0 , c sont continues dans G.

Choisissons maintenant des fonctions convenables Z1 et 

un point et des nombres h et H sufisannent petits ; définissons la
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fonction :

est un vecteur arbitraire de longueur 1.

L’inégalité (2.1) s’obtient on utilisant la fonction [ de (2.3) dans

l’inégalité (2.2), en multipliant par un facteur convenant, puis par passage

à la limite lorsque h ~ 0, H 0 et (h/H) ~0.

Supposons que l’inégalité (2J) se conserve pour toutes les valeurs des

x, z (N = 1) et p. f est alors convexe par rapport aux p 01~ pour 
tout

couple (xez).

Pour obtenir des théorèmes plus généraux et éviter les difficultés, nous

supposerons dans cette partie :

(i) f(x,z,p) continue pour tout (x,z,p) (N quelconque)

(2.4) (ii) K pour tout 

(iii) f(x,z,p) convexe par rapport aux pour tout (x,z)

* 

*

Actuollement, sous les hypothèses f$C 3 N &#x3E; 1, et z

fonction vectorielle minorante pour l’intégrale (1.1)y nous obtenons seulement

l’inégalité.

pour toutes les valeurs des l 0 

Si ~~ =. 1, et si (2.1) était conservée (inégalité stricte) pour

toutes les et À / 0 9 l’équation d’ E‘uler,

pour (1 .1 ) serait elliptique.
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(sons strict)

Si N ) 1 et si (2.5) était conservée/pour tous les (x,z,p) À / o , e

~ ~ 0, le système des équations d’Euler serait fortement elliptique, Mais

les résultats pour les intégrales (1.1) [11] en tenant compte de la condition

(2.5) ne sont pas complets. Nous discuterons ces intégrales ultérieurement.

Rappelons maintenant des définitions et des lemmes concernant les fonctions

convexes. 

’

DEFINITION 2.1

Un ensemble espace linéaire est convexe si Pl) S ==&#x3E;segment

P1 P2 C. S 
’

Une fonction ~p est convexe dans l’ensemble oonvexe S si

LEMME 2.1

Une S. pour que w soit convexe dans S ouvert convexe C Ep
est que 3 fonction linéaire ap c;. p + b telle que

p 

r

DÉFQIITION 2.2

Une fonction linéaire vérifiant (2.6) pour des certains ~ et

est dite supportante à 4) au point
LEMME 2.2

Supposons soit convexe dans E p et que
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alors W atteint son minimuma ° Si a ... a sont quelconques, 3b

unique tel que + b soit supportante à Ly en 1 .

Enfin si est convexe et vérifie (2. 7 ), si ~(~) ~~(~,) V~
et si a r P + c est supportante , alors c b

p /

LEMME 2.3

a) Hypothèse : (1) q n et y sont convexes dans p 
,

(Ü) B.Pn et 1p vérifient (2.7)

(iii) a 1 ... a p sont des nombres quelconques

(iv) b 
n 

et b sont choisies pour que 
n 

et soient
n p n p

supportantes à y n et w resp.

Conclusion : bn -4-- b

b) Hypothèse : (1) up convexe dans p

(iii) b 
n 

et b telles que

Conclusion: bn ~ b

LEMME 2.4

RYP°thèse t (i) chaque y é ~ est convexe et telles que

V ~, 6 S convexe

= sup ~p(~), 
03C803B5F

Conclusion: F est convexe et F(~) ~ 1 o ( L ) S

LEMME 2.5 (Inégalité de Jensen)

Hypothèse : (1) io convexe dans R 
pP
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(ii) S est un ensemble.

(iii) tl mesure bornée ~ 0 sur S

(iv) fonctions p = 1 , 2 , ... , P

Conclusion :

où

Démonstration :

Choisissons les t1 
p 

tels que

puis intégrons par rapport à 03BC sur S.

#Nous pouvons démontrer maintenant un premier théorème dû à J. Serrin ~1 ~~.
~ (Semi-continuité des intégrales (1.1)),

THÉORÈME 2.1

Hypothèse : (i) f(p) ( p ~ p~) convexe sur l p avec f(p) ~ K V P
(ii) G domaine borné

Conclusion : I(z , y G) et I(z,G) sont finies ou égales à + ao et

Démonstration :

I(z ,G) et co car les fonctions de x définies par

sont mesurables et z K, G étant

borné. On peut supposer K = 0.

Soit Y un "mollifier" de Friedrichs &#x3E; 0 et soit
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Du lemme de Fatou  = inf V DC  c. G car
n - - Y

et convergent uniformément et P
resp. pour chaque D C c G et c haque, y Par

conséquent, I(zp ,D) = lim I(z ,D). De l’inégalité de Jensen avec
,, 

’ 
n ~~ m 

n P

même résultat pour zn

Par conséquent :

étant l’ensemble des : -,
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De la même manière,

Donc pour chaque

Lemme 2.6

Supposons que :

(i) f satisfait aux conditions (2.4)

(ii) f satisfait à une condition uniforme de Lipschitz, constante

(iii) G est bornée

(iv) les fonctions z et dans

Alors :

et

Démonstration :

La première conclusion est évidente. En utilisant la condition de

Lipschitz, on obtient : f(o o o) + L(x) + L(z) + L(p).

Par conséquent I(z,D) et I(z 
n 

D) sont finies pour chaque D C C G. Soit

y un mollifier non-négatif, définissons :

Du théorème (1 . 1 ), on déduit que
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En utilisant le lemme de Fatou, on obtient :

ltinégalité de Jensen avec

on obtient

De (2.10) et du thé o rème ( 1 , 1 ) , on déduit

De la convergence de z n vers z dans on déduit que

Enfin, 9 pour chaque t: ’&#x3E; 0, on peut choisir une valeur p’&#x3E; 0, p" i suf f isam-

ment petite, telle que

En utilisant (2.11) pour 2 n et le théorème (1.1), on en déduit que
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Le lemme s’obtient alors facilement.

THEOREME 2.2

Hypothèse :

(i) f vérifie (2.1) ainsi que la condition suivante :

(ii) z n et z vérifient les conditions du lemme (2.4)

Conclusion :

I(z,G) et I(z n ,G~ sont finies ou égales à + oo et .

Démonstration : [3], [4J. En utilisant le lemme de Fatou, il suffit de

démontrer que 1 une suite telle que chaque f n vérifie les condition

du lemme (2Q6) et telle que f (x,z,p)  f(x,z,p) ’i n et
n 

Pour cela, définissons

où y est l’unique fonction linéaire l supportante à f . .
a

Les lemmes 2.2 et 2.3 =b(x,z); a) est continue par rapport à (x,z)

Définissons maintenant

où



22.5

b *(x,z ; a) est uniformément continue par rapport à (x,z) pour chaque a.n

On peut donc choisir p n &#x3E; 0 tel que

pour "mollifier" de Friedrichs, 

Définissons maintenant :

ou

parmi les a tels que chaque soit un nombre rationnel r/s avec

Irl, Isi ~ n, On en déduit facilement que est la suite ~4])
Remarque : Il y a un contre-exemple si on ne fait pas l’hypothèse (2.12)

[13].

Avant de démontrer le théorème principal d’existence y nous démontrerons

trois lemmes.

LEMME 2.7

Supposons que fo(p) soit continue et que

Alors pour chaque 0, 3 une fonction ( p ) &#x3E; 0 pour que p &#x3E; 0 telle
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e ensemble mesurable CG , p

p fonction vectorielle vérifiant

Démonstration : Définissons comme sup du membre gauche de

(2.14) Ve C G vérifiant le.  f et p vérifiant ( 2.15)

Si ne tend pas vers 0, telles que

Posons

Pour chaque n , soit g Ce, le sous ensemble où
n n

Alors

Or ~ + oo contradiction.

LEMME 2.8

Supposons que G soit un domaine borné et Lipschitzien, que fz 1 soit

une suite de fonctions telles que z soit borné uniformément.. alors
3 une sous-s"=ite qui converge dans L1(G) vers une fonction z.

Démonstration : En appliquant le théorème dtextension (1.8) on peut suppo-

ser que zn e H11(D) avec uniformément (GC CD). Choisis-

sons une suite

Puis choisissons des sous-suites successives telles que
pm

z b uniformément dans G pour chaque g  p. Du théorème 1.1,

nous obtenons : 
*
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Par suite

Alors

Pour chaque E&#x3E; 0, on peut choisir g tel que

puis choisir N tel que

pour tout

LEMME2.9

Supposons G domaine borné et Lipschitzien, T sous-ensemble ouvert de

G et cr ensemble ouvert de 9 G-y alors 3 des constantes C 1(G, T r) et

C2(G,cr, r) telles que :

Démonstration. Démontrons (2.17)[(2.16) se démontrerait.de la

même manière]. Si (2.17) était fausse, alors telle que

Par conséquent,

sous-suite, que 1 1 on note encore

dans ce z dans L(G) .
Si 3 sous-suite y telle que 

. 

z n z dans L 1 (G). Il en

résulte que z 
n -&#x3E; Zo dans et que z. = 0 p contradiction avec

(2.18) .
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THÉORÈME 2.3 (Théorème d’existence)

Hypothèses : (i) f vérifie les conditions (2.4)

(ii) G est borné

(iii) 3fo vérifiant (2.13) telle que

(iv) y~ est une famille de fonctions vectorielles compacte pour la convergen-

ce faible dans H (G).
(v) j7 est une famille, fermée pour la convergence faible dans H~(G) ; ° chaque

coïncide sur () G avec une fonction (c  est-à-dire que

z - ).

(vi) « + oo pour une fonction z. particulière 6.T
Conclusion : June fonction ze 1F qui rend minimum I(z,G).

Démonstration : Soit iz 1 une suite minorante. On peut supposer que

Du lemme (2.7) et des hypothèses= llVzll°borné uniformément et1 ,G

e (x) i dx absolument continue uniformément. Ainsi, n , 3 z* n telle

que w = z - Z* H11 O(G) 0 De (iv) = Ez* convergeant faiblement dans
n n n 1,0 n

H11 (G) vers une fonction F*.
On en déduit ainsi, que les Il sont bornées uniformément, que

n 1,G

les j sont absolument continues uniformément et que les classes
e n

sont conservées pour .

Grâce aux théorèmes 1.7, 1.10, au lemme 2.8, on peut conclure qu’il existe

une sous-suite, notée encore par qui converge faiblement n 
1

vers une fonction w e H11 , O(G). Alors z 
= + w Z* + w dans H)(G).

Le théorème se déduit du théorème 2.2.
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Exemple 1

Dans le théorème 2.3, on peut définir égale à l’ensemble de toutes

les fonctions vectorielles z telles que z - ,O(G) pour une certaine

zp ~ ~~ et telles que z vérifie un système d’équations de la forme

où les b.. et c. sont continues et bornées V En effet, soit

dans 1
une suite de fonctions e f telle que z n 1 et soit

une sous-suite arbitraire de En utilisant le théorème (1.10),

il existe une sous-suite Zsl de telle’que
s r

Si vi (i = 1... P) sont des fonctions bornées arbitraires, alors

convergent p.p. vers etc. respectivement, et toutes ces
ij 

fonctions sont bornées uniformément.

Par intégration, on en déduit que 

Remarque : Si z est la fonction vectorielle définie par

l’intégrale I(Z,G) est égale à une intégrale J(w,G) pour un problème de

calcul de variations d’ordre supérieur et le théorème 2.3 pour I entraîne un

théorème correspondant pour J.

Exe e 2

Supposons que G = B(o,i), ,ç = 2 et que =~ est l’ensemble des

z E H1 2(G) avec vz 0 L tels que la restriction de z à c) G
2 2,G  -L a

(c’est-à-dire à la partie de 2J G où x 2 soit un homéomorphisme de D+ G
sur un arc F donnée faisant correspondre le point (0,1)~~C à un

point particulier de V et z(x)e M pour presque tous les x où
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x2 0, ( M variété donnée contenant les extrémités de r ).

Nous supposons L suffisamment grand pour que ~ ~ ~ , La fonction qui

rend minimum l’intégrale de Dirichlet est une solution du problème de Plateau

pour une surface S telle que r’ soit une partie de c) S et que l’autre

partie de 3 S soit dans M.

III. Premier théorème de la différentiabilité.

Dans cette partie, g nous supposons que f vérifie les conditions suivantes

pour toutes (x, z, p) et À : :

On peut obtenir les mêmes résultats (en utilisant les mêmes méthodes) dans

le cas où f = f(x,p) et f vérifie (3. 1 ) avec V = 1 +

Supposons gue z soit une f onction ui rende l’ intégrale 

des fonctions z telles que Z*

étant une fonc tion Alors z vérifie
2k r-ï- r T- Alors, z vérifie 

our chaque

Démonstration : 0ri ’.30nent z + ,X L - pour chaque À si

Par conséquent W( À ) = I(z + ~ ~ G~ est définie pour toutes

les valeurs de À et ? ( À ) j w (0) V X . On a aussi
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Les hypothèses concernant f entraînent

Par conséquent l’intégrale du coefficient de l2 dans l’équation (3.3) est

bornée uniformément pour toutes les valeurs de À telles que (À 1 ~ 1 . Le

lemme s’en déduit aisément.

DÉFINITION : ’Une extrémale est une fonction z qui vérifie (3.2) pour

toute fonction 0

LM-IE 3.2. Supposons que et vérifie (3.2) pour chaque2k 

CEH12k,0 (G). ° Alors, pour chêgue domaine les fonctions p et

et vérifient

aû les fonctions sont bornées et me-

ab
surables, les fonctions a(x 1" vérifient

pour presque toutes les xéG et toutes les À , p et



29.5

De 2 nour chaque

Démonstration : Nous supposons k -~&#x3E;1 ; dans le cas k = 1 , on peut sup-
primer les facteurs A h et A = vs-1 .

Soit D donnée avec D C C. G . Choisissons (i) D’ telle oue

de support C Dl 
e

(iii) y tel que et e le vecteur de longueur 1 dans

la direction de l’axe de la coordonnée x1. Définissons Eh et zh par

0

En remplaçant C par Ch dans l’ équation (3.2) et en faisant un chan-

gement de coordonnées dans les termes qui contiennent ~(x - her) 1 on conclut
que Zh vérifie :

où

et les autres coefficients sont donnés par les formules correspondantes. Il

suit des hypothèses que a~ , , b: , e ~ et f y sont bornés uniformé-

ment et que les a§ ’ uniformément pour
h
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Enfin

Maintenant, supposons que

posons

dans l’équation (3.7). En utilisant l’inégalité de Schwarz, on obtient

et le membre de droite est borné uniformément pour 0 

Il suit de (3.11) et (3.9) que z- -~ p dans H’(D) pour une sous-suite

de valeurs de h -~0. De (3.9) et (3 .11 ) , on déduit que

dans L 2(D) pour chaque C fixé @0(D) et une sous-suite extraite de la

précédente. Par conséquent on conclut que chaque L ,(D) et

en utilisant la semicontinuité? que

De plus, il suit de la convergence dans (3.12) qu’on peut faire tendre h ~ 0

dans (3.7) pour obtenir (3.4). Il suit du théorème 1.6 que 

REMARQUES. On déduit du lemne 3.2 et du lemme de Sobolev (théorème 1.13)

que la fonction U = é pour chaque r 4 R , y
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L’idée de Moser [14] est de démontrer que pour chaque T d’une

suite 2013~. + co et chaque r d’une suite -4 R/2. En utilisant certaines

inégalités on peut conclure que U est bon1ée dans B R~2, . Pour celag on pour-

rait poser

r1 r. Mais malheureusement ces fonctions (, ne sont pas nécessairement dans

l’espace Par conséquent, il faut démontrer des lemmes techniques.

LEMME 3.3. Supposons que (i) ~ et (ii) le support de [

est compact D’ (iii) et é L (D) pour un certain entier

Y.~~ 1 à ~ . Alors

Démonstration : Soient C et B fonctions de ~ et B, respectivement 9

possédant les propriétés de continuité absolue annoncées dans le théorème 1.6.

Il suit que la fonction (B est absolument continue par rapport à XI

pour presque toutes les valeurs de &#x3E;...e xv ). . Le lemme

s’en déduit en utilisant le théorème de Fubini.

LEMME 3.4. Supposons que (i) AIX et B e. H1(D), (X = 1,..., y ,et

(ii) g1g 
-

pour toute Alors
c

Démonstration : En utilisant le lemme 3.3, on conclut que
..1
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pour chaque C E Lip c(D).

Supposons oue

Alors, pour chaque

Démonstration : Pour chaque n, toutes les

f ois que d)(x)  n et 4) (x) -. n pour tout x ensemble oti 1

n n

~a ~x) ~~, n. Evidemment

Maintenant, définissons

Grâce aux hypothèses, il suit que C~ ë H~(D), et, par conséquent

On voit aussi que

Par conséquent, g chaque et son support C D.
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On a aussi

Par conséquent, chaque e En utilisant les fonctions mollifiées on

conclut air’ement que

Maintenant définissons

Il suit des définitions

Supposons que la fonction U du lemme 3.2 (Dl) pour un

nombre T ~ 1 Alors, la fonction w pour chaque DCCD’ et

oû C ne dépend Gue K, et k.

Démonstration : Définissons (i) h = 2 ~ ~2, ~ ïi ~ U L(x) = U(x) sur
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l’ensemble D 1 - EL et U( x ) = L sur l’ensemble EL des x où V( x ) &#x3E;/ L &#x3E;

(iii) 11(x) = 1 sur D, 1) (x) = 1 quand 0  a/2, et

Q (x) = 0 quand x E D’ et d(x,D) -~a/2, 
- - -

Nous concluons du théorème 1~5 et des définitions des coefficients a~~ , etc.

que et avec

Ensuite, nous concluons de (3-17), (3J8) et du lemme 3.2 1 

et le support de t (le même que celui de n) C En utilisant les lemmes

3.3 y 3.4, et 3.~, nous concluons que le membre de gauche de l’équation (3.4)

est égal à

En remplaçant C. par dans lféquation (3-4), nous obtenonsL Y

l’équation

En utilisant le fait que

l’équation (3.20 est équivalente à
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En utilisant le fait que U~ v, = 0 p.p. sur EL et les inégalités

nous concluons que

Par conséquent, nous avons

C étant indépendant de T . Grâce à l’hypothèse (que U T E nous pou-

vons faire tendre L -+ + oo et conclure que

Le lemme s’en déduit aisément.

THÉORÈME 3.1. o Supposons que et vérifie (3.2). Alors z E Lip(£)

pour chaque D C C G.

Démonstration: Supposons que Ba = B(xo,2R) C G et définissons
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Evidemment

pour chaque n.

Nous utilisons le lemme de Sobolev (théorème 1.13)

Alors, nous concluons

en utilisant le lemme 3.6. Posons

nous obtenons de (3.23)

Alors pour chaque

où

En utilisant les résultats de la partie suivante, on peut déduire du

théorème 3.1 :
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THÉORÈME 3.2

Supposons que et vérifie . (5 .2). Alors pour un

certain nombre positif. En effet l’équation (3.4-) la forme (4.2).

IV. Certaine9 équations linéaires. 0

Dans cette partie nous discutons les équations

où Ô( 1) dénote le support (ensemble fermé) due et les coefficients 

et e sont bornés et mesurables et les coefficients a vérifient (3.5) ;

nous ferons plus tard des hypothèses convenables concernant les fonctions e

et f. Les équations plus générales ont été discutées dans les articles [15],

[16], et [17]. Le Dr. Kotake les a également discutées en utilisant la métho-

de de K 3er et Morrey dans ce séminaire, l’année dernière. Dans cette partie

nous utilisons les méthodes de Kotake- 

1

DEFINITIONS

Une fonction u est une solution de (4.1) (ou (4.2)) si 

pour chaque D C C G, et (4.1) (resp. (4.2)) est conservé. Une

fonction v est ime sous-solution de (4.1) si v e.L2(G), pour cha-

que D C. C G, et
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THÉORÈME 4.1

Supposons aue (i) F soit une fonction convexe est non négative sur R y

(ii) u soit une solution de ~4.1 ~ s (iii) v(x) = et (iv) 

Alors v est une et

où C 1 et dit vrai max de c(x) j . , et c 2 ne dépend

-q3â2. de m1 et Mi.
Démonstration : Premièrement, nous supposons que et vérifie

une condition uniforme de Lipschitz. Alors il suit du théorème 1.5 que

et pour chaque De C G. Supposons que et

que J ~ 0 dans G et posons [ = dans G. Alors et

Ê H 20 (G). En utilisant (4.1) avec cette fonction C, nous concluons que

Il suit aisément que v est une sous-solution de (4.1). Maintenant définissons

n comme dans la démonstration du lemme 5.6 et posons

dans l’équation (4..5~ On en déduit que

L’inégalité (4.4) suit aisément de (4-7), de l’inégalité de Schwarz, et de

l’inégalité 2 ab) j £a2 + c-1 b~.
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En générale on peut choisir une suite de fonctions convexes dont

chaque F n CC 2 (R et vérifie une condition uniforme de Lipschitz telle que

F(u) pour chaque n et u et F(u) _~ F(u) pour chaque u. Si

v (x) = F [u(x)], on en déduit que 0 ~ v n (x) v(x) pour chaque n et x,

que vn -+ v dans L2(G) et, y par conséquent de l’inégalité (4.4) pour chaque

n, que v v dans H 1(D) pour chaque D C c G. Le théorème suit aisé- 
,

ment. 
~ 

THEOREME 4.2

Supposons que F,u et v vérifient les hypothèses du théorème 4.1 avec

Alors

où C ne dépend que m1’ e M1’ et du vrai max de |C(x)| 

Démonstration : Définissons

s "’ _ l /(V) -2), T = S" 1 Wo -’ _ V, p W = V 
Tn 

! B = 
p R+2 

-n a).s = V /( Y -2) , n n = vtn, n 
En utilisant le théorème 4.1, nous concluons que n est une sous-solution

de (4.1) sur D n pour chaque n. Le reste de la démonstration est essentielle-

ment le même que celle du théorème 3.1.

4.1

Supposons F soit non-négative et convexe sur l’intervalle 

(ii) H = -e-F soit convexe sur (iii) u soit une solution non-

negative (4.1) sur G, (iv) v(x) = sur G, et (v) v6 L/G). Alors,

v est une sous-solution de (4.1) sur G et



40.5

où C ne dépend pue de du vrai max de B c(x) B .

Démonstration : Premièrement, nous supposons que

et que H"(u) soit bornée sur [O,ro ]. On en déduit que e F, F’~

et F" sont bornées dans cet ensemble et que F"(u) -7. [Ft(u)]2 . Posons

~ = q 2p, (u) dans l’équation (4.1) est définie comme dans la démons-

tration du lemme 3.6 ; il suit aisément que avec À ( [ ) C G °
Il en résulte que

et enfin

L’ inégalité sten dédrit aisément. e

Dans le cas général H est convexe avec - 1 ~ H(u)  0 sur 

On peut choisir une suite (X ) dont chaque H 
n 

possède les propriétés désirées

telle que H n (u) H(u) et H (u) -&#x3E; H(u) sur [0,00). Il suit que
n n

F (u) / F(u) et F (u) -4 F(u) et le reste de la démonstration se fait com-
n n , ."

me dans la dernière partie de celle du théorème 4.1 ..

LEMME 4. 2 ,

Supposons que u t: R1 (BR) , q BR = n et que 11 ensemble S de points
2 R R

x pour lesquels u(x) = 0 a la mesure |S| B 1 où 0. Alors

où C ne dépend que de % et c1 ,
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Il suffit de démontrer l’in6galité pour R = 10 0

Démonstration : Supposons que l’inégalité est fausse. Alors, il existe

une suite

S étant l’ensemble où u (x) = 0. On en déduit que

dans L2(B1) un 4u dans H~(B1) et que u = d = const. ~ 0 sur B1 car

Alors

Nous obtenons une contradiction.

THÉORÈME 4.3

Supposons u soit une solution ~~ 0 de (4.1) sur

B2R =- B(x0, 2R) et (ii) l’ensemble S des x où u(x) )/1 a une mesure

Alors

où e 2 ne dépend que M1’ , C , et du vrai max de 

Démonstration. 3 k, y 1  k  2 tel que BB2R - c 1 |B2R|1/2 Alors
1 S C1 |BkR|1/2. définissons F(u)= max [-log(u +E), 0], oû

~ ~ 0 arbitraire. On voit aisément que F vérifie les hypothèses du lemme

4.1. Par conséquent .

Car v(x) = 0 sur S et en déduit que
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Le théorème se démontre en utilisant le théorème 4.2.

THÉORÈME 4.4

Soit u une solution de (4.1) sur G. Alors où 0  P-o  i

et ~ ne dépend que de V , tùi , li, et du vrai max de E c(x) 1. Plus précisé-

ment

où

et C ne dépend que des mêmes quantités que 

Démonstration : Il suffit de démontrer l’inégalité. Nous supposons que

R + 6) C G. Il suit du théorème 4.2 que

Définissons m = vrai min. u(x), M == vrai max. u(x) pour et

choisissons ru (unique) de telle sorte que IS+ 1 ~ 1 BR 1/2 et 1 /2 t

S~ et S" étant les ensembles de points xE B R pour lesquels u(x) -~ 7n

resp. Si m  fi  M, les fonctions [M - u(x)]/(M - M) et

[u(x) - m]/(5 - m) vérifient les hypothèses du théorème 4.3 sur BR avec

c~ == 1/2. Alors pour où

c étant la constante du théorème 4.3 avec c 1 = 1/2. On obtient le même

résultat dans les cas où S == m et m = ~~I 0

Maintenant y définissons
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W(r) = [vrai max u(x)] - [vrai min. u(x)] pour r  R.

Nous concluons du paragraphe précédent que

Alors

cl pour (n + 1 )log 2 &#x3E; log(R/r) &#x3E; n log 2. On en déduit

Le théorème C8 

: supposons que c.

THÉORÈME 4.5.

pour chaque

(ii) 3 solution unique u 

L%. 

de (4-.2) sur BR telle que u - 

quel que soit y pour

cette solution, on a

Démonstration, : Posons u == e + U y L’équation (4.2) devient

Evidemment
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en utilisant l’inesalits de Poincaré. L’inégalité (i) s’en déduit aisément et

la deuxième conclusion du théorème s’obtient en utilisant (i) et le lemme de

Lax e t 

THÉORÈME 4.6.

(vi) u n et u soicnt les solutions uniques de (4.2) 
n 

et (4.2) telles que

u - n u* n ot u -Ce resp. Alor s u n - u dans H120 (BR). 
Démonstration : Posons

Alors y grâce au théorème q..5, les ||U n B12 " 0 R sont bornés uniformément et

Maintenant y soit une sous-suite arbitraire de {Un}. 3 une sous-suite

de telle eue Us -&#x3E; 
une fonction Uo dans H120(BR). Mais évi-
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demment nous en

concluons que U.

THÉORÈME 4.7.

pour chaque R, 0 z R 5:, Ri, 9 et chaque solution u sur BR telle

que

Démonstration : Grâce au théorème 4.6, il suffit de démontrer ce théorème

dans le cas où et c 6 Evidemment nous pouvons supposer,

aussi, 1 que la moyenne de u = 0. Par conséquent

En utilisant le théorème 4. 3, nous concluons que
il 1

En posant dans R/2), nous déduisons que

En définissant ç(r) = nous concluons de (4.8) et (4.9) que

Pour simplifier cette inégalité, posons

Il résulte de (4.10) et (4.11~ que
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0 étant croissante.

Dans un intervalle [a,b], 0 4. a /b / 1/2 dans lequel

(4J2) entraîne

d’où

car

Alors on en déduit que

Mais

THÉORÈME 4.8

Supposons que (i) G soit bornée et f soit bornée sur G ;

(ii) e ê L2(G) et vérifie

(iii) u soit une solution de
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Alors

Soit V le potentiel de f sur G. Alors, 9 pour chaque

En utilisant l’équation (4.16)y l’équation (4.2) se réduit à

dans laquelle e vérifie (4.15). Par conséquent nous pouvons supposer

que f=0.

Démonstration. Grâce au théorème 1.12, il suffit de démontrer que

pour un certain K. En utilisant le théorème 4.5, nous concluons que u = U + H

sur &#x3E; où U est la solution de (4.2) sur Bp que H

est une solution de (4« 1 ) qui e H1(B ), et que

Par conséquent

Maintenant, définissons == sup pour toutes e qui véri-

fient (4.15), R étant remplacé par S "  R, U étant la solution correspondante

de (4.2) sur B. qui Puis, choisissons une e arbitraire qui

vérifie (4.15). Nous pouvons écrire U == Us+ Hs sur Bs où Us est la so-

lution de (4.2) 6H 20Bs). 1 Evidemment e vérifie

En outre
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en utilisant la définition de ç. Maintenant, supposons que 0  r  S  R,

Alors

Comme e est arbitraire, nous en déduisons que

Evidemment Lp est monotone et 4’ (1) {c1 . Choisissons cr e 0 /- 0- L.. 1.
 C1

Alors

En utilirant 4.18 avec et t = o-1 s nous obtenons

Comme (4.19) se maintient pour s ~ 1. En utilisant (4.18)

avec et t==~ ~0 s, nous déduisons que

En recommençant, nous obtenons

Le théorème s’obtient immédiatement.

V. Une autre classe des intégrales.

Dans cette partie nous supposons que f vérifie les conditions suivantes

pour tous ~~s, z, p~ ·
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si les fonctions a~ ~ c 2 et vérifie (3.5) pour tous (x,z,À), alors la

fonction

vérifie les conditions ~5.1~ mais elle ne vérifie pas les conditions ~3,1~,

Pour ces intégrales on peut démontrer le lemme 3.1. Mais en suivant la

méthode de la démonstration du lemme 3.2 nous trouvons qu’il faut remplacer les

coefficients bah et c et fyh resp. par P bah, P2h ch, et Ph h h h p h h h h 1 
et 

h h

Ce fait-ci introduit difficulté : il faut savoir que e L1(D) uniformé-

ment (p.r. à h) pour chaque D C CG mais nous savons seulement que

C’est pour éviter cette difficulté que nous introduisons une nouvel-h 1

le méthode dans ce paragraphe. w

Définissons

LEMME 5.1

Supposons que z* é. H1k+2 ( G) et G soit borné. Alors, il existe une

fonction Zo unique qui rend J(z,G) minimum dans la famille de toutes les

telles que

Lémonstration : L’existence est évidente. L’unicité se déduit de la
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convexité de l’intégrale J.

NOTATION. Définissons K. = J(z,,G) , z. étant la fonction introduite

au lemme 5.1

THEOREME 5.1

Supposons que z*Ê H 2k+2 (G) et G soit borné. Alors, pour chaque

K &#x3E; Ko il existe une fonction zk qui minimise dans la famille 1,~k
de toutes z telles que z - J(z,G)  K. La fonction z k
vérifie l’équation

pour un 03BC* =F(K) &#x3E; 0. Il existe une suite -&#x3E; + co telle que

est unique 

Démonstration : L’existence est évidente car I et J sont semi-continues

inférieurement par rapport à la convergence faible dans ,q1 2k+2 (c,). Si 
il’suit que (S.3) se conserve avec ~i== 0. Si K ’7 Ko et = K, z~

pas une extrémale de J (convexité) et, par conséquent, il existe une

fonction t: 1 f Lip (G) telle que

On en déduit que Jl z + À. : 1 ,G) est croissant par rapport à ~ . Supposons que

~, vérifie

et définissons

c étant une constante. Nous en déduisons que J~ ~. , ~ ~,~~ ~ K pour chaque
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1B telle que M B ko, c étant suffisamment grand et 0. Comme

= le et z~ minimise I, nous en déduisons que

pour chaque C é Lip (G) qui vérifie (5.5).

Maintenant soit C arbitraire E Lipc(G). Ecrivons

Evidemment [ * vérifie ~5,5~. Alors, (5.3) se maintient avec

Comme I(z,G) 7‘ toutes les fois que J(z,G) z K nous concluons que

Enfin, soit

t-videmment y est non-croissante et

Car ’7K~~, ~ 1 en même temps 0, nous concluons que

Alors, si K &#x3E; Ka , e tl est sommable sur et

Z1 étant une fonction minorante pour I(z,G).
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LEMME 5.2

Supposons Co soit la constante du théorème 1J3 ;

w vérifie l’inégalité

et vérifie l’inégalité

Alors

Démonstration : Supposons que R  b. Alors il y a une constante C 3
telle que

Nous déduisons du théorème 1J3 que

En utilisant (5.8), (5.9), et (5.11) avec a = (R - r)/2 , y nous obtenons
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LEMME5.3

Supposons que (i) et wê-H 1(D) pour chaque D c c G ;

(ii) et vérifie l’inégalité

(iii) w vérifie l’inégalité

toutes les fois que a ~ r. Alors il existe une constante

C qui ne dépend que de Co, cl’ C2’ C 3 et d’une borne supérieure pour a

telle que

Démonstration : Définissons a par l’équation

S.i 0  a ~ 01... , nous pouvons couvrir en utilisant un nombre fini

de boules B(xi, a/2) tel que chaque boule B(x,a) C B(xo,r+a) et il n’y a

pas de points dans B(x, 1 r+a) qui appartiennent à plus de K(V ) des

B(xi,a). Nous en concluons en utilisant le lemme 5.2 (en remplaçant C1 par

c1-L2, J etc.) que
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Pour les valeurs plus grandes de a, (5,~~~ se maintient avec a remplacé par

ce . Nous en concluons que

; étant une borne supérieure pour a . Le lemme s’en déduit en utilisant la

définition 

THÉORÈME 5.2
f

Supposons que (iyvérifie les conditions (5.1) avec k ) V12

(ii) G soit un domaine borné, et (iii) Alors il existe une

fonction z telle que z - z*E H 2k,O 1 (G) qui rend I(z,G) minimum dans la

famille de toutes ces fonctions et 

Démonstration : Nous supposons premièrement que et 

Nous utilisons les notations de (5.2), le lemme 5.1 et le théorème 5.1. Nous

supposons aussi que K = K 
n 

pour un certain n. Procédant de la même manière

que dans la démonstration du lemme 3.2 en commençant avec l’équation (5.3) pour

zK nous concluons que
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Mais, cette fois, on a pour chaque K fini

En posant C=n2zh, Y en utilisant l’inégalité de Schwarz, etc., s nous

obtenons

Pour chaque K fini, , a sommable et, par conséquent, le membre de

droite de l’inégalité (5.15) est borné uniformément pour 0|h|ho. De la

même manière que dans la démonstration du lemme 3.2, y nous concluons que les

PK Y et pour chaque DC- à. C et qu’on peut faire tendre h 4 0

dans (5.13) et (5.15) pour obtenir

En définissant n, fonction de la démonstration du lemme 3.2.

nous concluons ouo
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où C 1 et C 2 ne dépendent que de mi, H.y , Kly k ’ et V et ne dépendent pas

de K. Comme minimum on en déduit que f est bornée uni-

formément et, y par conséquent,

Par conséquent est bornée uniformément. Comme UK K -&#x3E; 0 nous dé-

duisons que ~~V~~~~ 0 dans L2(G) et z~~z, U 
-7 Py etc. dans 1-L1(D) 2 pour chaque Dc (1 G et qu’on peut faire tendre

h ~. 0 dans l’équation (5.13) ; évidemment z rend I(z,G) minimum.

Définissons de la

même manière que dans la démonstration du lemme 3.6. On déduit aisément que

toutes les hypothèses des lemmes 3.3, 3.4, et 3.5 sont vérifiées. En insérant

ces C dans l’équation (5.13) (avec h == 0, K = oo, 03BC= 0) et en posant

WL = nous voyons que vérifie la conditionL = L 
nous voyons que L vérifie la condition 10n

Il suit du lemme 5.3 et de l’inégalité (5.18) pour H = V 1/2 que

Si w = L2( B ) on peut déduite que WÊ:H 1(B ) et que l’inégalité (5.20)
2 r+a 2 r

se maintient pour w. Alors, on peut recommencer la démonstration du théorème

3.1 avec
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pour

où C ne dépend que de L (voir (5.18)), ml, M1’ K1’ k et d’une borne supé-

rieure de I(z,G).

Maintenant, supposons que et Alors il existe une

suite dont chaque telle que z*p-&#x3E; z* dans H1 (G) Pour{z*p} p p p 2k 
.

chaque p on peut construire une fonction z 
p 
= lim z 

pK 
telle que

zp - z p minimum pour toutes ces fonctions, et

zp E Lip(G) avec les bornes impliquées par (5.21). Une sous-suite des z p
converge vers une fonction possédant les mêmes propriétés par rapport à z*.

Enfin, supposons seulement que G soit borné et que 

Soit Z. une fonction . mincrante qui rend minimum telle que

zo ’ Soit Je 1 une suite de domaines, dont chaque 

telle que G C G 1 pour chaque n et G ==  Pour chaque n on peut

construire z 
n 

de la même manière qu’au paragraphe précédent, telle que

z - n Chaque fonction Z n qui est = z n dans G n et qui est

= Z. dans G - On est une fonction minorante pour I et Z n - z* H2k,O
D’autre part, pour chaque DC C G~ il existe un N tel que toutes les Zn
vérifient une condition de Lipschitz uniforme et fixée sur D pour tous

n&#x3E;N. Une sous-suite des Z 
n 

converge vers une fonction z cherchée.

THÉORÈME 5.2’

Le théorème 5.2 se maintient dans le cas k °°~°~ V/2.
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Démonstration : La démonstration est essentiellement la même que celle

du théorème précédent mais il faut remplacer d’abord l’inégalité (5-18) par la

suivante: Pour chaque il existe des nombres b ~ 0 et Ko

tels que

C 1 étant la constante de (5-17), K appartenant toujours à la sous-suite, etc.

Pour démontrer ceci y posons z = lim z - z est minorant. Les hypothèsesK 

concernant f impliquent l t existence des nombres m2’ M2, et K2 tels que

Supposons que que 0  r  a, et que Z r - Alors

nous obtenons en utilisant (5.23)

Soit ~, un vecteur de longueur 1 et posons

~ étant la moyenne de + r c» par rapport à ~ . . Notons par Vg z
et les gradients-le long de b B(0,1). En utilisant les résultats

suivants
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nous trouvons que

On en déduit aisément que

Maintenant) supposons que que

dans la sous-suite, que

En faisant des changements de coordonnées nous démontrons que

on en déduit aisément, y en utilisant un domaine D" avec

que

En utilisant ~5,1~y (5.25), et ~5,26~, nous obtenons

Alors

si b 1 est.:( b suffisamment petit et Il suit du lemme 5.2

que et est bornée uniformément pour chaque DC C G. On
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peut faire tendre K -) oo et on peut faire le reste de la démonstration de la

même manière que celle du théorème 5.2 en utilisant (5.25),

VI. Les intégrales du § 3 dans les cas 1/2’k~1.

La seule difficulté est que la démonstration du lemme 3.2 ne s’applique

pas. Pour éviter cette difficulté nous définissons

et nous procédons de la même manière que dans la partie précédente. Au lieu de

l’inégalité (5J?) nous obtenons

Comme K¡’k ~0 dans notre sous-suite, p le membre à droite ans  6 . i  est ,

borné uniformément. D’autre part 
--

Le reste des démonstrations du § 3 se fait de la même manière sauf pour

un petit changement dans le lemme 3" 5. Q
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