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DES RESULTATS RECENTS DU CALCUL DES VARIATIONS
par
C.B, IIORREY

1. Introduction.

Nous nous proposons de discuter les intégrales de la forme

(1.1) 1(z,6) = j £(x,z, Vz)dx
el
ou
(1.2) X = (X',...,Xv ), z= (2" ue., zN), Vz = grad z.

Nous présenterons des résultats dans l'article [1] avec une introduction
concernant les théoremes d'existence. J'avais déja obtenu quelques-uns de ces
résultats dans le cas 1)=‘2 ([2], [3], [4)) ; nous supposerons que v 2.

I1 y a des résultats récents de Ladyzenskaya et Ural'tseva [5] qui sont presque
les mémes que quelques-uns des ndtres mais les méthodes utilisées sont entiére-
ment différentes.

On cherche une fonction (vectorielle) =z d'une classe donnée pour laquelle
1'intégrale atteint ron minimum., Hilbert a démontré, peu apres 1900, 1l'existence

d'une telle fonction pour 1l'intégrale de Dirichlet,

Y
(1.3) D(z,q) = fG inJde , f(x,z,p) = L 2

h9) N =1
o =1 o

pour certains domeines G et certaines classes de fonctions.
Ce fut le début des'méthodes directes" en calcul des variations. D'autres
ont eaployé ces méthcles, mais Tonelli a ddéveloppé une théorie systématique.
L'idée de la théorie permettant d'établir l'existence est de démontrer
premidrement le semi-continuité inférieure de 1'intégrale pour un type particu-
lier de convergence, puis de dénontrer l'existence d'une suite minorante conver-

gente au sens précédent.
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Dens le cas V=1, Tonelli [6] a donné la démonstration en utilisant la
classe des fonctions absolument continues pour les valeurs données aux bornes de
ltintervalle G et la convergence uniforme.

Mais dans le cas V=2 , Tonelli ([7] et [8]) a df faire 1'hypothdse
(1.4) f(rzp) p m ol -k xy2
ou

£(x,z,p) > 0 et f(%,2,0) =0 si =2

pour démontrer 1l'existence d'une suite minorante équicontinue. Il n'a pu obtenir
de théortme général d'existence dans le cas o f satisfait (1.4) avec
1<K <2,

Par ailleurs, dans le cas ¥ > 2, il faut faire 1'hypothdse (1.4) avec

& > Y “pour démontrer l'existence d'unc suite minorante équicontinue.
En effet, remarquous que
log log (1+r_1) , rmh 0Oc¢rgt

gsont des limites des suites {z‘n} de fonctions de Lipschitz dans lesquelles :

J ’

dx resp. f leA ‘k dx avec k ¢ Y/hH
B(0,1) "

v J
B(0,1)
sont bornées uniformément.

Pour éviter cette difficulté ot pour obtenir des théorémes généraux
d'existence, nous avons utilisé des classes de fonctions notées }’)r , qui
peuvent &tre identifides maintenant avec les classes H;(G) (ou les espaces de
Sobolev W' ().

Nous les définirons aprés avoir introduit certaines notations.

E) espace euclicien de dimension V

DG bord du domaine G C E Y
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DC CG &> DUOD est compact et D UJD ¢ G

G est Lipschitzien si chaque point P de OG & voisinage N, image de
B(0,1) [centre 0, rayon 1] dans une application bi-Lipschitzienne qui fait
correspondre P &4 0 NMNG & Xv> 0 et NG 3 x° = 0.

Pour chaque G, on note par Gyl'ensemble des X tels que B(x,r)) G

fe Cm(G) si f et toutes dérivées partielles d'ordre £m sont conti-
nues dans G.

fe Cmc(G) o= l £ c(q)

‘ support de f C G

les classes @) et Czo (G) sont définies de la méme manidre

felip(G) si f satisfait 2 une condition uniforme de Lipschitz sur
chaque domaine DC C G

fELipc(G) si [feLip(G) , support de f C G

f€ cﬁ (@) si |fecd™a)
' les dérivées dlordre m satisfont & une condition uniforne

de Holder de puissance 0 < W ¢1 sur chaque domaine

DcC G

La classe (i]c(G) est définie de la méme maniére.

2¢Lip(®) [ou ¢*(8), ©)(@), ¢¥(8)] si zeLip(D) [resp. C*(),

Cﬁ(D), COO(D)] ot GCCD, 1les domaines G des classes C7, Cmp ou %

sont définis . de la méme manidre que la classe des domaines Lipschitziens mais

en employant les difféomorphismes des classes Cm 5 CT_L et Cmresp.

$ étant un vecteur, ]\p! sera sa longueur.
0z Jz . .
e > E)XB etc. seront aussi notécs Zyy o z,o((5 ete.
3 étant un ensemble mesurable, fo désignera sa mesure.

d(x,3) est la distance du point = & 1'cnsemble S.
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Nous ne distinguerons pas les éléments d'un espace Lr((}) et les fonctions

. iéme . ..,
de puissance r intégrable sur G.

DEFINITION 1.1
lous dirons que ZeH r(G>’ ryl, si oz eLr(G) et s'il existe des

fonctions p, € Lr(G) telles que :

(1.5) j@ p, (%) &(x) ax = —fG gy, (%) 2(x) ax.

gelip (&) , w=1 . V

Remargue. Les fonctions 1 sont déterminées sauf pour des fonctions
nulles additives.

Aingi si 2z eH'r(G) et si 2z¥ - 2z est une fonction nulle, alors
7 ¢ H'r(G) et (1.5) reste valable en remplagont z par z*., Par conséquent,
nous formons les espaces H'r(G) en identifiant les fonctions équivalentes.

Pour tout zGH'r(G), nous notons la classe py Par 2z, .

DEFINITION 1.2
Une fonction ¢ est un "mollifier" (de Friedrichs)
si P e c® (B y)

support ¢ C. (0,1)

fB(0,1) plaex =

Si u est localement sommable dans G, nous définissons sa fonction

P ~mollifide up (P>O) par

v% (Y- x)u OF = -y ¥ex '
u (x) = jB(X,P)\pP(g u( Dal . 9x () =7 g [(E- 0/ ]
X&'GP
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THEOREME 1,1

Si ueH'r(G)r »1 et si P estun mollifier, alors

pour chaque p>0 ’ uPéCOO(Gp) et (u,“)P= uP =
?

up - B et uP o = dans Lr(D) et presque partout dans D

’

pour chaque D C CG

(1.6) fD | 2 (0).2(0) 7 ax ¢ CfD [f (X»P)‘Z (€)= 2| * a8 ax ¢

£ " fG | Va(y)|* ay

pour chaque DCCG 3 C et C1 ne dépendent que de P

Démongtration. Les conclusions uP € COO(GP) , ufo - u et k sont

bien connus. In utilisant (1.5) avec g =@g , nous obtenong 3

o= [omor (Lomhu(B)et = [ g (E-wuy () =

= (u’o( )fJ ( E; ) .
La premidre indgalité de (1 .6) se déduit de celle de Holder. En utilisant les
conclusions précédentes, il suffit de démontror la deuxiéme inégalité pour les

fonctions €C'(G). Pour cela, on peut écrire

f8) - a(x) = (5 =) [ o [x+ 6(E-x)]at;
1'inégalité s'en déduit en utilisant des inégalités et des changements de
coordonnées convenables, |

Nous énongons maintenant des théorémes bien connus en esquissant seule-
ment les démonstrations.
THROREME 1:2

] T 3
L'espace H r(G) r 1 mni de la norme
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: v
1 _ 2 - 2 ar/2, 11/r
lellpo = [ [+ E al 20}
est 33?%3:?15.%}% Si r =2, c'estegﬁ?ﬁil%grt apres avoir défini
v

CROMNE fG (w+ 5w,

.V, )dx.
o=t O

D'aprés (1.5) les espaces sont complets.
THEOREME 1.3
Sous les hypothéses : ‘ G bornée, veH'r(G) r 1
u satisfait & une confition uniforme de
Lipschitz dans G

o 1
Aors : ue€H s(C-) pour chaque s 3 1

uveH'r(G) et (uv),o( =uv, + VW, DP.D.

(Utiliser (15) pour la démonstration)

THEOREME 1.4

Sous les hypothdses : u eH'r(G) ryt, x= x(y) est une application
bi-Lipschitzienne de ¢ sur G et u(y) = u[x(y)], Alors GeHl‘r(’(\}j) et les
dérivées ﬁ,m sont données p.p. par les formules usuelles.

Ce théoreme est valable pour les fonctions ue€ C'(G). Pour chaque ]3&(1 a
on peut utiliser les fonctions Up et en ddduire le théordme sur D par pag-

sage 4 la limite.

THEORHIE 1.5
a) Si z eH'r(G) r ?/1, alors la classe z contient une fonction 2z qui
est absolument continue sur presque toutes les droites paralléles aux axes de

coordonnées et 3z, € z,
X e
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b) Si EeLr(G) r 51, z absolument continue comme dans a) et

- A -y (o
z’méLr(G)’ alors z€H r(G).
La conclugion b) est évidente., Soit [a,b] a% e x®¥ebT gl sl v
N & .
une partie de G. Il existe une suite de nombres @ positifs qui converge vers
zéro telle que

lin | (|ap = a7 +|zp,, -5, [Pax =0
P_fo Ja“ [zp z | {zp o ZJ X

pog§7%%&%es les valeurs des autres x P entre ar3 ct bB . Pour ces valeurs,
les Zp sont uniformément absolument continues en x & et convergent wnifor-
mément vers une fonction z absolument continue.

Pour démontrer a), il faut placer les [a,b] rationnelles de G dans

une suite et choisir les sous-suiltes successives des valeurs de P

THEOREHE 1.6
Sous les hypothéses :

rec'(2p), uPGH’rP(G) (2, 5 1)

u(x) = F[u'(x)...up(x)], v (x) = g: Fp[ u]u?o<(x)

U et V¢€Lr(G)
Alors,
UeH‘r(G) et U,O((x) = T, (zx) p.p.
(on peut utiliser les ﬁp introduits dans le théoreme 1.5)
DEFINITION 1.3

L'espace H’ro(G) est la fermeture dans H'r(G) de la classe CGZ(G)

(ou C'C(G) ou Lip,(G).
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THEORIME 1.7

a) (Poincaré); si zeH?m(G) et G C B(x,,R), alors

jG Iz(x)]rdx < ol erG le(x)fr dx

b) Supposons en outre G C D, Z(x) = z(x) pour xeG et 7Z(x) =0
pour x€D - G, alors ZeH’m(D) et Vz(x) = Va(x) (p.p.) dans @
et Vz(x) =0 (p.p.) dans D - G.

On peut démontrer 1'indégalité pour les fonctions eC’[B(xo,R)] par un
changement de coordonnées polaires ; la partie a) s'en déduit par un passage
4 la limite,

I1 est évident que ZéH'ro(D). Les conclusions concernant les dérivées so

déduisent du théo.éne 1,5.

THEOREE 1.8 (théordme d'extension)

Suppesons G boxrné et Lipschitzien, r 51 et GCcD, alors 3
opérateur E linéaire et borné de 1l'espace H'r(G) dans H'rO(D) tel que
2(x) = z{x) pour x€G quand 7 = Ez

Nous choisisoons une suite finie de voisinage {NS} (NS C. D) et une
partition "o l'unitd {C b} telles que :

a) N, U ON, CG ,ouN CD voisiage d'un point du bord 06 (voir
définition d'un domeine Lipschitzien)

b) sapport e H

o) LU (x) =1 dans wn domaine @' telle que GCCG'CCD. Quand
N U ONS C @, nous définissons B z= Zs par Zs(x) =CS(X)Z(X) dans Ns
et ZS(") =0 725 D-N. .. ', soit x= xs(y) une application

bi-Lipschitzieane Ce N eur B{0,1) (voir définition d'un domaine Lipschitzien)
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Pour de tels s, nous définissons Esz = Zs ou Zs(x) = ws[ys(x)] pour

xeN ot Zs(x) =0 dons D - N_ avec Ws(y)-.-.-ws(y) pour ye B(0,1)

et yV50 et Ws(y1... 7)) = ws(y1,..., y"-1, -yY ) pour yeB(0,1) ot
v ¢ O

(vy(y)) = T =] . 2[z (9] )
THEORRME 1.9

Si G est borné et Lipschitzien, alors :

a) la classe CZ(G) est dense dans ﬁ’r(G) pour chaque r 1

b) 3 pour chaque r > 1, un opérateur B linddire et borné de 1'espace
H'r(G) dans Lr(a G) tel que (z) = z(x) pour xe dG quand zéLip & et
g =3z

a) se déduit des théordmes 1.1 ot 1.8.

Pour démontrer b), choisissons une suite finie de voisinages { Ns} et
une partition de 1'unité (CS} (voir théoréme 1.8). Quand NUDN CG,

nous définissons Bs tel que Bsz = 0, Dans les autres cas, Bsz = 9

N,

o \Ps(x) = Cs(x)z(x) x¢ 06 quand zeLip(G).

Définissons maintenant WS :
W(y) = € [x ()] 2 [x,(3)], yeB(0,1)y” 5 ©

i (y) =0, yg3B(0,1), v’ 5 0

alors

1 - 1 »-1
e Lz, 0] = (5 ey T 0)

Y-

(1.7) fB(O 1)lws(y‘,...,y*’) i3y 0y @t e
’

avec



w 10,5 =

v
-1 a7 - -
(1.8) e(y") ¢ GV f f iy, (7T ) Tayh et @y
0 vB(0,1)

lim &(yY) =0

y\)~—>0

On en déduit facilement que chaque opérateur BS est borné.
Notation, Nous noterons :
la convergence faible par le signe

la convergence forte par le signe —

THEOREME 1,10

a) Chaque fonctionnelle linéaire dans l'espace H1r(G) est de la forme
#(z) = jG [4,(x)z(x) + L A (2)z,, (x)]ax,

oi les A, et A€ Lr{G), r' puissance conjuguée de r

b) une condition nécessaire et suffisante pour que z, —» Z dans H‘r(G)
(r 5 1) est que 7z, — 2 ot 7 W dans Lr(G)

e) la convergence faible est conservée par des changements de coordonnées
bi-Lipschitziennes.

d) Si G est I vpschitzien et z ., z dans H1r(G) (r 5,1), alors
7z, —» z dans Lr(G) et Bz _, Bz dans Lr(DG).

Pour démontrer a), on peut définir la fonctionnelle F({) pour les fonc -
tions vectorielles W= (¥, Pyreees kpv) {avec Vo =2, ¥ =2 d} par
() = £(z) ; a) se déduit facilement du théordme de Hahn-Banach.

b) se déduit de a)

c) se déduit de a) et du théordme 1.4.

Pour démontrer que z —» z dans Lr(G)’ on peut choisir un domaine

D DG UG, utiliser le théorime 1.8 pour remplacer z et z par Zn = Ezn
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et Z = Ez puis utiliser 1'inégalité (1.6) en &changeant D et G. Pour dé-
montrer que an -3 Bz dans Lr( DG), on utilise les notations de la démons-
tration du théoréme 1.9 ; 1'inégalité (1.7) se conscrve avec une fonction €
indépendante de n, par suite de la convergence faible dans le cas 1 = 1

vers z
le résultat se déduit alors de la convergence forte de z /dans L_(G).
by

THEOREME 1,11

a) Si = eH‘r(G) et si C est une constante, alors Vz(z) = 0 p.p.

°
H

pour l'ensemble des x tels que z(x) = C.

b) Si z, et zzeH"r(G) et 2z(x) = inf [21(}:), zz(x)], alors
z€H1r(G) et Vaz(x) = Vzk(x) p.p. pour l'ensemble des x ou z(x) = zk(x),
Kk=1,2.

c) Si zeH”‘r(G), DCG, We H1r(D), W - zeH1ro(D), 7(z) = W(x) pour
xeD et Z(x) = z(x) pour x€G - D. Alors, Z&H1r(G), Z - ze‘.H1r°(G),
Vz(x) = Vw(x) p.p. dans D et V2z(x) = Vz(x) p.p. dans & - D,

Les parties a) et b) se déduisent du théordme 1.5, la partie c¢) des

théordmes 1.5 et 1.7 (b).

THEOREME 1,12
a) Si zeH'1(G) et si

J

‘Vz(x) ldx < L(r/a)vqﬂl, 0grga, 0< i<t
B(x,,r

toutes les fois que B(xo,a) C G, nlors, z satiefait & une condition uniforme
de Holder de puissance |L dans chaque DCC G,

b) Si zeH1r(G) avee T >V ou si zeH’*v(G) avec

v Y
(1.9) f 1Vz| dx\<LSrtL y0grga, Og i
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alors 1l'inégalité ( 1 .9) se conserve en utilisant un L convenable.

La partie b) se déduit de 1'inégalité de Holder. I1 suffit de démontrer
a) pour les fonctions ec'(a'), G'Cce. Supposons X, et x,¢@,

X, +X%
- - 1 2 =
Ixz - X I =L et B(X,p /2) ¢ C o =—“‘§-—‘9.- Pour chaque x eB(X, F/2),
on peut écrire
la(x,) - a(x) | ¢ Jale) = alx) | +]e(x) - a(x,)]

(1.10) | 1 |
z(x) - z(xk)l < |z - X, l J10 Vz[xk + t(x - xk)’ dt

le résultat se déduit de 1l'intégration de (1.10) par rapport & x.

THEOREME 1.13 (Sobolev)
Si We H12[B(XO,R)], alors WGLES[B(KO,R)] et il existe une constante

¢ =0(v) telle que

UB(xo,R) el e ‘j;a(xo,R) (199 + 747 ax

s =Yr-2 VY 2
(Voir [9])

II. Premiers théordmes d'existence.

I1 existe des intégrales de la forme (1.1), dans lesquelles les fonctions
f sont bornées inférieurcment mais pour lesquelles il n'existe pas de fonctions
minorantes.

Par exemple, [10], supposons que N =v =1 et que G soit l'intervalle

[0,1], 1
1(z,G6) = j‘ 1+ zzx)1/4dx
0

et la classe fcontient toutes les fonctions 2z absolument continues dans G

avee z(0) =0 et z(1) =1.



- 135 -
I(z,G) > 1 pour cheque ze¢ T . Mais supposons que

. -1
nx-n+1, 1-n <x £ 1
zn(x)= =T

-1
0, O £x $1-n

alors
I(z,6) = & -n 40 (14 o2 1/4
Supposons que fe¢ c® , 26C(Q) et que z sSo0it une fonction minorante

appartcnant & une classe g qui contient toutes les fonctions 3601((3) telles

que z - zeCic(G)

wll ¥x) - 2]+ 1 |2 &) -2 W]]cp (py0)

Alors,

(2.1) L f

"‘»B %(p(}[xcu Z(Xo), VZ(XO)] >\0< >\6>/0, xoe(} ,

pour toutes les valeurs des A o

C'est la condition nécessaire classigue de Legendre.

Posons,

p(o) = fG flrz+al, Vz+ oyl la,  Lec' (6)

La valeur =0 donne évidecmment la valeur ninimum de ¢ pour les petites

valeurs de @ . Par conséquent :

02 o) = | [P, o+ 20 " (CL o + 0 Pax 3, 0

N

ou

A
30‘\3(;;) = fpo( b, [x,2(x), Vz(x)], b (x) = fPoi S ¢(x) = £,

et les a0<(3 ,‘b‘>< , ¢ sont continues dans G.

Choigissons maintenant des fonctions convenables Z1 et 22GC1C[-1 ,1]

un point x,€G et des nombres h et H sufisarment potits ; définissons la
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fonction :
(23) Ux) = 2,[07 M) ] Z,(E™ ], p %= 1w = 1% - Az - x,) P

ol A est un vecteur arbitrairc de longueur 1.

L'inégalité (2.1) s'obtient on utilisant la fonction { de (2.3) dans
1'inégalité (2.2), en multipliant par un facteur convenant, puis par pagsage
4 la limite lorsque h .3 0, H __30 et (h/H) _,o0.

Supposons que 1'inégalité (2.1) se conserve pour toutes les valeurs des
x, z (W =1) et p. f est alors convexe par rapport aux P pour tout
couple (x,z).

Pour obtenir des théorémes plus généraux et éviter les difficultés, nous
supposerons dans cette partie :

(1) f(x,z,p) continue pour tout (x,z,p) (N quelconque)
(2.4) (ii) f(z,z,p) > K pour tout (x,2,p)

(iii) f(x,z,p) convexe par rapport aux p; pour tout (x,z)

RS
~

R 2 1
Actucllement, sous lcs hypotheses fe¢C , N> 1, 2z¢C (¢) et =
fonction vectorielle minorante pour 1'intégrale (1.1), nous obtenons seulement

1'inégalité.

(2.5) f i 4 [2,,2(x,), Vaz(x,)] AOL A‘pﬂl ¢ 50
o P ,
pour toutes les valeurs des A(% et £,

2

Si N=1, feC et si (2.1) &tait conservée (indgalité stricte) pour

toutes les valeurs (x,z,p) et A# 0, 1'équation d'Euler,

2l f = f
axcx Pex z

pour (1.1) serait elliptique.
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(sens strict)
Si N »1 et si (2.5) était conservée/pour tous les (x,z,p) A#O0,

g £ 0, 1le systéme des équations d'Euler serait fortement elliptique. Mais

les résultats pour les intégrales (1.1) [11] en tenant compte de la condition
(2.5) ne sont pas complets. Nous discuterons ces intégrales ultérieurement.
Rappelons maintenant des définitions et des lemmes concernant les fonctions

convexes.

DEFINITION 2.1

Un ensemble S (¢ espace lindaire est convexe si P1 s Pze S = segment
P, P2 c 8

Une fonction @ est convexe dans l'ensemble convexe S si
WL =g 28] ¢ (1 -2)0E) + 9(5), 0 ¢x (1 &5, €8
LEME 2.1

Une C.N. S. pour que ¢ soit convexe dans S ouvert convexe C EP

est que VY Z%eS, I fonction lindaire apap + b  telle que

(26) $(X)=a E+b, 9(E)5a zf+b VEes
siopec'(s), (2.6) & HE, D) = p(8) - WZ) - (7 =T, (E) % 0

sipec?(s), (2.6) &= %, (™ 0P s 0 vEes et VM

DEFINITION 2.2

Une fonction lindaire vérifiant (2.6) pour des certains \p et f

est dite supportante & P au point g

LEE 2.2

Supposons que  soit convexe dans Ep et que

(2.7) lim el w(y) =+

L= +o
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alors \y atteint son minimum. 3i 8y oo ap sont quelconques, Jp
unique tel que ap {)p +b  soit supportante & Y en E .
Enfin si | est convexe et vérifie (2.7), si P(E) % w(&) VE

et si ap};p + ¢ est supportante & ¢ , alors ¢ > b

LEME 2.3
a) Hypothese : (1) \Pn et Y sont convexes dans Ep
(i1) et p vérifient (2.7)
(iii) 8y ee By sont des nombres quelconques
(iv) bn et b sont choisies pour que ap E)p + bn et ap};p + b soient
supportantes & v, et Y resp.
Conclusion : bn > b
b) Hypothdse : (i)  convexe dans Ep
y P=12,40. P

(1i) apq — 8

P P )
(11i) bn et b telles que apq}; +bn et ap}; +b sup.a Y

Conclusion : bn — b

LEMME 2.4

Hypothdse : (i) chaque ¢ e J  est convexe et telles que

P(E) ¢ ¥, (8) <+

YVEes convexe
(i1) (&) = sup w(E), Les
Ped
Conclusion : F est convexe et F(Y) < Y. (8) VYEes
LEMME 2.5 (Indgalité de Jensen)

Hypothdse : (i) Y convexe dans Rp
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(i) S est un ensemble.
(iii) | mesure bornée 50 sur S
(iv) sz fonctions £L1(S, R) , p=1,2,.0,, P

Conclusion :

\P(i1,...,ip) < [1(s)] J\s np(§1,...,§P) du

-p _ _1
£f = [1(9)] IS £P ap
Démonstration :
Choisissons les % tels que \p(Z) + C‘-p(Cp - EP) < ‘P(t)v 3
puis intégrons par rapport & | sur S.

—> Nous pouvons démontrer maintenant un premier théoréme dfi & J. Serrin [12].

(Semi-continuité des intégrales (1.1)).

THEOREME 2,1
Hypothése : (i) £(p) (p = p;'() convexe sur /p avec f(p) >k Vo
(ii) ¢ domaine borné
(1i1) z_ et zeﬂcm Y »1C Cg
(iv) z —, 2z dans L‘I(D) V pc C ¢

Conclusion : I(zn, ¢) et 1(z,8) sont finies ou égales & + ® et

1(z,G) £ lim inf I(zn,G).
n .

Démonstration :

I(zn,G) et I(z,G) £~ o car les fonctions de x définies par
f[x,zn(x), Vzn(x)] et f[x,z(x), Vz(x)] sont mesurables et > K, G &tant
borné., On peut supposer K = 0.

Soit @ un "mollifier" de Friedrichs >0 et soit
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@ = [ e (Lo walXat (ep(r =60l ) )

%, () = jB(X ¥ L (8- 2) 2, (T)ag

X €GP , P >0
Du lemme de Fatou = I(z,D) ¢ lim igf I(zP,D) ¥V DC C.G car
—.)
7o (x) > 2(x) et Vi, (x) — Valx) p.p.
Ainsi =z et Vg convergent uniformément vers zp et VZP

resp, pour chaque D(C (C G et chaque, p,0< P <Po ow D(C GP . Par

(]
conséquent, I(zP ,D) = lim I(an ,D). De 1tinégalité de Jensen avec

% n -5 00
ap =¢p (L= x4 =

f[Vzo (0] ¢ fm F)w;(@-xmmdz , ou B(E) =£[Va(L)],

méme résultat pour z

Par conséquent :

I(zP,D) < J’ [ j

B\X

;g(f.-x)F(E,)dé]dx
f[f (p* (n)P(x +n)dnlax

FIIOLVEOaVT
1 FidoN=dO "d ALISYFAIND

JB(O 0 : (n)[j F(x +n )axJan

waATyNod LOLLLSNI
SHdNd SANOLLYWIHLYI 1d

- jB(O’P) ox () fDn F(y)dyJan

éfB(o,P)k{Hf: (ﬂ)[ fG F(y)dyldn = I(z,G)

car “P?_) (n) >/0 J\B(O’P)\P“‘(“J(ﬂ)dn =1 et Dy < G pour chaque

n EB(o,p) » Dy étant llensemble des y =x +7 ol x¢D(N fixé)
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De la méme maniére, I(znP ,D) < I(zn,G) 04 P <P,
Donc pour chaque D C CG

1(z,D) & lim inf I(ZP,D) = lim inf lim [I(Zn ,D)]
P-A,O P—:,O n.5Q@ P

£ lim inf lim inf I(zn @) = lim inf I(z_G)
P _,900 n ,__,).G) n ._,OO n

Lemme 2,6

Supposons que
(i) f satisfait aux conditions (2.4)
(ii) f satisfait & une condition uniforme de Lipschitz, constante
L V(x,z,p)
(iii) G est bornde
(i

. ' /
iv) les fonctions z et zneH1(D) et Z, - 2 dans L1(D)\7DC C G,

Alors : 1(z,G) et I(zn,G) sont £ -co
et
(2.8) 1(z,G) & lim inf I(zn,G)

n_.}m

Démonstration 3

La premiére conclusion est évidente. IEn utilisant la condition de
Lipschitz, on obtient : f(x,z,p) < flo 0 o) + L(x) + L(z) + L(p).
Par conséquent I(z,D) et I(zn D) sont finies pour chague D C C G, Soit

¢ un mollifier non-négatif, définissons :

J

() = [

(€) ¢

il

2 (x) (2- =t 95 ) =p” ¢ ()

5(x,p) P

f ,Z(C),VZ(Z)J‘P* (Q"X)di .
B(x,p) L& P

Du théoreme (1.1), on déduit que ZP(X) s z(x) et va (x) _yVz(x) p.p.
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Bn utilisant le lemme de Fatou, on obtient :

N

1'indgalité de Jensen avec dWU(L) = Lp"(g (L= x)af , Eeb(x, P)

on obtient

(2.10) f[x,2p (x), Vo, (x)] ¢ J‘B £,z 4 (x), Va( E)Jek (€ - x) ag

(x,p)

& Fox) + Lo+ LfB( 12(5) = zp(x)l%, (£ -x)ag

x,p)
De (2.10) et du théoréme (1.1), on déduit

(2.11) 1(z ,D) ¢ 1(z,D') + Lyl + LjD [jB( gz () - zp(xllp} (€-x)at Jax

X,P

(si D C,D'P o DC DtCCE).
De la convergence de z, Vers z dans L1(D’), on déduit que
znP — ZP et Vznp — VZP
I(zp ,D) = lim inf I(znp ,D).
n .5
Enfin, pour chaque € % 0, on peut choisir une valeur p'> 0, p' suffisam-
ment petite, telle que
!
1(z,D) < I(zP ,D) + €/2. 0<p<Lp

Fn utilisant (2.11) pour z et le théoréme (1.1), on en déduit que

1(z,D) < I(zP,D) +€/2 = lim I(ZnP,D) + €/2
n .00

< &/2 + liminf I(z,6) + Lp DI
n _y 00

¥ L‘J‘D {js(x,p‘)Z( ©) - zp (eieg (2 x)dz’} o
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£ &€/2 4+ lim inf I(zn,G) + Lp {}D + L | Vz(y) { dy}

n.y ®

Te lemme s'obtient alors facilement,

THEORRNE 2.2
Hypothese :

(1) f vérifie (2.1) ainsi que la condition suivante :

(2.12)  £(z,z,p) > f,(p) ob lim ho]"1 £,(p) =+
f, convexe |pl.y

(ii) z, et z vérifient les conditions du lemme (2.4)

Conclusion :
1(z,G) et I(zn,G) sont finies ou égales & + ® et

I(z,6) ¢ lim inf I(z ,G)
N on_ o n
.._5,

Démonstration : [3], [4]. T: utilisant le lemme de Fatou, il suffit de
dérontrer que 3 une suite {fn} telle que chaque f vérifie les conditions
du lemme (2.6) et telle que fn(x,z,p) < f(x,z,p) VYV n et

lin £ (x,2,0) = £(x,2,p)
n,,oo

Pour cela, définissons,
o i &
¢ (x,2,p 5 &) = a; Py + b(x,z ; a) (a=a i)
\ . . . . i N
ol Y est l'unique fonction linéaire / Py supportante & f .
Les lemmes 2.2 et 2.3 — b(x,z ; a) est continue par rapport & (z,2)
b(z,z ; a) > bo(a) Va, b, défini fo

Définissons maintenant

v (5,5 58) = [1- A (mefelz,z 5 8) + A_(x,2) by(a) = ™"

hY

ou
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/\n(x,z) = R-n si n ¢ R ¢n# R # \/x2+22
1 si R > n+1
*
b, (2,2 ; a) est uniformément continue par rapport & (x,z) pour chaque a.

On peut donc choisir Pn Y 0 tel que

g*, (E-X) M5 a)aZ ¢ b X 8) 407
n

b (X ; a) EJB(X,p )

pour chaque X = (x,z), { "mollifier" de Friedrichs,

g0 = P ).

Définissons maintenant :

f(x,2,0) = sup @ (x,2,p ; a)
ou
X i
0 (x,2,0) = a; p, +1 (%2 a),
parmi les a tels que chaque ag( soit un nombre rationnel r/s avec

|zl y Isl ¢ n, On en déduit facilement que {fn} est la suite désirée ([3], [4]).

Remargue : Il y a un contre-cxemple si on ne fait pas 1l'hypothese (2.12)

[13].

Avant de démontrer le théordme principal d'existence, nous démontrerons

trois lemmes.

LEMME 2.7

Supposons que f,(p) soit continue et que

(2.13) lim [p1“1

D3

fo(p) = 4+

Alors pour chaque M >0, 4 une fonction @(P) »0 pour que p>0 telle

que lim W(pP) = ©
p -0
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\

(2.14) J p(x) jax  <y(e ) , V e ensemdle mesursble C.G ,
e

p fonction vectorielle vérifiant

(2.15) f fo[p(x)]ax ¢ M
G
Démonstration : Définissons Lp( P) comme sup du membre gauche de
(2.14) Ve C G vérifient o] £ P et p vérifiant (2.15)
en
Si W(P) ne tend pas vers 0, I &, 0 %t {_pn} telles que ienl — 0

ot J‘ lpn(x){dx > €
e

n
Posons
. -1 .
$(o) = inf |9 £,(p) lim Plo) =+ @
ol 3, o o>+ ®
. . Eo
Pour chaque n , soit g C e , le sous ensemble ol \pn(x) l>/Un = e
Alors
j ipn(x)!dx > £,/2 j fo[p (x)]ax 5 o7 €./2
€n &y

Or loa% - + 00 == contradiction.

LEMME 2.8

Supposons que G soit un domaine borné et Lipschitzien, que {Zn} soit
une suite de fonctions telles que Hzn”"v soit borné uniformément, alors
1 une sous-site qui converge dans L1(G) vers une fonction z.

Démonstration : Fn appliquant le théoréme d'extension (1.8) on peut suppo-

ser que z € H11(D) avec H £ miformément (G C D). Choisise

Z L

n” 1,D

sons une suite {Pp} telle que Pp+1 < Pp? Pp — 0 et GC DP1 .
Puis choisissons des sous-suites {an} succesgives telles que

anP _— bg vniformément dans G pour chaque g < pe Du théoréme 1.1,
g

nous obtenons :
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Hznpg - Zn“ < CMPg ! Hznfsg. ZnPr “ £ CM(Rg + PI')

||oe - or|| ¢ cu(p, +p,) et b, —» z dans L,(6).
Alors

e R I

Znnf’g - bgH + Hbg - z“

Pour chaque € > 0, on peut choisir g ‘el que Hz - Znnp “ < €3 ,
g
“bg -zl < €£/3 , puis choisir N tel que
- b .
“Znnf)g g” < &/3 pour tout n >N
LEMME 2.9

Supposons G domaine borné et Lipschitzien, T sous-ensemble ouvert de
G et ¢ ensemble ouvert de G, alors 3 des constantes 01(G,T,r) et

CZ(G,O", r) telles que :

(216) 2 (o & GUTdn g+ 2], ) » 2k (0

1) el < SGUTEL o+ 21 ) oy 1
Démonstration. Démontrons (2.17)[(2.16) se démontrerait.de la

méme menidre]. Si (2.17) était fausse, alors 3 (7,] telle que

(2.18) Hanl’G = 1 >u( l|Vzlfg_,G+’le‘$’g).

Par conséquent, Vzn — 0 dans Lr(G) et z._, 0 dans L1(G’)- Si
rsi, 3! sous-suite, cue l'on note encore {zn} telle que LA— z dans
1
H r(G) s dans ce cas 2, s 2 dans Lr(G)'

Si r=1, 3 sous-cuite {Zn} , telle que z _, z dans L1(G). I1 en
résulte que Z, — % dans H1r(G) et que 3z, = 0 => contradiction avec

(2.18) .
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THEOREME 2.3 (Théoréme 4d'existence)

Hypothéses : (i) f vérifie les conditions (2.4)
(i) ¢ est borné
(iii) Af, vérifiant (2.13) telle que

£(x,2,p) 5, £,(p) V (s,2,p)

(iv) F* est une famille de fonctions vectorielles compacte pour la convergen=
ce faible dans H}(G).
(v) @7 est une famille, fermée pour la convergence faible dans H}(G) ; chaque
z¢ ¥ coincide sur PG avec une fonction z*ef{f * (c'est-a-dire que
z - z*éiﬂ’o(G) ).
(vi) I(z,,G) < + oo pour une fonction z, particulidre € F

Conclusion : . une fonction ze€ 7F qui rend minimum 1(z,G).

Démonstration : Soit {Zn} une suite minorante. On peut supposer que

I(z,6) ¢ I(z,6) = M.

Du lemme (2.7) et des hypothéses = HV&I!$’G borné uniformément et
\fe )V&n(x)ldx absolument continue uniformément. Ainsi, V :az; é{F* telle
que w =z -z¥ H},O(G). De (iv) = 323 convergeant faiblement dans
H}(G) vers une fonction z¥ e G* ,

On en déduit ainsi, que les | Vz§11$’G sont bornées uniformément, que
les j; l‘VzK(x)[dX sont absolument continues uniformément et que les classes
sont conservées pour {Wn} .

Grice aux théorémes 1.7, 1.10, au lemme 2.8, on peut conclure qu'il existe
une sous-suite, notée encore par {Wn}’ qui converge faiblement dans H}Q(G)
vers une fonction wwaH}’o(G). Alors z_=1z*+w _ z*¥ +w dans H;(G)-

n n n

Le théortme se ddduit du théoreme 2.2,
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Exemple 1

’

P

Dans le théortme 2.3, on peut définir “j« ézale & l'ensemble de toutes
les fonctions vectorielles =z telles que 2z - z*eH} O(G) pour une certaine

H
z¥ € % et telles que 2z vérifie un systéme d'équations de la forme
x J J :
ou les a;(j bij et ¢y sont continues et borndes V (x,z). En effet, soit
— dans
s . i A .
{zn} une suite de fonctions ¢ f telle que 2 — %/ H1(G) et soit
{z,} une sous-suite arbitraire de {Zn} . En utilisant le théoréme (1.10),
il existe une sous-suite {Zs} de {zr} telle que
z,(z) - =() p.p.

Siove (i =1... P) sont des fonctions bornées arbitraires, alors

ag‘j[x,zs(x)]vi(x), bij[x,zs(x))vi(x) et e [x,5 (x) v (x)

i .
convergent p.p. vers ac]?fj[x,z(x)]v (L) etc. respectivement, et toutes ces
fonctions sont bornées uniformément.

Par intégration, on en déduit que ze

Remarque : Si z est la fonction vectorielle définie par

z:"(x) = Duwi(x) 0 x| & m o -1 i=1,... N,
1'intégrale I(z,G) est égale & une intégrale J(w,G) pour un probléme de
calcul de variations d'ordre supérieur et le théordme 2.3 pour I entraine un
théoréme correspondant pour J.

Exemple 2

Supposons que G = B(0,1), y =2 et que F* =9  est 1'ensemble des

zEH;(G) avee || Vz ”Z,G & L tels que la restriction de z & O G

’ 3 +
(c'est-b-dire & la partie de O G ou x2 >/O) soit un homéomorphisme de o G

. ) i 4
sur un arc [ donnd, faisan! covrespondre le point (0,1)€0'G & un

point particulier de [ et =z(x)e M pour presque tous les x ob
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£ ¢ 0, ( M variété donnée contenant les extrémités de [ ).
Nous supposons L suffisamment grand pour que TA # ¢ . La fonction qui
rend minimum 1'intégrale de Dirichlet est une solution du probléme de Plateau

pour une surface S telle que [ soit une partie de O S et que 1l'autre

partie de S soit dans M,

III. Premier théordme de la différentiabilité.

Dans cette partie, nous supposons que f vérifie les conditions suivantes

pour toutes (x,z,p ) et A

fec’, N=1,

(3.0) ¥ -k ¢ £(x,2,0) ¢ M1Vk , V=1+2°+p%, ko1
Z(fio( +f§>O<XT +f§+f‘ ) ¢ M, e <m <N,

2 k-2
L (ff)o‘z * fzz) < M1 V2
n VP A RSP

nPp & p <
On peut obtenir les mémes résultats (en utilisent les mémes méthodes) dans

le cas o f = f(x,p) et f vérifie (3.1) avec V=1 + fpl2

LEME %.1. Supposons que z sSoit une fonction qui rende 1'intéegrale I(z,G)

ninimum dans la femille des fonctions z telles que z - z¥e H12k O(G), z*
9

étant une fonction donnée EH;k(G). Alors, =z vérifie

(3.2 f C,,f +C £)dax= 0, £ =f_ [x2x), Valx)], ete.
A ,, L)y Taa)], e,
pour chaque (e HZk O( a).
Démonstration : Ivi‘smment z +A { - z¥e HZk O(G) pour chaque A si
Leg! (¢). Par conséquent W(A) = I(z +AL ,G) est définie pour toutes

2k,0
les valeurs de A et Y (A) > \P(O) ¥V X . On a aussi
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(3.9 f[x,2 + AL, V2 +AVE] = £(x,2, V2) + M(f_ L, +.C) +
Bex X Z

2, B3 v * 2

+ A%(A C;du,ﬁ + 2B C{,O( +CL%),
ot (p.p.)

&3 L

AT (x) = 0 fp (x,2 + $A0 ,Vz + t+AVL)at, ete.

o B
Les hypothéses concernant f entralnent fp et fz € LS, s = 2k/(2k - 1),
ok

g fon * Lr, el (6) , et

¥ [(A°‘(3)2Jr 2(8%)%+ ¢?] ¢ on, j‘1 [1+(z + $A0)% +|Vz + AV L 1274t p.p.
0

Par conséquent 1l'intégrale du coefficient de G dans 1'équation (3.3) est
bornée uniformément pour toutes les valeurs de A telles que {Al ¢ 1. Ie
lemme s'en déduit aisément.

DEFINITION : "Une extrémale est une fonction 2z qui vérifie (3.2) pour

toute fonction C éLipC(G) .

LEMME 3.2, Supposons gue ze}i;k((}) et vérifie (3.2) pour chague

C €H12k O(G). Alors, pour chaque domaine DC C G, les fonctions PY et
)

U= /2 H;(D) ot vérifient

(3.4) jD Vk'-1 [C’a(geppﬁ + };XPT + g\(V1/2) +

+ C(botpr,[ﬁ cpy + fTV“/Z] dx = 0

vC €H12k O(D), ot les fonctions a° (3, bO(, c, € Y, et f’/ sont bornées et me~
?

surables, les fonctions a ﬁ vérificent

(3.5) n AR &P @) A Ap g IA

pour presque toutes les xe G et toutes les A , et
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’

v (x)aF(x) = £, 5 lxia(x), Ta(x)], vE Tl - g

(3 6) ® 53 P“Z
" : X B I
PEY zx Y
De_plus Vk”&v KZEL(D) pour chaque D C C G
e plus, hs] . chague .G .
Démonstration : Nous supnosons k >1 3 dans le cas k =1 , on peut sup~
primer les facteurs A et A= v

h
Soit D donnée avec D C C.G , Choisissons (i) D' +telle que

DCCD'CCG et D' C Gh , (ii) Ce HQk O(G), de support < D'

(iii) Y tel que X\ Yentler), et e}/ le vecteur de longueur 1 dans

xV. Définissons Ch et z, par

L) = 07 [0 - ney) = L)), 2y (e) = 67 Lol + mey) - 2() ]

O¢ihi¢n, .
En remplagant U par Ch dans 1'écuation (3.2) et ea faisant un chan-

la direction de l'axe de la coordonnée

gement de coordonnées dans les termes qui contiennent {(x - hey) , on conclut

que  z, vérifie :

(3.7) ;D A (x) {c,“(agszh’BJr b;j a, + eV 1«;/2) .

+C(bg 2yt Oyt Ty £¥ P1/2) dx = 0
’

Ah(x) = }M U1+ |a(x) + tﬁ‘;zlz +p(x) + ’cﬂp\zjk_1

H

A (x) “(3 (x) = [x + thex,z(x) + thz,p(x) + t0p) dt
0 % P

Ah(X)bi(X) = j; fp z[ méme] at, Nz = z(x + heY) - z(x)

*

(3.8)

P(x) = sup [1+]a(x)+ tliz]? + ] p(x) + tAmz]
Oété1

et les autres coefficients sont donnés par les formules correspondantes. Il

N ™ Y . . p
suit des hypotheses que a%ri 5 bg ’ Ch , eh i , et fh sont bornés uniformé-

ment pour O« |hi<h, et que les az B v’rifient (3.5) uniformément pour
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0<lhl <h, . Enfin
- Vk-1 !

by — A= dens L5 (D') ,  A=1k/(k-1)
(3.9)

z, — px. dans LZk(D’).

Maintenant, supposons que ﬂéLipc(D'), D CD'a y 0<fhl<n, , et
posons
(5.10) (= 1fe, , 1 =1 -
. =7g , "=l dans D, M=1-2a" d(x,D)
pour O « d(x,D) < a/2
M=0 pour zeD' -D et da(x,D) 3, a/2

dans 1'équation (3.7). En utilisant 1'inégalité de Schwarz, on obtient
2 2 2 2
(3.11) jD' A (@)} Vo (=) ax ¢ © ‘fD(n V| )i, (x)(z; + P )ax

et le membre de droite est borné uniformément pour O <lhl<h, .

11 suit de (3.11) et (3.9) que Z, pY dans H;(D) pour une sous-suite
de valeurs de h _50. De (3.9) et (3.11), on déduit que

(3.12) AL/%,O__;, A1/2C,¢ ot A;l/?. %ch,{ _ A1/2ao<f5pwﬁ,etc,
1

dans L2(D) pour chaque { fixé €Hy O(D) et une sous~-suite extraite de la
X9

précédente., Par conséquent on conclut que chaque p eH;(D)ﬁ sz(D) et

¥

en utilisant la semicontinuité, que
f Vk"1 lel2dx < Ca—2 f dex
D > D!

De plus, il suit de la convergence dans (3.12) qu'on peut faire tendre h , O
dans (3.7) pour obtenir (3.4). Il suit du théoréme 1.6 que U€H12(D).

REMARQUES, On déduit du lemne 3.2 et du lemme de Sobolev (théoreme 1.13)
que la fonction U = Vk/2e L2s(Br) pour chaque r ¢ R,

[s:)//(v-2) ’ BI' == B(XO,I'), et BRC_G].
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-~

L'idée de Moser [14] est de démontrer que U’ ¢ L2(Br) pour chaque T d'une

suite —3 + @ et chaque r d'une suite —y R/2. En utilisant certaines

inégalités on peut conclure que U est borné
8 P 4 1¢e dans BR/Z. Pour cela, on pour-

. 2..2T=2 .
rait poser €= N U2 p,\(_, ou 1N éLlpC(Br) et n (x) =1 pour xe Br' ,
r'¢ r. MNais malheureusement ces fonctions U ne sont pas nécessairement dans

1'espace H.12k O(Br)' Par conséquent, il faut démontrer des lemmes techniques.
b

LEMME 3.5. Supposons aque (i) U et BGH}(D), (ii) le support de U

est compact et ¢ D, (iii) CB,\‘ et C’YB € L1(D) pour un certain entier
‘(‘915 YV

. Alors
jD CB,de=-jD C’Y Bdx.

Démonstration : Soient E et B fonctions de U et B, respectivement,
possédant les propriétés de continuité absolue annoncées dans le théoréme 1.6.
I1 suit que la fonction ( B est absolument continue par rapport & xY
pour presque toutes les valeurs de (X1,..., XY-1, xY+1,..., x” ). Le lemme

s'en déduit en utilisant le théoréme de Fubini.

o
LEMME 3.4. Supposons que (i) A et BEH}(D), K =1y000y ¥V , et
(i) gue
j (A“C,o( +B{)dx =0
D

pour toute CéLipc(D). Alors

4 &
L A,

X =1

G((X)=B(X) p.p. sur D.

Démonstration : En utilisant le lemme 3.3, on conclut que
v

fD C(B - Ly L)z =0
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pour chaque C eLipc(D).

LEMME %.5. Supposons gue

(i) C6H12(D) et le support de U C.D ;

g 1
(i1) Q)€H2(D) et ¢(x) v 1 p.op.sur D;
Loy &
(ii1) & e B(D), x=1,000, V5
(iv) 9L et ¢7a% e H;(D), X=1,000, V3
(W) YV et 7 Taer (D), = 1,..., v .

b

[v 8

Alors, pour chague Y, 18 Y&V, o<z=1 (C%XA’Y -C’YA(?“) €L1(D) et
Y

jD o<z=1 (CJMAJY'CvYA’oc)dX = 0, Y=Teees Vo

Démonstration : Pour chaque n, définissons (()n(x) = P(x) toutes les
fois que  P(x) ¢ n et Ll)n(x) =n pour tout xeE , ensemble ok
¢(x) 5 n. Evidemment Q)n € H;(D) et VQ’n(x) =0 p.p. sur E et
VQ)n(x) = V¢(x) p.p. sur D~ E . Meintenant, définissons
(o S S - & ol
0=9C, =T, =g w,a = X = fab .

o
Gréce aux hypothéses, il suit que meH;(D), C e H;(D), et, par conséquent
- o
(3.13) w\/XELg(D), CvxeLZ(D), ¢ VXGLg(D).

On voit aussi que

[ 1= ez ol <o

n_1 v W y Pups sur E

Ve = 07 Vo- 0T =
4)"1Vw—CVX , pop. sur D - E

Par conséquent, chaque Cn € H12(D) et son support C D.
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On a aussi
4 1= (901 ¢ nle™|
J‘ b_ve*
e
Y Lwn(w"‘- & 7x)
Par conséquent, chaque A: € H12(D) En utilisant les fonctions mollifides on

conclut airément que

(3.14) jD Jn(x)dx =0 ou I, = 'E (Cn,oL A::’Y- Cn’Y A:: o()

o =1
Maintenant, définissons

Y

. v ot ot o 8
(3.15) 7= 0(5—:_-1 (C')okA’Y- C’Y A"O{) ’ Jo = oay“=1 (wﬁo(C?X_(")a\{C?o()'
I1 suit des définitions et (3.13) que

Jn(x) = J(z) p.p. sur D - E
(3.16) Jn(x) = J,(x) p.p. sur E,
) ot
1) = 3,(x) + L [9,(0%,) = 0% - Gy 1) =yl + & 0x,)]
f J(x)dx = f [7(x) = J,(x)Jax O .
D E
n

LEMHE 3.6. Supposons que la fonction U du lemme 3.2 ¢L, (D') pour un

nombre T >/1 . Aloras, la fonction w = Ul e H;(D) pour chaque DC C D' et

j Ilede < ® 1272 wodx si DC D',
D > D! &

ou C ne dépend cue vV, m , I‘-'I1, K, et k.
i

Démonstration : Définissons (i) h =271-2, (ii) UL(x) = U(x) sur
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l'ensemble D' - E et UL(X) =L sur l'ensemble B des x ol u(x) 5, L,

(iii) n(x) =1 sur D, T(x) =1 = 2a'1d(x,D) quand 0 ¢ d(x,D) ¢ a/2, et
T(x) =0 quand x€D' et d(x,D) Y 8/2,
(iv) AY = f , B=f , = yE=1)/2
P 2
(3.17) C= 07U py (X fixg),
Nous concluons du théoréme 1.5 et des définitions des coefficients a’ © y etc.

que A% et Be H}(D') avec
o kel *f3 o Ay 1/2
= =T Yy1/2
B,y = vl Py, + oDy + £1V172),
Ensuite, nous concluons de (3.17), (3.18) et du lemme 3.2 que ¢, P T, ¢=1p%,
et $'Be H12(D'), PV L et qr‘ VA“5L2(D'), et B,y et T, BeL, (p'),
et le support de U (le méme que celui de M) ¢ D'. En utilisant les lemmes

3.3, 3.4, et 3.5, nous concluons que le membre de gauche de 1l'équation (3.4)

est égal a

e . *
j g ((,',0( By y +CB,X)dx = f L (¢ A,Y*CJXB)dx

D! pro«
A & K
(3.19) = jD’ Z{-(% Byy=Typhs Jox = 0.

En remplagant U par anlg Py dans 1'équation (3.4), nous obtenons
1'équation

DI R (e I A NIl NI WLE SRS

+ ﬂzUipx (b“me + cpy + £l V1/2)} dx =0

En utilisant le fait que V=1 + z2+ ‘p\2, U=Vk/2 , UL_—_ VIL{/Z , et

V’(ﬂ = 2zp(3+ 2 ph, pb"@ , l'éguatlon (3.20 est équivalente &
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. -1 2. h, &3 2 ' /2 ,
o JD' v {‘1 Ulﬁ(& PrePpp Zb“pxpw* clpl” + e"‘YpY’“v /2 4 ¢ P /2
(3.21)
+ﬂ2U§-§- VL VL, [a 19(2\7 I ZP{_:,) + B }p\ L &Y p 1/2] +

+ ZT]Tl,Q(Uh[a P p)”ﬁ+ R |p . e°< o V1/2]}dx

En utilisant le fait que UL « = 0 p.p., sur E et los inégalités
’

|Vl 2/;3 vV - v, f2sb] ¢ ea +eT?, &P A Aﬁ’“t |M2

-

nous concluons que

« - m - )
0 >/‘(D' e 1 {T}ZUILI[T% v NVF - c1v + l‘léi (m1’va12 v Cgv) _
-2 m1 > ] )
- C3fa-/m U?V} dx 2 :J,—kE fD' Ulﬁ[n (1 + 2 nk) NUL‘ -

- o1 + 2u)0? 72 - cvPlVnff] ax.
Par conséquent, nous avons

(3.22) ‘J.D UzﬁL—2 2 {VU { ax ¢ Cf \7nl2) 2 ZT - 4x ,

-
C étant indépendant de T . Gréce & 1l'hypothdse (que U ¢ L2(D')), nous pou-

vons faire tendre L _, + oo et conclure que

f % v2 12 |Vujfax ¢ ¢ f M2 + {&71112)112T dx
o S

Le lemme s'en déduit aisément.

THEOREME %.1. Supposons gue z6H12k(G) et vérifie (3.2). Alors ze Lip(T)

pour chague D C & G,

Démonstration: Supposons que BZR = B(XO,ZR) C G et définissons



Rn=R(1+2 )s Bn=B(x°,Rn), mo=U, W o=w, , s= V/(V=2).

Evidemment

S
wo=W

n et pour chaque n,

Nous utilisons le lemme de Sobolev (théordme 1.13)

1/5
{J.B Wzsdx\& < Co § (| Twl® + =2 w2) dx
T

~ B
r

Alors, nous concluons (Rn >, R)
2 /s _ 2s 1/s
(3.23) {l[B e dx’} - {j; W% dx }
n n

2, =22 2n-2 n_ =2 2
< Co fB (Vi _y 15 B75_Jax g 2C,C, s 4R fB Wy ax
n-1

n

en utilisant le lemme %.6. Posons

nous obtenons de (3,23)

W KRGS, oh K, =20, 0 sTORC, K =45

21
Alors w, néL1(BR) pour chaque n( T, = ) et

- 27 1/t 1/t * B
: n n . , n K, K" W
lim {3 W dx} £ lm LA S

[}

n.5® BR n., o
ot «=(1-s)" =V, p= Vs
2 -1 2
[02)12 ¢ clBlx,,2R)] fB(xo,zR) RUCOLECVARIE 3

En utilisant les résultats de la partie suivante, on peut déduire du

théoréme 3,1 :



- 37-5 -
THEOREME 3.2

1 o -
Supposons gue zesz(G) et yirvific . (3.2). Alors ZECL (¢) pour un

certain nombre positif, En effet 1l'éauation (3.4) nrend la forme (4.2).

IV, Certaines équations linéaires.

Dans cette partie nous discutons les équations

ot Ce ™ u,y)dx = 0 , CeH;o(G), A(C)cea

(4,2) ‘J‘G [C)O((ameu)p+ &) + C(c:‘)(u,°< + f)]ax = 0,

(4.1) J‘G (€, am(?’uJ

Cemy (@), AQEIC G

ot A(Y) dénote le support (ensemble fermé) de U et les coefficients o> P
et ¢ sont bornés et mesurebles et les coefficients &8 vérifient (3.5) ;
nous ferons plus tard des hypothdses convenables concernant les fonctions e
et f. Les équations plus générales ont été discutées dans les articles [15],
[16], et [17]. Le Dr. Kotake les a également discutées en utilisant la métho-
de de I ser et Morrey dans ce séminaire, l'année derniére. Dans cette partie

nous utilisons les méthodes de Kotake~ ' ~er-llorrey.

DEFINITIONS

Une fonction u est une solution de (4.1) (ou (4.2)) si UELE(G),

ue?T;(D) pour chaque DC C G, et (4.1) (resp. (4.2)) est conservé. Une

fonction v est une sous-golution de (4.1) si ve.L2(G), ve H12(D) pour cha-

que DC CG, et

(4.3) f@ (b, a{*ﬁv,P + T, dax £ 0 5,0 QJGH;O(G) AP) e,
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THEOREME 4.1

Supposons aue (i) F soit une fonction convexe et non négative sur R

1 b
(i1) w soit uwne solution de (4.1), (iii) v(z) = Flu(x)], et (iv) ve L2(G)'

Alors v est une sous-solution de (4.1) et

(4.4) j [Vvl2ax ¢ (¢, + C.a) j vidx si DCG
D 1 2 G a

oi C, ne dépend que de m,, M, et du vrai max de le(x)l , et C, ne dépend
que de m, et M1 .

Démonstration : Premidrement, nous supposons que FeC2(R1) et vérifie
une condition uniforme de Lipschitz. Alors il suit du théordme 1.5 que
ve LZ(G) et veﬁj?(D) pour chaque DC < G, Supposons que eLipC(G) et
que Y50 dans G et posons C= ¢m(u) dens G. Alors A(L)C G et

- H120(G)' Fn utilisant (4.1) avec cette fonction U , nous concluons que

(4.5) 0= j(; [Q):,O( efxB V,ﬁ + ﬁiic“ Vi (pF"(u)ad@u,(x u, 3 ]dx >,

o >
> J‘G (L!))O(a pv,ﬁ+ e v,o()dx

I1 suit aisément que v est une sous-solution de (4.1). Maintenant définissons

N comme dans la démonstration du lemme 5.6 et posons

(4.6) $=1°v

dans 1'équation (4.5) On en déduit que

. o
(4.7) o j . [T]Z(ao(ﬁ v,o(v,i3 + co(v,mv) + 2Tm,o( a (va,o(_]dx.

L'indgalité (4.4) suit aisément de (4,7), de 1'inégalité de Schwarz, et de

1'inégalité |2 ab| ¢ a2 + €71 12,
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En général, on peut choisir une suite {Fn} de fonctions convexes dont
chaque Fn€C2(R1) et vérifie une condition uniforme de Lipschitz telle que
Fn(u) < F(u) pour chaque n et u et Fn(u) —s F(u) pour chagque wu. Si
vn(x) = Fn[u(x)], on en déduit que O ¢ vn(x) & v(x) pour chaque n et x,
que v, oV dans L2(G) et, par conséquent de 1'inégalité (4.4) pour chaque

n, que v __ Vv dans H12(D) pour chaque D C C G. Le théorétme suit aisé-

n

ment.

THEOREME 4,2

Supposons gue F,u et v vérifient les hypothéses du théoréme 4.1 avec

G=B = B(x,,R+a). Alors

\v(x>|2<Ca""jB v(x)1%y , xeB,
R+a

M

ou C ne dépend que de V , m 19

et du vrai max de |C(x)l.

1’

Démonstration : Définissons

T

s=V/(v-=2), 1_= b, we=v, wo=v o, B =B(x, k27 a).

]

En utilisant le théoréme 4.1, nous concluons que W, est une sous-solution
de (4.1) sur Bn pour chaque n, Le reste de la démonstration est essentielle-

ment le méme que celle du théoréme 3.1,

LEMME 4.1

Supposons que (i) F soit non-négative et convexe sur 1'intervalle [0,09 ,

(i1) H = -e soit convexe sur [0,®), (iii) u soit une solution non-

negative (4.1) sur @, (iv) v(x) = Flu(z)] sur G, et (v) ve L2(G). Alors,

v est une sous—solution de (4.1) sur G et

f |Vv)2dx < Ca—2lGl si DcCG
e D ~ a
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ou C ne dépend gue de m, 5 IVI1 , et du vrai max de | C(x)\ .

Démonstration : Premiérement, nous supposons que
HeC[0,0] , -1gH) ¢ ¢ (€<0)
et que H"(u) soit bornée sur [0,® |. On en déduit que Fe Cz[o,oo) , B, B,
et P sont bornées dans cet ensemble et que F'(u) -, [F’(u)]z. Posons
C=T 2F'(u) dans 1'équation (4.1) oi 7 est définie comme dans la démons-
tration du lemme 3,6 ; il suit aisément que CEH;O(G) avec N(Z) CG.

I1 en résulte que

. AR 2 o 2 &
0= ‘J/G. [Elﬁm’@\a (vy(s +M F"(U-) a @u,otu’ﬁ-*. n c V,u]dx >/
o 2 X x . x
>/ j‘G [h (a ?’V,Qk V,@ + C v,o() + ZTm,O( a ﬁv,g]dx

et enfin

Jowiwle ¢ o f 0P e,
G G

L'inégalité s'en dédvit aisément.
Dans le cas général H est convexe avec - 1 ¢ H(u) <0 sur [0,00).
On peut choisir une suite {Hn} dont chaque Hn posséde les propriétés désirées
telle que Hn(u) éH(u) et Hn(u) —» H(u) sur [0,m). Il suit que
Fn(u) < Flu) et Fn(u) _, P(u) et le reste de la démonstration se fait com-

me dans la dernidre partie de celle du théoreme 4.1.

LEMME 4.2,
Supposons que ueH;(BR) y Bp = B(x,,R), et que l'ensemble S de points
x pour lesquels u(x) = 0 a la mesure [SI 3 =Bl ou o 0. Alors
j | u(x) | %ax < oR f | Vul?ax
B

By R

ob C ne dépend que de VY et e



I1 suffit de démontrer 1'inégalité pour R = 1.
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Démonstration : Supposons que 1'inégalité est fausse. Alors, il existe

. 1 1
une suite {un} , telle que HunH2 =1, w _,u dams H2(B1) ,

lSnI >/c1 jBH , et

[ M@y | 7% e
3 5

s, étant 1'ensemble ol un(x) = 0., On en déduit que u,o»u et Vun -0

dans LZ(B'l) u, »u dans H12(B1) et que u=d = const, £ 0

Hulf‘2 = 1. Alors

2 » 2
dlsn\ = I ]un-u[ dx ¢ *fB ‘un-u\edx - 0.

Sn 1

Nous obtenons une contradiction.

THEORRME 4.3

sur B1 car

Supposons que (i) u soit une solution 3 0 de (4.1) sur

B,, = B(x,,2R) et (ii) 1'ensemble S des x ou u(x) y,1

2R
% {BZR)(C1 % 0). Alors

»

u(x) >, c, ¥ 0 pour x€Bp ,

ol ¢, ne dépend que Y, n et du vrai max de

2 1 1’
Démonstration. Jk, 1 <k ¢2 tel que

1Bop = Bypl=

s N BkR, > N lBkRH/Z.Définissons F(u) = max [-log(u +€),

& une mesure

te(x) .
c, —\B2R {1 /2.A10rs

0], ol

€ % 0 arbitraire. On voit aisément que F vérifie les hypothéses du lemme

4,1. Par conséquent

\Y [Vvladx <G /-2 , v(x) = Flu(x)].

Byr

Car v(x) =0 sur S et |SN B > cy [BkRM/Z,on en déduit que

kR
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f v2 dx ng R\).
Ber

Le théoréme se démontre en utilisant le théoréme 4.2.

THEOREME 4.4

Soit u une solution de (4.1) sur G. Alors uéCotl (G) oh 0 ¢y ¢ 1
o}

et U, ne dépend que de Y, m,, N, et du vrei max de le(x)\. Plus précisé-

ment

a(x) = (N ¢ 0l s 5 -z /)

Bay = B(x,, R+d) C G, xeB, , T=V/2, S ¢ r,
et C ne dépend que des mémes quantités que W, .
Démonstration : Il suffit de démontrer 1l'inégalité. Nous supposons que

B(x,, R+0) C G, Il suit du théoréme 4.2 que

[+
XEB, .

-T
IU.(X)‘ < C,‘ 6 ”uNZ,R‘{'(S ’ R

Définissons m = vrai min. u(x), M = vrai max. u(x) pour X eBR et
choisissons @ (unique) de telle sorte que IS < IBR\/Z et S71¢ \Bg | /2,

S" et S étant les ensembles de points x€ By

resp, u(x) ¢ M . Si m (@ <¢M, les fonctions [M - u(x)]}/(M - @) et

pour lesquels u(x) > m

[u(x) = n]/(@ - m) vérifient les hypothéses du théoréme 4.3 sur By avec

¢, = 1/2. Alors m, ¢ u(x)( M, pour X€8/p s U

m, =m - h(f -n), M =u+ h(l-m) , h=1=-c,¢1,

1 1
c, étant la constante du théoréme 4.7 avec ¢ = 1/2. On obtient le méme
résultat dans les cas ol m=m et m=M,

Maintenant, définissons



W(r) = [vrai vex u(x)] = [vrei min. u(z)] pour x¢B , T £ R.
Nous concluons du paragraphe précédent que
==d R} n — ”T (o]
\‘P(2 YLR-):‘:U.L ] L_2C16 nu”2,R+6 n=1,2,uv'
Alors
1

log P(r) {log L -logh+ (n+1)logh  pour 2" Ry x QZ'DR )

c'est-d-dire, pour (n + 1)log 2 > log(R/r) » n log 2. On en déduit
1 Ho
W(r) ¢ h'u(z/R) , P, == (log h)/(1log 2).
Le théor>me g2 déuontre alors aisément.

Metation : Nous suppesons que |e(x)] ¢ e

e bt

THEOREITE 4.5.
3R°=Ro(V’D1QM1) C) et C:’C(v, m1’M1, C) telsque, VR

telque 042 ¢R, et By = B(z,,R) C G,

. -1 1 2
(1) B(U,U) » 2 m1( HU“Z,O,R)
"11 A 1 T
pour cha;ue U € HZC(BR)’ ol
R ¥

(11) 3 tne soluticn urique u de (4.2) sur B, telle que u = w*e H;O(BR)

R
. . et e 1
quel que soit B, C G, O<RgD, ,/ et fe LZ(BR)’ et u¥e H2(BR) ; pour
cette solution, on a
o o 1/2 «||0 -1/2 o "
HVuHZ’R < Clilelly + 1y ||V “2 + 27 °R(I) + clluxll) .
Dézorotration ; Posons u=uw* + U, Ue H;O(BR). L'équation (4.2) devient

B(0,0) =107 = - [, (8%, + FQax,
R

(%= %+ ap(ﬁlr’f(3 JFo=f+cuy )

Evidemment
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) 5 ) Gy (W e Vol
R

2 .
> Hamul 2oL | Pa s,

R

2
% 3/4ny I01° o R |jul?

en utilisent 1'inézalitd de Poincaré. L'indgalité (i) s'en déduit aisément et
la dcuxitme conclusion cu théordme s'obtient en utilisant (i) et le lemme de

lax et Milgran [18].

THEOR™VE 4.6,

Supposons cue (i) 0 <R <R, et B(XO,R) C @

[e8
(i1) a;‘f-*(x) et a%P(x) vérifient (5.5) et le,(x)[, |e(x)l ¢ pour
chague n et choma xeBR H
(1i1) & “Plz) 5 &P (x) et cg (x) — ¢”(z) p.p. sur By 3
(iv) o — e et f, — £ domns L(B)
(v) u* u* dans H (B )
(vi) u et u soicat les solutions uniques de (4’2)1'1 et (4.2) telles que
M 1

wo -ut ot u- e H2O(BR)’ resp. Alors u ., u dans HZO(BR) .

Démonctration : DPosoans

I >
U =u —-uw , U=zu-u*, & =e, +a{2u* y, F =f +c u*
n n n

n n n n n,
E¥= ¢+ d Bu,P F=1f+ co(u‘é"o(
Alors, grice au théoreme 4.5, les HU1 2,0,R sont bornés uniformément et
E* 5% et F P dans L,(B).
n 77 n ~7 2R

Maintenant, soit {Ur} tne sous-sulte arbitraire de {U . 3 une sous-suite

f' 217 1na ad Vi
1Us} de {Ur} tzlle cue U_ __ une fonction U, dans H 2O(JB) Mais évi

[el
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demment BS(US, ) _ B(U,, 7) et L(0) () V C¢H120(BR);nous en

concluons que U, = U.

THEOREME 4.7.
3R1 =R1()1, m, M, c) et C=c(V, m,, M, c)(R1 > 0) telle que

HVqu’r < er(z/) ", o< r <R, L= WVall . 1= v/

pour chaque R, O <R ¢ Ry, et chaque solution u de (4.1) sur B, telle

} )
que IIVU.“2,R < +o.
Démonstration : Gréice au théoréme 4.6, il suffit de démontrer ce théordme
N, O< .
dans le cas ou u,a P , et c“e C(I(BR) Evidemment nous pouvons supposer,

aussi, que la moyenne de u = 0. Par conséquent

llly 5 < CONRIVAIG o

En utilisant le ‘théoréme 4.3, nous concluons que

1-T-H, to
(4,8) fu(z) = u(z)l c,IR lx = x) , 04 \x=x%4 ¢ R/2.
En posent {=1u - u, dans Br(r < R/2), nous déduisons que

(4.9) J [ad(zu,du,(g + u - U, Ju,, Jdx =f (u - uo)adfg Mgl as.

Br 19 Br

En définissant \P(r) = (”vuug r)2, nous concluons de (4.8) et (4.9) que
H

. 1-"‘-“0 T P-o 1/2
(4.10) 3, 9(2) - o0, 1! 70 T [0(@)] /2 ¢

i to= 1
é M,‘C1L31 T ‘o I‘T+ o 1/2 [\?,(r):’ /2
Pour simplifier cette inégalité, posons

(441)  t=z/R, () =120(t), (9'(z)=1K" §'(s))

I1 résulte de (4.10) ot (4.11) que
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(112) B(1) =1, §(t) - oo [G(1)]2 , o F o1 2 ()72,

D étant croissante.

Dens un intervalle [a,b], 0 <a <b ¢ 1/2 dans lequel

d(t) 740 )
(4.12) entraine
(1) < 2 oyt o 24 71/2

d'ou
(4'13) d)(t) < Kty—2+2pb ’ K= maX[4 Cg(\)— 2 + 2“0)1 @(b)/bv-z-kzuo].
si b=1/2 et §(v) 7 4 Cg RS el ,

- L -
CD(b)/bV 2+2f-o S ZV 2+2LL0

ecar

Q(1/2) & () =1. si v 1/2 et H(v) =4 2 B B

~242lL L
do)/p =2 =y o3 B ¥ o ° V R, 0<R<R (LR).

Alors on en déduit que

(4.14) () < K E" Mg opexp 2y cg(v- 2 + 2l,)],
té (a,b),
Mais

V+2LL° V=2+2}L,

40 <Kt Vte[0,1/2] et ROLRY(R

1 [ ]
THEOREME 4,8

Supposors que (i) G soit bornée et f soit bornée sur G ;
(ii) eel (G) et vérifie

2 2
(4.15) fBX - l!dng(/R)

2+2U*, 0¢Hlyel, s B(xy,r)B(x,,R) (G

(iii) u soit une solution de (4.2)¢ H;(G)
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l‘( )

Soit V 1le potentiel de f sur G, Alors, Ve C1(Ev) pour chaque

c,0{ o <1, et

(4.16) fG (C’OLV’O(- Cf)dx = 0, CEHZO(G).

En utilisant 1'équation (4.16), 1'équation (4.2) se réduit

m/

I
(o

*
jG[ C,o{(a"‘e’u,{3 +e +V,) +Clc%u, oc]dx

dens laquelle e + VV vérifie (4.15). Par conséquent nous pouvons supposer
que f =0,
Démonstration. Gréce au théoréme 1,12, il suffit de démontrer que

HVng’r e K(r/R)T_HH, 0 ¢r¢R, B(x,R)CEG

pour un certain X. En utilisant le théoréme 4.5, nous concluons que u="U+ H

ol U est la solution de (4.2) sur B, qui E’H120(BR)’ que H

sur B R

R ’
est une solution de (4.1) qui €H12(BR), et que

IVol] ¢ < ¢ llel3 ¢

Par conséquent

WHHS’R $ !qullg’R + 0y lielly 5 VRIS L < c, 11Vl 5 (x/R) T o

Maintenont, définissons (P(s) = sup llVUH; g Dbour toutes e qui véri-
]

fient (4.15), R étant remplacé par S ¢ R, U étant la solution correspondante

1
20

vérifie (4.15). Nous pouvons écrire U = US + HS sur BS ou US est la so-

de (4.2) sur BS qui ¢ H (BS). Puis, choisissons une e arbitraire qui

lution de (4.2) €H120(BS). Evidemment e vérifie

j |e|2dx < [L2(S/R)V-2+2u] (r/S)v-2+2H 0Lrgs.
B

En outre
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“VUSUS,S ¢ C1L(S/R)T-1+“, HVHSHE,S < LY(s/R) + C1L(S/R)T"1+“

en utilisant la définition de p . Maintenant, supposons que 0 < r <S <R.

Alors

ol < lvudl + 1105: 41

é L(S/R)T-‘IHL L?(J?/S) + L[C1 (S/R)T'1+p“+ LP(S/R)](r/s)T‘HHo

Comme e est arbitraire, nous en déduisons que

(4.18) P (s) ¢ £ G (s/t) + [C1t-€"1+p+Lp(t)](s/t)—r"Hu°, 0O<e <t <1

Evidemment t est monotone et (1) £ C, . Choisissons o, 0 Lo < 1.

Alors
T-1+ 1L =T+, =L
p(s) < 8, s ¥, o £ &t 8 6T -

En utilicent (4.18) avec 0—2\4 sL 0 et t= 0“"13, nous obtenons

T+l .
S

-
y ou S, =(S°+C1)(1 +QW) = C Ho-t

(4.19) y(s) < S, , W=o

1
Come S, %S, , (4.19) se maintient pour o?ys ¢ 1. utilisant (4.18)
avec o (S ¢ o2 et t=0"2s, nous déduisons que

N N

T-1+4 2
w(s) ¢ 8, s H a-4< s ¢t s, = (8, +¢,)(1 +w)(1 +0%) - ¢,
En recommengant, nous obtenons

w(s) é g ST-JH-H

N

-1
y 0gs gt s=(so+c1)(1 -W) - C,

Le théoréme s'obtient irmédiatement.

V. Uns sutre classs des in*tégrales.

Dans cette partis nous supposons que f vérifie les conditions suivantes

pour tous (x,z,p) :
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fec®, N=1 k> v/2
m1 Vk-K? £ f(x,z,p) £ M1 Vk 0« m1 $ 1.11
2 2 2 2 k 2
¥ =
“ (fz tipt fz:; Y) S M, v V=1+|p|
(5.1)
* 2 2 2 2 2kl
2oL 4ot W v
L( Pyt Py 2 pme) S

-2 -
m VRS ¢ fpo(p@(x,z,p) A g & w2

[y

si les fonctions a%P (x,z)e ® ot vérifie (3.5) pour tous (x,z,7), alors la

fonction
f(x,z,p) = [a“‘g(x,z)p“ ppt 1]k

vérifie les conditions (5.1) mais elle ne vérifie pas les conditions (3.1).

Pour ces intégrales on peut démontrer le lemme 3,1, Mais en suivant la
néthode de la démonstration du lemme 3.2 nous trouvons qu'il faut remplacer les
coefficients bﬁ( ot °y et fg resp., par Ph bg , Pﬁ Cy s et Ph fg .
Ce fait-ci introduit une difficulté : il faut savoir que vf” € L1(D) wniformé-
ment (p.r. & h) pour chaqgue DC C ¢ mais nous savons seulement que
Vlge L1 (D). C'est pour éviter cette difficulté que nous introduisons une nouvel-

le méthode dans ce paragraphe,

Définissons

(5.2) 3(2,6) = (2k+2) jG v ax

LEMME 5.1

Supposons que z*éH;k_!_z(G) et G soit borné. Alors, il existe une

fonction 2z, wunique qui rend J (2,G) minimum dans la famille de toutes les

zeH;k+2(G) telles que z - z*eH1 G).

/
2k+2,0"

Démonstration : L'existence est évidente. L'unicité se déduit de la
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convexité de l'intégrale J.

NOTATION., Définissons K, = J(z,,G) , z, étant la fonction introduite

an lemme 5.1.

THEOREME 5.1
1 .
Supposons que gz*E H2k+2(G) et G soit borné. Alors, pour chaque
K> K, il existe une fonction z_ qui minimise 1(z,¢) dans la famille 31{
1

de toutes z telles que 2z - z¥¢ H2k+2,O(G) et J(z,G) £ K. La fonction z,

vérifie 1'équation
1
(5.3) fG (g, ( WE ¥ fpm) +{f Jax =0, CeHyin ol6)

pour un [ =}(K) 3 0. Il existe une suite {Kn-\K — + o telle que
K, P(Kn) > 0. [L est unique si 2z £z,

Démonstration : L'existence est évidente car I et J sont semi-continues
inféricurement par rapport & la convergence faible dans H12k+2(G)' si J (zK,G)< X,
il suit que (5.3) se conserve avec =0, Si K> K, et J(zK,G) =K, 1z
n'est pas une extrémale de J (convexité) et, par conséquent, il existe une

fonction 1€ LipC(G) telle que

(5.4) "YG t“o« de (V zK)dx = 1,

On en déduit que J (zK + >\C1 ,G) est croissant par rapport & A . Supposons que
[ vérifie
(5.5) f ¢ P (Vz)ax=0
G 70( P K
et définigsons

2(x, 1) = g (x) # A L(x) = e 7T (a)

¢ étant une constante. Nous en déduisons que J[Z(.,A),G] < K pour chaque
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A telle que Al A o » C étant suffisamment grand et > 0. Comme

J(zK,G) = K et z, minimise I, nous en déduisons que

Y ——
(5.6) fG (a,okfpo(-s—ﬁfz)dx = 0

pour chaque U € Lipc(G) qui vérifie (5.5),

Maintenant soit U arbitraire ¢ Lipc(G). Ecrivons

C = U +A C,] ou A= fG (C,OLde\)dX.

Evidemment U* vérifie (5.5). Alors, (5.3) se maintient avec

= - (C f  +0, fz)ax
t “[\G Yy P D

Comme I(z,G) > I(ZK,G) toutes les fois que J(z,G) « K nous concluons que
-1
(5.7) X [I(ZK - )\K.,,G) - I(ZK,C-)] % 0 pour 0 A< A1 .

, -1 \
Alimm AT Iz = X7 ,,6) - Tz, @) ] =1 5 0.

Enfin, soit
P (K) = I(z,6).

Evidemment < est non-croissante et

w(k +4 K) ( I(ZK +A\C1,G) oh A K= J(zK +>\z1,c) - J(zK,G).
Car VK/)\ _, 1 en méme temps que A _, O, nous concluons que

wr®) = -u(X) p.p.

Alors, si K, > K, , W ¢st sommable sur [K1,ca) et

plce
J w(x) ax ¢ w(K,) - 1(z0),

X

z, ©étant une fonction minorante pour I(z,G).

1
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Maintenant démontrons deux lemmes techniques.

LEMIE 5.2
Supposons que (i) C, soit la constante du théoréme 1.13 ;
. . 1
(i1) waLz(Bb) et weHz(Br) pour O < r < b(Br = B(x,,1)) ;

(iii) w vérifie 1'indgalité

(5.8) j

o \

| Vul2ax < c 5% v2dx + C a2 wodx
1 2

B B B

r r r

(iv) HeLp(Bb) et vérifie 1l'inégalité

I I L )

Alors r

(5.10) f Ww!%x < (802 + 1)&1’2 j wlax , Ocagr, T+agh.
Br Br
Démonstration : Supposons que R ¢ b. Alors il y a une constante 03

telle que

fB 'vwlzdx £ 03(R - r)“2 j woax , (R/2) ¢ r <R

r BI‘

Nous déduisons du théoréme 1,13 que

o) [ Pl Ve ey [ (owl® e P ¢
{JBI' < JBr

N

-2 [ 2
£ 00(03+1)(R-r) jBR W dx.

En utilisant (5.8), (5.9), et (5.11) avec a = (R ~ r)/2 , nous obtenons



j | Tur)2ax & [Crecoeg+1) 4+ 4 02](R_r)‘2 j wdx =

B
Br R

={( 03/2 +1/2 + 4C2}}(R - r)_2f Wiz = 03(R - 1)° 5 w2ax
BR BR

LEMME 5.3

Supposons que (i) wELZ(G) et we H;(D) pour chaque DC C G ;

(ii) HeL,(G) et vérifie 1'indgalité
¢
(iii) w vérifie 1'inégalité

toutes les fois que B(x,,r+a)C G, 0 ¢a £ T+ Alors il existe wie constante

Y v
H dX)Z/ P e et ) >0 (H 50);

B(x,,r) AG 3

| Tulax ¢ 0? [ Bviax + o3 % | wax Ty,
B(x,,r+a) B(x,,r+a)

B(xo,r)
04 qui ne dépend que de C,, C1, 02, 03 et d'une borne supérieure pour a

telle que

o Ao
f l\/w!2dx < C4T a2 f wedx , B(x,, r+ta) (G,
" B(x,,7) < B(x,,r+a)

0cagr, >\=2+4£L-1

Démonstration : Définissons o¢ par 1l'équation

8 C, C

2
1 C3 T v =1

de boules B(xi, a/2) tel que chaque boule B(xi,a) C B(xo,r-!—a) et il n'y a
pas de points dans B(xo, r+a) qui appartiennent & plus de K(\)) des

B(xi,a). Nous en concluons en utilisant le lemme 5.2 (en remplacant C,‘ par

c,T 2, etc.) que
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o 12
f [Vwl€ax ¢ T |Twlax ¢ T %1
B(x,,7) S jB(xi,a/a) A Crod)
(5.12) & 40T 2g~2 L wodx ¢ 4KCST2a°2 r wdx
i B(xi,a) B(x, ,r+a)
(¢; =8¢, +1)

Pour les valeurs plus grandes de a, (5.12) se maintient avec a remplacé par
® . Nous en concluons que
f [Vw(’gdx £ 4 KCST 252 o2 j wodx
B(x,,r) B(x,,r+a)
a étant une borne supérieure pour a . Le lemme s'en déduit en utilisant la

définition de o ,

THEOREME 5.2 )

Supposons que (1Y vérifie les conditions (5.1) avec k > V2,
(ii) G soit un domaine borné, et (iii) z"'feH;k(G). Alors, il existe une
fonction z telle que z - z¥€ H12k, O(G) qui rend I(z,G) minimum dans la
femille de toutes ces fonctions et =z GCL OR

Démonstration : Nous supposons premiérement que Gec’ et z*eC1(§).
Nous utilisons les notations de (5.2), le lemme 5.1 et le théortme 5.1, Nous
supposons aussi que K = Kn pour un certain n. Procédant de la méme maniére

que dans la démonstration du lemme 3.2 en commencant avec 1l'équation (5.3) pour

Zy nous concluons que
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Y
f { [, 2, f3+Ah(a:BZh, (3+ PPy % * Ty )]+

I

(5.13)  + C(Phbh 7 ot PP b Ch %y t P )1 dx =0 , ¢H' (@)

C H2k+2,0
1
&3 _
Apery (%) ",fo

]

~ 1
depa[pK(x) + t\/pK]dt Ay fo vk[pK(x) + tvpK]dt.
Mais, cette fois, on a pour chaque K fini

Ky .*)vlé dens Lo, & s vk1 dans L

(5.14)

V1/2 et ~1

. -1
P, —> TV Gy Ppy dems Ly, P14k, o=t + 2(k=1)

En posant [ = T)ZZh , en utilisant 1'inégalité de Schwarz, etc., nous

obtenons

(5.15) | 0 v a) Va2 ¢ o \[‘D'{{v WoGh,, + 4 )z +

2, 2 2 2
+ 7 (Ph+Ph zh)Ah} ax

Pour chaque X fini, V§+1 est sommable et, par conséquent, le membre de

droite de 1'ir4galité (5.15) est borné uniformément pour O < [hl¢ hy,. De la
méme maniére que dans la démonstration du lemme 3.2, nous concluons que les
pKT' et UK<EH;(D) pour chaque DC C G et qu'on peut faire tendre h ., O
dans (5.13) et (5.15) pour obtenir

(516) [ e+ g ) Wnfax o [ { Un PO+ ) + 12

D KK

En définissant 0 fonction dz la démonstration du lemme 3,2,

} ?

UK ‘ 1/2 (£L1)/2 Vﬁ/d . D= B(xo,r), D! = B(xo,r+a)cl CG, Vk = Hﬁ

nous cencluons ouc
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c 2 ' 2.2 -
. U.
(5.17) ‘JB |VU[ax ¢ ¢ JB B U dx + C e
r T+a r+a
ol C1 et 02 ne dépendent que de m, I»I,,, K1, k, et V et ne dépendent pas

de K. Comme I(ZK,G) —» minimum on en déduit que j Vlédx est bornée uni-
G

formément et, par conséquent,

(J me® O] ey - ¢

r r

(5.,18) < LrEl , gy 0.

Par conséquent “UK.H:l2 - est bornée uniformément. Comme ‘LLK K _, 0 nous dé-
9 7

u;{/ZVK&“V{; 0 dans L,(6) et =z _,z, U _u= v

pKY - Py etc. dans H;(D) pour chaqgue DC C G et qu'on peut faire tendre

duisons que

h . 0 dans 1l'équation (5.13) ; évidemment z rend I(z,G) minimum.

D/ S S
Dy z

méme manidre que dans la démonstration du lemme 3.6. On déduit aisément que

L2 22
C=7° 1]

Définissons V= Py de la

toutes les hypothéses des lemmes 3.3, 3.4, et 3.5 sont vérifiées., En insérant

ces L dans 1'équation (5.13) (avec h =0, K= o0, {L=0) et en posant

w =U.""'U nous voyons que 1w~ vérifie la condition

L L
v (- \ - “\
(5.19) { [V w \de ~ C 72 j Vw2dx + ¢ T2a 2 { W2 dx.
N L =7 L 2 N L
B B B
r r+a r+a
. i 1/2
I1 suit du lemme 5.3 et de 1'inégalité (5.18) pour H =V que

(5.20) ‘ ,\/w ’2dx £ C T'Xa—z J wzdx = C T"\ a-ej U2 T"ZUachc
J 3 L N J g L 4 B L
r+a

r r+a
T 1
Si w=1U ¢ L2(Br+a) on peut déduite que we H2(Br) et que 1'inégalité (5.20)
se maintient pour w. Alors, on peut recommencer la démonstration du théoreme

3.1 avec
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A 2 A (s = v/(v-2))

pour

(5.21) [0(x)|® ¢ cIBlx,,2m) 7" | 10()1° gy,
B(x,,2R)

U=72, B(x,eR)CC g
oW C ne dépend que de (voir (5.18)), m, » M1, K1, k et d'une borne supé-
rieure de I(z,G).

Maintenant, supposons que Gé ¢! et z*esH;k(G). Alors il existe une
suite {2;i} dont chaque z; 501(§) telle que z; — 2¥ dans H;k(G). Pour
chaque p on peut construire une fonction 2z = lim sz telle que
Zp - zgééH;k’O(G), zp rend I(z,G) minimum pour toutes ces fonctions, et
zp(;Lip(G) avec les bornes impliquées par (5.21). Une sous-suite des z
converge vers une fonction possédant les mémes propriétés par rapport & z*.

Enfin, supposons seulement que G soit borné et que z*é.H;k(G).
Soit 2z, une fonction . minorante qui rend 1(z,G) minimum telle que
Zg = z*€fﬂ (G). soit {Gn} une suite de domaines, dont chaque Gné C1,

2k,0

telle que G (- G, pour chaque n et G=TG . Pour chaque n on peut

1
construire z = de la méme maniére qu'au paragraphe précédent, telle que
1 . .
- i = G et qui est
z, zoeLHZk,o(Gn). Chaque fonction Zn qui est Z, dans G q
1
. 3 *
=2, dans G -G est une fonction minorante pour I et Z -2 H2k,O(G)‘
D'autre part, pour chaque DT C G, il existe un N tel que toutes les Zn

vérifient une condition de Lipschitz uniforme et fixée sur D pour tous

n 5, N. Une sous-suite des Zn converge vers une fonction =z cherchee.
Y/

THEOREME 5.2'

Le théoréme 5.2 se maintient dans le cas k = /2.
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Démonstration : La démonstration est essentiellement la méme que celle
du théordme précédent mais il faut remplacer d'abord 1'inégalité (5.18) par la
suivente: Pour chague D' C C G, il existe des nombres b > 0 et K3 > K,

tels que

(5.22) {J

C1 étant la constante de (5.17), K appartenant toujours & la sous-suite, etc.

y .
HK ax\,2/ £ e=1/800, , KKy 0<rgb, B(x,,b)C D!
B(XO,I‘)

Pour démontrer ceci, posons z = lim Ze 5 B est minorant. Les hypothéses

concernant f impliguent 1l'existence des nombres m, 2, et K2 tels que
23) IVK - 1 v ,

(5.23) m, |p| - > & flx g, p)‘g_ M, |pl” + X, , 0<myg M,

Supposons que B(Xo,a)(: G, que O0<r¢a, etque Z - ze:Hv O(B ). Alors
pous obtenons en utilisant (5.23)

v
(5.24)  m, \_fB Vel ax - K18 | ¢ I(z,3) ¢ (2B £
r

v
¢ fB Va2, | ax+K,IBl .

Soit & un vecteur de longueur 1 et posons
v
2 (x, +8%) =%+ r s[a(x, +r%) - 7], \p<r)=jB A
r
7 étant la moyemne de z(x, + vl ) par repport 2 ¥ . Notons par (VG)Z
et §7E)Zr les gradients le long de B(0,1). En utilisant les résultats

suivants

\z(x, + v &) - 'z'l2ds( < oV )I o5(0.1) OzfzdS( )

J‘<>B(o,1)

V; ‘y2 _ 52 -2
%vzr(xo +s¥)¢ = Z gt S ]§Z§ 2 (x, + 88
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nous trouvons que

M
W(r) ¢c(v)-= er(r)+K20*r , 0<rqa
2

On en déduit aisément que

V2 A .
525) JB V/dx C(I'/a)‘f1 y O<rga, us0, B(xo;a)CGo
X A

Maintenant, supposons que D'C C G, que B(xn,bn) ¢ D', que
Kn"’ + o dans la sous-suite, que bn > {3 > 0, que X X, et bn —5 b,

En faisant des changements de coordonnées nous démontrons que

I[zK ,B(x,,0)] ¢ lim mfml[z - B(x_» b)]
.xn —

I[2,G - B(x,,b) ] £ lim inf I[ZK y G = B(Xn’bn)]
n .y n

On en déduit aisdment, en utilisant un domaine D" avec D'C C D"C CG,

que

m
(5.26)  I[zy,B(%,,0,)] € I[2,B(x,,5,)] + 1€, K 5K, , Blxob) C D'
En utilisant (5.1), (5.25), et (5.26), nous obtenons

255 _ K, | B(xo,,)| <I[ZK,B(x°,b )] £ 1[2,B(x50,)] + m,€/3

m
1
B(x,,b,) '
< dx+m &/3
< 1fB(X
Alors /
Y v/2 e K i,
Vy dx\<-3,—+-1-\B( b)l+--c( /a)il
‘B(xo,b1) m1

si b, est ¢ b suffisamment petit et B(x,,b) C D', Il suit du lemme 5.2

que Uy € H12(D) et ‘UK“Z .. est bornée uniformément pour chaque DC C G. On
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peut faire tendre K _y 00 et on peut faire le reste de la démonstration de la

méme manidre que celle du théoréme 5.2 en utilisant (5.25).

VI, Les intégrales du § 3 dens les cas 1/2 < k < 1,

N

La seule difficulté est que la démonstration du lemme 3.2 ne s'applique

pas. Pour éviter cette difficulté nous définissons

3(2,6) = (1/2) fG [Vzl2ax

et nous procédons de la méme maniére que dans la partie précédente. Au lieu de

1'inégalité (5.17) nous obtenons

€0 [ (gt v | U lfax ¢ e J by v, ax g

< Ca—2ch Vlédx + 2 Ca—2 KHk st DC D'a (VK =1 +1ZK‘2 HpK‘Z)

Comme K -+ O dans notre sous-suite, le membre & droite dans (6.1) est

borné uniformément. D'autre part

iﬁ WPK{deX _ jD V? Vﬁh IVP1<l2k i ¢
YD

1-k o 2 ok _
(6.2) (fD 7% ax) (jD TP ) b=k - X))
On en déduit que Py — P dans H;k(D), que Vék-1)/2 Py — V(k-1)/2p
dems HYD) , ot que U= P/2em(D).

Le reste des démenstrations du § 3 se fait de la méme manidre sauf pour

un petit changement dans le lemme 3.5.
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