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ESTIMATION DES VALEURS PROPRES DES IEMBRANES

par
Y. DEJEAN

A. POSITION DU PROBLEME (RAPPEL)

1°) Probléme ; Equations.

On considére une membrane homogéne fixde, ou élastiquement lide le long de
son contour, soumise & aucune force extérieure ; on note D 1le domaine plan
borné occupé par la membrane au repos, et [ le contour limitant D.

Les vibrations de la membrene sont régies par 1l'équation aux dérivées

partielles
2
AU =£‘3-‘21
Ot
( U(x,y,t) = déplacement transversal & 1'instant +t du point (x,y) ) avec la

condition au bord

U=0 sgi la membrane est fixée

§2%£+-k(s)0 = 0 si la membrane est élastiquement liée

an
(*éé; étant la dérivée suivant la normale extérieure & [ , k(s) une fonction
on

de 1l'abscisse curviligne s).

2°) Solutions stationnaires 3 Valeur propre fondamentale.

On cherche les solutions stationnaires : U(x,y,t) = u(x,y)g(t)

dtou é_ll__..g.'.'._.
, — = = =A

g

A étant une constante & déterminer dé telle sorte qu'il existe pour ces équations

des solutions satisfoisant aux conditions au bord.
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I1 existe une infinité de telles valeurs propres qu'on peut ranger en une

suite croissante ; on appelle valeur propre fondamentale la plus petite d'entre
elles et on la note }\1 .
On démontre que :

- si la membrane est fixée

jj D(grad v)2dx dy
11 = Min —=Fee—gee e (v=0sur )
v jf v dx dy
D

- 8i la membrane est liée

ij (grad v)2dx dy + »ﬂ- k(s)vzds
A, = Min !

1
v bflf vPax dy

D

dans les deux cas, le minimum est atteint pour les fonctions propres associfes &
A (c'est-a-dire telles que  Lu +>x1u. = 0). Les autres valeurs propres

s'obtiennent par récurrence avec des méthodes analogues et, en outre, des condi-
tions d'orthogonalité (voir C.)

Nous allons maintenant étudier R,‘ .

B. UTILISATION DE LA SYB“J'.E'ITRISATION

(D'aprés "Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics" de

G. Pélya et G. Szegd, paru aux "Annals of Mathematics Studies" n°27,

Princeton 1951)
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I, Définitions

10) Symétrisation d'un domaine borné.

Soit D un domaine plan borné, A (:E;;ﬂx
une droite : pour toute perpendiculaire ]

aa O , on construit un segment porté C::w‘___L,f
par d, centré sur £ et dont la lon-
gueur soit égale & la mesure de l'inter-
section de d avec D ; la réunion des
segments obtenus lorsque d varie, est
appelée domaine symétrisé de D par

,//\

Vd

rapport & L RJ .
d

L'aire est invariante par symétrisation.

20) TFonctions dquimesurables.

Dans gn, soit |l la mesure de Lebesgue ; soit f wune fonction réelle

e . . . n ’
mesurable définie sur une partie mesurable de R~ ; pour tout u réel, on pose

M(f ; u) = u({x ¢ £(x) > u})

nous dirons que f et g sont équimesurables si

M(f ; u) =M(g,u) Vu

3°) Fonctions variant dans le méme sens, en sens contraire.

llous dirons que deux fonctions réelles f et g varient dans le méme sens
(resp en sens contraire) si
(£(x) - £(y))(e(x) - &(y)) » 0 (resp ( 0) ¥ =z,

4°) Symétrisation d'une fonction.

: 2 . ‘e
Nous raisonnerons dans R, mais on peut donner les mémes définitions

dans 5@ en symétrisant, par exemple, par rapport & un hyperplan.
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Soit donc f définie sur 32, intégrable : nous dirons que f1 est

syvétrisée de f par rapport & l'axe O,
z

si, pour toute perpendiculaire & 0x : /////////—g"N\‘\\\\\\

- les restrictions de £ et £, &
1 x !0

cette perpendiculaire (= applications

Coupe suivant un plan
partielles en y) sont équimesurables, perpendiculaire & Ox

- la restriction de f, a cette perpendi-

1
culaire décroit lorsqu'on s'éloigne de Ox, clest-a~dire varie en sens contrai-
re de la distance & 0x.

Ixistence de f1 , T étant donnée : on est amené & considérer une
fonction @ d'une variable réelle x et & chercher une fonction df paire et
décroissante & droiic de llorigine, et telle que @ et @' soient équimesura-
bles ; si l'on poce

0'(z) =supy
Wds y) oy, x
la fonction @' est bien décroissante ;
la fonction 7 (D y) étant continue & gauche, on a

MO O (x)) v x

ce qui entraine : © et O!' sont équimesurables.

II., Thicreve de Pardy, Littlewood et Pdlya.

Théorme & Soient f, Ty T & 8y 859 des fonctions réelles définies

i ; on suppose T, f1 et f2, d'une part,

L

sur le méme domcine bornd de

g & et 85 d'autre part, équinesurables § on suppose que f1 ct g,

varient dans le mfre cens, que f, et g5 varient en sens contraire ; alors

2

ff g, d gffgdx \<ff1g1dx.

2 "2
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Pour la démonstration, voir Fardy, Littlewood and Pélya, "Inequalities",

théoreme 378.

IITI, Théoreme fondamental.

Théoreme. Soit f1 la symétrisée de f par rapport & Ox ; pour toute
fonction réelle G d'une variable réeclle, on o alors

ffs(f)dx dy = ffG(f1) dx dy

si, d'autre part, F est une fonction réelle de variable réelle qui soit
convexe et croissante, on a .
u[[f(lgrad f])dx dy 2,\[7f(lgrad f1‘)dx dy
chacune des deux intégrales étant prise entre deux courbes de niveau ou & l'in.-
?érieur d'une courbe de niveau de f (resp f1).
Principe de démonstration pour

de bonnes fonctions : fixons x

A
et démontrons 1'inégalité pour

les intégrales partielles en y.

A
Considérons le premier membre et 2

prenons la courbe de la fonction

// /’/

/ /
7 Y,

A1 v //
(eI

74

y -———)f(an) = A

en projection sur l'axe des A ,
nous aurons les intervalles déter-
., , . A Aau choax . . L,
minés par les couples d'extrema successifs de , et, ace/au omaine d'inté-
gration (courbes de niveau), sur chacun de ces intervalles nous aurons un nombre

pair de foncticns inverses de y __. f(x,y), que nous noterons ¢)k.
Nous allons décomposer l'intégrale particlle en y en somme d'intégrales
. correspondant aux intervalles de monotonie de la fonction A , et pour chacune

de ces intégrales, nous ferons le changement de variable y = q)k( A) .
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Evaluons par exemple ce que nous obtenons en prenant un intervalle

[A1 ,>\2] de valeurs de A , oW ona 2m fonctions inverses :

2nm

2 7| grad 1) ay

k=1

(cette somme est la contribution 3 1tintégrale partielle en y, de la partie
de la courbe situde entre les ordonnées X 1 et A 5 ) le changement de varia-
ble donne

2m ,"’\2

) (] grad £]) ]! la A
» jkll g Vi

lorsque =x varie, la fonction \Pk ddpend du parametre x, et

0%k , 1
f1 = S -
X o X P k
dtou Py 0
|goa ¢ | Lie ot
grad T | = -
A
d'ol, pour notre intdégrale r
2 n Ao \ / OV 2
\/ 1+ DX ) hY
3 P (g Npty |4
k=1 A4 ’ k

Considérons maintenant le second membre de l'inégalité du théoreme et
1'intdgrale partielle en y corrcspondonte : la courbe de niveau A dans le
plan des (x, y) (courve dtéquation f,l(}:, y) =X) coupe la droite d'abscisse
X en deux points exactement et on a deux fonctions inverses pour la fonction
partielle y _ . 1“1(3:, v), oprosées l'unedc l'autre, soit @ et =y , et,

toujours d'anvi~ la délirition de la cymitrisde et des courbes de niveau,
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d'oll, pour la portion de courbe de y _, f1(x, y) comprise entre A, et

1
Az :

I1 suffit de démontrer maintenant que

2 BRI o
. Vi s il }/‘ iy
K Moty 2E—nE=) | o]

k=1 Y [P
or, 2m 2m
2 [ . v 1 = 5
0" | - [ | K
oY 2m a\pk 2n
2 'axl =4 la,x = L Px

tout revient donc a montrer que

2n \ip2 = \a +(Lp)2
e T P

P2 ( I ) B
k=1 K=l K L Xy

F étant convexe, on a

— 2n
2m \/ 1 + ﬁgi 2n X V1 + P i

o rk=1
15—.1 i ¥ P z { k-—ZA ") £ Loy

et 1'inégalité de lMinkowski donne
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2n [ 2m 2m o
- 2
. \[‘ * (312{ >/'\/(kf;1 RS 13;1 P

k=1

Z\4 + (L Bk

)2 car 2m>;2

F étant croissante, nous obtenons bien 1'inégalité cherchée.

IV, Applications.

Grandeurs physiques attachées & un domaine :

uﬁJﬂD (grad v)? ax dy
Min

v ff v ax dy
D

A, =

capacité

Q
i

Min -—1——ff (grad £)° dx dy
r I D

(D étant le domaine limité par deux courbes fermées ; £ = O sur la premiére,
f =1 sur la seconde)

rigidité & la torsion P :

_ JAJGD (grad f)2 dx dy

= N

1

? in

f 2
4((f f dx dy)
vVidp

Ces grandeurs sont de la forme
\J\ F([grad ﬁll

J o)

avec F remplissant les conditions du théoréme : ce dernier nous enseigne donc

Min

que la symétrisation diminue K1 et C et augmente P.
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On peut alors, par des symétrisations, se ramener & des domaines pour les-
quels on sait calculer les grandeurs, et en déduire des inégalités ; par exemple,
1
C et =
17’ P
sont minorés par les grandeurs correspondantes pour le disque ayant méme aire

si 1'on répete indéfiniment la symétrisation, on conclut que A

que le domaine étudié ; d'ou

%7 o\ 22

MY T OiEn o ey

L'ouvrage de Pdlya et Szegd contient une trés grande quantité de tels résultats

avec valeurs numériques.

C. QUOTIENT DE RAYLEIGH. CONVEXITE.
(D'aprés Pélya-Schiffer : "Convexity of Functionals by transplantation",

Journal d'Analyse Maothématique, Jérusalen 1555-54).

I. Probléme
On se donne un espace vectoriel réel U , 2 formes bilinéaires symétriques
>, 0 sur U : Alu,v], B[u,v], la seconde étant définie positive. On sup-
pose que l'ensemble des u€U tels que A[u,u]‘g cte est compact pour la nor-

me sur U : \[gtu,u] ; on appelle quotient de Rayleigh le quotient

R[u] = %E—"%} wevw, u#o

On peut alors définir par récurrence les valeurs propres et les vecteurs
propres :

1&re valeur propre Ay = MNin R[u ]
u

fonction propre = fonction u telle que A1 = R[u]

on choisit ¢, fonction propre telle que B[‘P1, @1] =1,
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Si 1l'on a A1, ceny ,\:1_1 , et @1, ooy \Pn-'iGU telles que

Ay =R, ] 0g i g n-
Blpsr o5l =0, 0 i, jgn-l

on construit

A, = Hin R[u]
ol l'on impose & u :

B[y u] =0 1£14
on prendra alors ¢ telle que A = R[ ¢ 0 Py
et B[P ,P;]=0 i=1, ..., 0t

la suite )\n est évidemment croissante.

Propvosition. A[ \pn,u] = A, B[ «pn,u] pour tout u B-orthogonal &¢,...,9
B ¥ ol IFY
I1 suffit pour le voir d'annuler au point O 1la dérivée de
la fonction & 3 R[ ¢+ tu] .

On déduit de ce résultat : Af Py \pj'] = 8 130
Proposition. Si U est de dimension finie m, alors on a m valeurs

propres distinctes ou confondues et m fonctions propres, et

R[u] < "\m Y u

II. Théoréme fondamental (a8 & Poincard).

On peut l'énoncer ainsi

Théoréme. Soit U' un sous-espace vectoriel de U , R'[u] le quotient
de Rayleigh défini sur U' & 1l'aide de deux formes A' et B' sur U' sa-
tisfaisant & dcs hypothéses analogues & celles faites sur A et B ; on sup=-

pose que R[u] g R'[u] VueU'. Alors VngdimU', A _ ¢ A

n n
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Notations : dans la démonstration qui suit, nous affectons du signe prime

>\'n’ \P'n’ ... tout ce qui se rapporte & U', A', B', R!.

Donnons-nous n et considérons le sous-espace U'n de U' engendré par
@'1, ceey ‘P'n’ qui est un espace de dimension finie n ; si nous considérons
R'l U' et que nous cherchions valeurs propres et vecteurs propres, nous trouvons
4 ! t ! t] ° - t
Justement A1,..., }\n et \P,lg'oo, &Pn 2 donc, vu éUn,U.£0, on a

R'[u] Z }\'n , d'aprés la derniére proposition ; d'autre part on peut trouver

u, € U'n y Yo #£ 0, tel que

B[x{)i,uo}=0 pour i=1, ..., n-l

(¢. fonction propre relative & R)
1

alors Ap & R[w, ]
dtol A, <B[w,] gR'[uo] < Xy
Corollaire. A, = lin (max R[u])
n ue Sn

u ;é 0
ou Sn parcourt l'ensemble des sous~espaces vectoriels de U de dimension n.
Preuve. -~ Si Sn est un sous-espace vectoriel de U de dimension n,
nous lui appliquons le théoréme avec R! =R ISn
~ Cas particulier : Sn engendré par \91 seeey x{)n

Nous allons maintenant tirer deux sortes de résultats de ce théoréme.

III. Théorémes de convexité,

Théortme. Supposons que A dépende d'un paramétre réel +t : nous

noterons At' Supposons que At soit concave au sens suivant

Vu, t A [u,u]
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est une fonction concave. Alors, V 1l'entier n ’

=

by Ay (9

est une fonction concave (Ai(t) désignant la idme valeur propre de

A
4
Ry =3 )

Nous allons, pour tout t, fixé, fabriquer une fonction concave majorant

la fonction étudiée et prenant méme valeur qu'elle au point t,.

(o} [}
Prenons t, = 0 pour simplifier ; soient xp1( 2, xpn( ) les fonctions

propres de rang inférieur & n de R, et U' le sous-espace engendré par ces
fonctions; soient }\'1(1:), cens ,\'n(t) les valeurs propres de RtIU' ; alors,

?

le théortme de Poincaré domne, V4t :
!
A i(t) < A -l(t)
o]
( ))’

Soit (aij(t)) la matrice, dans la base ( 2 de la restriction de A, )
ur

d'une part aii(t) = At[\pi(o), \pi(o)] est une fonction de¢ t concave par hypo-
these pour 0 ¢i ¢n

d'autre part

n n
Loae) =1 a,)
i=t  * i=1
done n
L)
i=1

est concave ; on a évidemment

n n

T = T A(0)

i=1 l=1

d'ou la conclusion.
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Théordme. Supposons que B dépende d'un -+  paramdtre réel t @ Bt y
et soit fonction connexe de t au sens suivant : Vu, la fonction

t o Bt[u,u] est convexe. Alors, Ai(t) désignant la i®Me yvaleur propre

- A , la fonction
t Bt

n
t Y *X%T€7
izt *

est convexe.

Démonstration analogue.

Application. Considérons le problime de la membrane et notons D{1) 1le
domaine D de la membrane du repos, et (T ) le domaine transformé par l'appli.-
cation (X,y) —— (T x,y), T réel quelconque ; le quotient de Rayleigh pour le

probléme de la membrane fixée le long de son contour est

\yf DLT)(grad u)2dx dy
u = fonction définie sur D(T ),

RT[u] = 5
J“J‘ udx dy
(1) nulle au bord.

Un changement de variable donne

1 1QV2 DAY
o _ ffb[?? ox) oy ey
tle] = 2
ijv dx dy

v étant une fonction sur D nulle au bord.

. 1 . N g
Si nous posons 5= t , nous pouvons appliquer le théoréme de concavité :
T
n

A.(t) est donc fonction concave de t.
L "4

i=1

IV. Généralisations (d'aprés Hersch, llotes aux comptes-rendus, séances du

6 mars et du 17 avril 1961).
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Définition. Soit Sn un sous-espace de U de dimension n, soit

Viseesy V, 1 vecteurs de Sn deux a deux B-orthogonaux ; nous poserons :

I

R[S ] Rlv,] + e + Rv, ]

c'est la trace de la mat:ice de la forme induite sur Sn par A, dans la base
obtenue en normant les vecteurs vi.

De méme, si A est défin’~ -ositive, on pose

TR inv [S, ] = _fgfﬂ“] T +-R-[—1m

ou Wypensy W, sont deux & deux A-orthogonaux,

Le théordme de Poincaré donne tout de suite

0 .
i}:1 Ay = Min TR[S ]

- n

roo [s,]
Y — = iax TR inv [S
it A g n

n
Sn parcourant l'ensemble des sous-espaces vectoriels de U de dimension n.
Soit maintenant S(\P1 geeey an) le sous-espace engendré par

Pyrrever O (les n premiers vecteurs propres de R sur U).

Proposition. k+n
y A= Hin TR(S_]
$ =t Sn B-orthogonal

é, S(\P,‘go.o,\pk)
il suffit de considérer la somme directe de Sn et S(\.P,l ,...,\pk).

De méme si A est définie positive

Proposition. kin 1
Py = lax TR inv[Sn]
i Sn A-orthogonal &

S(0 yserer 9)
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Les deux dernidres propositions donnent des caractérisations récurrentes.

On peut donner des caractéristiques directes. Par exemple :

Proposition. kin
L A;= Hin (max R[S, ])
i=k+1 ) n

kn “n c Sk+n
ou Sk+n parcourt l'ensemble des sous-espaces de U de dimension k+n, et
. _ . .
Sn 1'ensemble des sous-espaces de Sk+n de dimension n,
Théoréme, Supposons que A1 et A2 soient deux formes bilindaires symé-

triques positives sur U ; posons

R [U.] - M R [u] = Az[u’u]
1 Blu,uj ’ B[u,ul
A, + A R, + R
1 2 A
A = 2 y R= 2 y
e (4,) (4,) (4)
n A A n A
1 2
y (A, . +A ) g2 T X :
e k,+i k +i 121 k 1 +k2;t-1

(4,) (4,)

o k, et k, sont deux entiers 50 quelconques et ou A ' (resp A °,

2
(4)
A ) désigne une valeur propre de R, (resp R,, resp R).

Déunonstration. Soient toujours ¢ TETEY ‘pn’ «es 1les fonctions propres de

.,pgAi)

R ; soient yeses \PﬁlAi),... les fonctions propres de R, (i =1,2).

Considérons le sous-espace S( kP1 veves Py g +n) engendré par
172

Pigeeey P .
1 k1+k2+n

On peut trouver SnC S( \P1 yoees k1 +e, +n) et Beorthogonal &

(4,) )

(4,) (a
(&) L) et s(9 ’--"‘szz )

s(&P1 yeos,P

1

donc, un resuliac nterieur nous en~cigne que
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W) W)
i=f{:1+1 Ay L™ i (3,
) Gy
i=§<2+1 i &[5
dtou
- “‘kffl) + "1233) <2 s

meis si l'on remarque alors que

TR(A)[Sn] <I AW
=t KMy

on trouve bien le résultat cherché.
Ce théoréme donne un résultat de convexité trés général qui contient
~ d'une part pour k1 = k2 = 0, le résultat déjd vu au paragraphe précédent,

- d'autre part pour n =1 3

(a,) (4,)
1{1 k2 < k1 +k2--1

indgalité du type Weyl, donnée dans Math. Ann., 71, 1912, pour 1l'étude du compor-

tement asymptotvique des valeurs propres.

D. UTILISATION DE PROBLEMES A UNE DIMENSION

(D'apres Hersch : "Sur la fréquence fondamentale d'une membrane vibrante"
dans "Zeitschrift flir angewandte Mathematik und Physik", vol.XI, fasc.5).

I, Probléms.

On considére une membrane de la forme suivante, fixée le long de son
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contour ~ Y
J
a D
. ; . X
T
on peut majorer A,‘ : on considére le rectangle R :
AN
b a b

on prend la premiére fonction prorre u1 ( i , ‘ﬂ) pour ce rectangle et on pose,
pour (x,y)€D :

u (x,y) si ygx

v(z,y) =
v (yx) =i yyx

v est une fonction concurrente pour le domaine D donc la valeur propre fonda--

nentale A1 (D) vérifie :

f fD(g;’ad. v)2dx dy
2
ij v ¢x dy

ol A1(R) est la veleur propre fondanmentale du domaine rectangulaire, soit

T{2(-—1-é- + _.,.1_.._._\_2) .
a (a+2p)

AD) £ = A, (R)
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d'ol
AD) ¢ =
a (a+2b)

Probléme : comment minorer A, (p) =

II. Méthode de Payne-Weinberger.

L*idée est d'utiliser des problémes auxiliaires & une dimension, c'est-a-dire

des problémes de cordes vibrantes.

Exposons le principe dans le cas d'une membrane fixée le long de son con~-

tour. Donnons-nous une valeur y, de y et tracons la droite y =y, ; suppo-

sons qu'elle coupe le domaine D d'une membrane suivant 1l'intervalle

(a_, by ) : nous considérons une corde vibrante d'extrémités fixes a_  , b_ ,
0

yo Q yo
clest-a~dire le probléme

M(x) + pf(x) = 0 f(ayo) = f(byo) =0

la valeur propre fondamentale est :

bY
f ° v'zdx
a
2 Yo
p, = L - M= via )=v(s ) = 0
1 (52 v b yo o]
yO \j’yov2
a
Yo
ol 5. =b -a .

Si, alors, u(x,y) est fonction propre fondamentale de la membrane,

v(x) = u(X,yO) est une fonction concurrente pour 1'évaluation du minimum ;

atolu by > by
0 LS o 2
[ wtpgem sty [T P
a ) a
yo yo yO

- 81 l'on pese Ly = sup 6y et si 1l'on intégre par rapport & y @
Yo °
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en prenant maintenant des droites x = x, , on obtient un résultat analogue ;

1'ai*ition membre & membre donne

2 2, 1 1 r
ff (grad u)“dx dy > T (-*-2‘- + ?)fj wlax dy
D L L D
X y
comme u est fonction propre fondamentale, on en déduit

2,1 1
A (= +—5)
1 > L}a{ Lzy

III. AmZlioration : cordes non homogénes.

On peut améliorer la majoration en compliquant le proricme auxiliaire : sur

1'intervalle (ay , by ), nous considérons le problime
o]

(o]

(x) + umyo(x) f(z) =0 f(ayo) = f(by ') =0

o]
cxyo(x) étant une fonction choisie de x pour tout y, ; c'est-d-dire que nous
nous donnons une fonction de deux variables, o (x,y) = o«y(x).
Alors la valeur propre fondamentale de ce probléme de corde vibrante nor;.

homogene est : b

N
f ° V'2 dx
a

Yo
H‘.<3’o) = Min 5 v(ayo) = V(bYo) =0

v yo 2
j o (x,5,)v7dx

a
Yo

d'oll, avec la fonction propre u(x,y) :




- 20-4 had
b

b
Yo o Yo
[ w2mmen 5 W) [ 7 sl Fr) e
a a

yO YO

on obtient pour tout x, , une inégalité analogue, en se donnant une fonction

(3 (x,y). D'ol, compte tenu de ce que u est fonction propre

A"I ij wPax &y > jﬁJ”D [}L,l(y)a (z,y) + v1(x) (3 (X,y)]ugdx dy

d'ol
Ay, ot [, () ex(zyy) + v, (x) 3 (2,9)]
(z,y) €D
x=1, (3 =1, redomme le mejoration du paragraphe précédent.

Problems : il est difficile d'utilicer directement cette majoration, car,
en géndéral on ne sait pas calculer les fonctions LL,‘(y) et \)1 (x). 8i, en
revanche on prend le probléme & l'envers et qu'on se donne pour tout y, une

fonction I~ (Y), pour tout =, une fonction gx (y), chacune fonction propre
Jo (]
d'un probléme unidizensionnel, on a

7 (x
v ()

p’al (YQ> O’\(nyo) = - 'f‘.‘;z:z)“*

e )
Y (7) B (x05) = - )

[¢]

dtol, en posant f(xz,y) = f (x), z(x,y) = g_{(y)
7 :

- 2
A > inf (- IJ' - gy )
(x,y) €D _

Nous allons donc moinbcnant neus comner f et g, et, tout probléme unidimen-

sionnel étant cublié, nous allons démontrer directement une telle inégalité.
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IV, Principe de meximum

On se donne deux fonctions définies sur D : f(x,y) ~0 sur D, continue
et deux fois dérivable par rapport & x, quelcongue par rapport & y ;3
g(x,y) > 0 sur D, continue et deux fois dérivable par rapport 2 y, quel-

conque par rapport & T ; nous définirons le champ P par ses composantes

- £
S
£
— t
Ey
g
7" "
on a alors a2 & 42 DT -
- f - g =div p=-7Dp

et nous allons donc démontrer
Ay 3 inf (aiv T - 32)
nous supposerons, nous placant ainsi dans le cas général de la membrane

élastiquement lide, ques

T.Tg k(s)

( n normale extériecure au contour [ de D)

b

Soit u fonction propre associée & la valeur propre fondamentale ; on a

_— — > -
0 ¢ (gradu+u-§)2 gradu2+ T . erad u2) + p2

i

= grad u 2, d:i.v(u2 P) + u2( "13‘)2 -divy)

La formule de Stokes donne alors, aprés intégration de l'inégalité :

0g f gradu2dxdy+f u2("§).“ﬁ>)ds+jf u2(15>2- div ) dx dy
J D r D

B L —
f gred u 2 dx dy +f k(s)ugds +(
D [

\

v( (72 - aivT)ax dy
D

v

u étent feacticn propre, on en déduit bien
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A, » inf (div 3= 772)

(X:Y) €D
- grad 4
Mais, en outre, si l'on prend p = = éh:;-— , on a bien Ef. ;?~S k(s)
d'apres -g:%- + k(s)u =0 ; or on a alors
n
Lo =2 Ay
div p - p =- = >\1
On peut donc, en définitive, affirmer que
?\1 = Max [ inf (div —1?-?2)]

T satisfaisant aux (x,y)e D

conditions énoncées
Méthodes analogues : les hypothéses font intervenir de facon privilégide les
deux axes de coordonnées ; en fait on a des résultats tout & fait analogues en
prenant plus généralement un nombre quelconque de directions privilégiées ; par

exemple, si l'on prend 3 directions &, n, C , faisant deux & deux un angle

de 120°, on aura

g
A = N 2/3 inf - - - )
' e [(é,y)r«ls D S - g

ou f est continue et deux fois dérivable en & , g continue et deux fois
dérivable en N , h continue et deux fois dérivable en C, etou f, g, h

\

sont astreintes & la condition

e 28 & an ML o2% o Lmu)
f o7 & on B OW

V. Adaptations diverses.

Ce principe de maximum peut &tre adapté & d'autres problémes : rigidité a
la torsion, équation de Schrodinger. Indiquons ce qui se passe dans ce dernier

cas : l'équation de Schrddinger indépendante du tcemps est
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Av+ [ A=W

IH—'U\_N i

on prend 3 fonctions f, g, h sur f deux fois dérivable en X , Z,ees

posons

t
N B i‘z{“ g' h'z
Pl - o)

soit u fonction propre ; on a

— —n 2 2 . >2
0g¢(eradd+up)” = gradu +d1v(u2'§)+u2(p2-div?)
dtou, avec des conditions aux limites convenables pour ?, et aprés application

de la formule de Stokes :

0« fjfgrad u 2ax dy dz + fff div(u2 ?)dx dy dz +jjju2(ﬁz - div -ﬂ)dxdydz

u étant fonction propre associée a >\1 , on en tire

A > inf[i(z,y,2) + div 3 -7

la considération du cas particulier ?z"ﬂ'ﬁig permet alors d'écrire

A, = Mex [ inf (i(xy,z) +div T -3 9]
f,g,h (X’YSZ

VI. Application au probléme initial,

Nous prenons sur D 1le champ p = (p1 ,p2) défini de la manidre suivante :

- o y
dans I p, = k, co‘c»;(k,’x) A
p, = =k, cotg(k1y)
dans II p, = —kzcotg'ik2(x-a-b)] III
NS4 ‘
p2 ==a cotai a .V) I ; 1
T
dans III p, = =— cotg(-’;ix) .
- X
P, = -k, cotg[kz(y-a-b)]

k1 et k2 sont deux paramdtres sur lesquels nous allons jouer.Le choix de la
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. . —
fonction cotg est dfl au fait qu'elle donne div p - ?2 constant dans chacun

des domaines I, II, III, et qu'en imposant

2
2 T 2
(1) 2 ¥, =73 + X,

div '55—'3?2 est constant dans D ce qui rend évidemment trés intéressante la
minoration

. Lo 2

Ay 3 inf(divp - °)

les conditions de continuité donnent, aux raccords des domaines I, II, et III :

(2) - k, ooty(k,a) = k

5 coty(kzb)

on peut alors affirmer, k1 et k2 étant déterminds par (1) et (2), que

A1(D) > 2 k12

C'est 14 une minoration satisfaisante, ainsi que le montrent les quelgues

calculs qui permettent de tracer la courbe suivante :

A a2>\

1




