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PROBLEME DE CAUCHY POUR LLS ENUATIONS QUASI-LIWEAIRES
STRICTEMENT EYPIRBOLIQULS
par

o]
L. GARDING

1. Introduction. Les résultats ci-dessous obtenus en collaboration avec
J. Leray généralisent un peu ceux de Diomne (C.R. t.255,(1961), no22, 2451-2452) .
Comme chez Dionne il s'agit de résoudre, avec des hypothéses minimales, le probliie
de Cauchy par une équation strictement hyperbolique quasi-linéaire dans une bande.
Wotre théorie est analogue & la théorie d'une équation ordinaire.

a .
‘d*% = f( \,,u)

ou l'on suppose que la fonction

O £(t,u)/3u !

sup
u

est localement intégrable ; Dionne la suppose localement & carré intégrable.
Les textes élémentaires de la théorie des éguations différentielles la supposent
bornée (condition de Lipshitz).

Les calculs étant trds longs, on donne seulement une esquisse trés bréve

de la démonstration.

2. Ii[o.ta.tionSe DéI‘iVéeS H D /’)X = ( D/(\ X1,o¢-, b/bx{‘, ) =
o 0(1 oy

ol
= (D1,_,,, Dy ) ; (2/3%) = D = D, ... D, ; ordre || =O/1 oot g ;

J ) Lol ] 4 s Jsk 1 - % 2
DY = 1l'ensemble { D ol (Xl <= 3js; D = 1l'ensemble { D ol

o, £ 3, [ot] & j+k (ordre total £ j+k ordre en D, £3);

0

pJ’Y = pd,
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Soit X = X.tﬁ_ R la bande O < e £t et 5= St 1'hyperplan 7, = t;
ds = dx2 sve dx& .

Espaces sur S.- Lp(S), norme |f, S(p = ( S [2(x)|® dS)1/p ; L[p](S),
norme ‘f,S([p] = Sup lf,K\p s £ cube unité < S. Soit P ={Pq= pmﬁ .
o r,s X o
Espace L7 (s), norme ’Dr,s £,8; = b \Dl f,S}h pour D < D%,

roes

Méme chose avec P —» [P]. Ces espaces seront employés avec P =p , c'est-a-

dire p, =p pour tout & . Un théoreme de Soboleff permet d'identifier

r,s r,8 .
L'} (8) et Lp (8) si

1 r+g= | &l
[—-— — S ——— ]

T g ,(/\>£/-1,[A]+=max(O,A)).

L

P
. v

Espaces sur S X Y.~ Soit Y un ouvert contenu dans un R . Espace

LP’CO(SXY), noxrme lf,SXYkp’m = lg,S(p o g(x) = s;p |£(x,y)] . Méme
chose avec p — [p]

r
¥
Espace Lp,co(s’ Y), norme

\D¥ £,8 % Y]

n

& °4
> _|p. £, sx71 2o p’ £, x|
X Py x Ty

®
P IXI£T L wl+igle T [p]’

Méme chose évec P -5 [p]. Cet espace sera utilisé pour p =2 et
(r=1)> 2(&=1). Dans ce cas, ou les éléments de L’Ezj(s) ont des dérivées
premidres bornées, la substitution f£(x,y) —> f(x,g(x)) ol géLg(S) conduit
4 une fonction de L'Z (8). M8me chose avec 2 —> [2] |

Note, On peut remplacer p par P = {pq B } et utiliser Soboleff pour
faire des identifications.

Espaces sur B.- Le prototype de ces espaces est l'espace des ¢ (u) définis

sur un intervalle I : O £u £t avec la norme Iy ,I‘xi1 = |y ’Iloo+ l@’,l(,‘



Cet espace est un anneau :
. | i i
f Yy If{,‘ < L(e »Ils"/l I\{\V 91“1 ’
et il a la propriété d'inversion : si | 1/¢ ’I}co < o, 1/30 appartient &

1'espace.

Espace Lr,ls) {X), norme
?

1/q

[Dr’s f,X[q,p = (I {Dr’s T, su]% du)

En particulier, Lf’: {X) , normes
H

T,s -
| ™% ¢, x .

et (r> 0)

r,o

|| p"® £,xl, o f X{ + s g
b

w’ p.
. . .1 r—1 1
Lemme utile : si r>1 et si > < ]’c , ( =0 si r=1) alors

1'espace L (X) est un anneau :

I |
o™ (£ g) X,,1 ciD £,%l, i Dgs A;{“p

o ¢ ne dépend pas de t; il a la propriété d'inversion ci-dessus.

r X7 7
Espaces sur X Y.- I.:1 ,D, @ X XY), normes
r t r
e = ! S_oox
| 0% £,x XY)‘!,p,oo jo | D% 2,5, x Y| du
" H _ AT oy oy r-1 _ -
o™ £,x xxfy =07 1, A‘d“p’m + D™ g% xylw’p,m .

Méme chose avec p—Y [p] Cet espace sera utilisé pour p =2, (r-1) » 2(L -1).

Dans ce cas, si ge.T_.-r %), la substitution f(x,y) —> f(x,g(x)) donne une

m,2 (



fonction de LT 5 (X). Méme résultat avec 2 — [2].
H

Espaces d'opérateurs différentiels sur X.- Soit

N o
a(x,D) = /. avx(X)D , 1ol 4m + 1
un opérateur différentiel dans X Soit Q=] q, = q, } et soit

v (X) 1la classe de ces opérateurs pour lesquels
1,[Q]

Normes
r . _ P AT -
fDaV*“,[Q] - Z‘D af"“l%[qd]-
et
roo = Ip%a.z o1 %!
f;D &,Ah1’[Q] = £D a’“}1,[Q] + gD &,X;:)’[Qn]

ol q’j =4 Nous allons prendre

R 1 m =+
0(::2’q0'\<[’a/-1 ]+'

Si

r -1 1
o172
cela revient tout simplement & poser Q = 2, clest-a-dire q, =2 pour tout

A £\ r \ S = .
A .« Lemme utile: Vf,[Q] ‘A est un module pour L19[P] (x> o p= Qg

ce dernier espace a la propriété d'inversion. (I1 faut souvent diviser par le

coefficient principal a de a = a D?+1 + oeee)-

Bspaces d'opérateurs différentiels sur X X Y.~ On utilisera VT [2] O§X><Y),
’ ’
1'espace des opérateurs
- X
e (my) D, &

tels que
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ao((X,Y) < L1,[2]s (AXY)
normes
. -5 iy
‘D ayn .\(Y‘1 [CJ, = Z{;’(" jD a(:< 9n XYI1,[2J,®
et
- T o %
"Da, = XYQ1,[2],(D = 1:(_.HD ao(, £ XY“‘[,[2],®

Ces espaces seront utilisés dans la théorie des opérateurs quasi-lindaires.

Voir n9é6,

3. Opérateurs différentiels hyperboligques. Soit

X
a = alx,D) = Z ao((z}D( , ol m + 1

un opérateur strictement hyperbolique dans la bande X par rapport & la premidre .

coordonnée. Sois

< RS m+1
Pro= / a (4D (~c + oaee ®} =m+
sa partie principale, Les racines . A,  de

r a’<Xs §) = a,i(X) -— \5 - >\ (-‘*, DY e gb )) (32) .o réels))
. 1 ntra

sont réelles ; on lns ~uricse différente )/che« pour 3 PYARD # 0 ; on pose

(1) sép { Proa,I) =iz P\j(x, §) - %k(x, §)\"1
. . 2 2 .
pour j#k, x€Z ot §2 + eee f =1, BSoit
max W, 7)(o) = eup \f(x) = ly)l s x, yex, lx-yl &

le module de continuité d'une fonction £ sur X ; on pose

(2) W ora,, = w (e},(,{,}i) H (& =m + 1.
Soit Hyp (X) la classe de cus cpdreteurs qui sont uniformément strictement

hyperboligues dans 7, ‘!/a~1 étart borné et Pr a borné et uniformément conti-

nu. Cn pose UNIVERSITE DE GRENOBLE I
LABORATOIRE
L MA - FTQUES PURES
INSTi{IUT FOURIER



- 6,3 =

nyp (Pr a,X) = w(Pr a,x), |Pr a,xlw+l1/a1,){}°o+ sép (Pr a,x) + 4+ m
Soit Hypg (X) 1a classe des opérateurs a tels que
1
a ¢Hypl X Pra ¢V X evr H
t‘yp(): [Q](), a [Q](x)’

la deuxiéme condition est superflue si r > 0 ; on pose

Xr (a,X) = hyp' (Pr a, X)’nDra’X!!1’[Q] + ”D1 Ir a,XU1,[Q] ’ Q-1 2 Lo

4, Inégalité d'énergie. Soit

b(x,§) = (m+ 1) (2/25,) Pra(x, })

Alors
2 Re af bf = Z (d/ bxk) a,(%,5) + A,(x,7)
ou les
2 NV
a(x,8) = ) by @272 2 2G), o= |pl=m
sont des formes . hermiliennes., Posons, en omettant 1l'indice 2 dans la derniére

norme,
| £,81% = /s L (4, z,0%¢) a8+ 7|0 g 5)2
Alors, si T est suffisemment grand, on a
(1) s £ BT sl £ D™ s ,
ou c¢ = c(hyp. (a,3)) est fonction continue et croissante et de méme pour
T = T (hyp (a,8)) ( T grand positif). On a l'inégalité d'énergie
+r r 1 +r r
(2) ‘Em f,S \ £ (exp (cID a,XLl [0] +clD a,X\1’[QJ))lEm £,5,] + c‘D af,X\1’2
ou ¢ = ¢f Xr(a,X)) est fonction continue et croissante.

Note.~ Si f est une onde pour a , clest-a~dire si af =0, (2) ait

que
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[#7 g5 | £ T | B £5, ],
ou ¢ (t) —> o pour t —> O, La forme {Ep+r f,sz représente 1l'énergie de
l'onde. Il suffit pour la suite d'employer le+r f,S ‘ au lieu de

\Ep+r f,8 ‘ dans (2) ; or, vu (1), ca donne une inégalité moins bonne pour
t petit : le+r f,S\2 est seulement une majorante de l'énergie. Pour mettre

en évidence que 1l'énergie dépend de a nous la noterons aussi l E2+r f,3 ‘.

Note.- L'indgalité (2) vaut avec

| 27 £,x P P |2 2,5 |

a gauche. En effet, le membre droit est fonction non décroissante de t.

5. Probléme de Cauchy lindaire. D'abord soit CE’S(X) le sous-espace de

Lz;SZ (X) dont les éléments f(x), quend on les considére comme fonctions
b

définies pour 0 < x, £t 2 valeurs dans, par exemple, Lg’s (s,), sont conti-

nues en x1 (motivation de la notation : on remplace LOo par C). L'espace

CE’S(X) est la fermeture dans Lzssz(X) des fonctions indéfiniment dérivables,
H
nulles pour {xzi + .00 \x, | grand,

Soit aeHprr;x). Alors, étant domés vely ,(X) et weIn'™(s,), il
b
existe UJECm;r (X) tel qu'on ait a(x,D)u=v dans X, D%u-=D"% sur Sy

La solution satisfait & (4.2) :

Ty X
\Ep+r u’Xloo,2 L o ‘Em u,So\ + c \D v,)(\1,2
en effet, avec les mémes constantes ; le membre droit ne dépend que des données
de Cauchy : en dérivent au = v r-1 fois, les dérivées ™y pour x, =0

1
' . N g otk m,r r-1
s'expriment comme des combinaisons linéaires des dérivées D ’"w et D v,

6. Probleme de Cauchy guasi-lindaire. Il s'agira de résoudre
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(1) a(x,0"u,D)u = blx,D"u) dans X
Du = D' sur §, .
une partie d'un .
Soit Y /un espace vectoriel dont les coordonnées y?s se correspondent avec

les dérivées D' u(x) ol [yl & m; on pose y = |{ y‘ } . Les opérateurs

a(x,0™1,D) seront contenus dens Vf 2] (X) ou
9

r - 1 N

L=
Nous ferons les trois hypothéses suivantes

o=

10) we:L?’r(So) , Y est un ouvert contenant la fermeture W des

valeurs de D w(x) sur S, 3

m )
a(x,D w,D) & Hyp(s,)
Vu un lemme de Soboleff, W est compact.

2°) a(x,y,D) € Vf,[g],oo@‘ <Y)

. T
3°) plxy) e Ly , o (XxY),

THEOREME.- Sous ces hypothéses il existe un T » O tel que pour tout

04 t<£T, le probleme de Cauchy a une solution unique

u € CI;HI‘ (X) )

l'opérateur a(x,D™u,D) appartient 2 Hyp; (x).

Note.- Vu Soboleff, Dm+1u est continu,

Note.~ On a choisi d'étudier le probléme de Cauchy sur une bande
ce qui masque le caractére local qu'a le probléme dans le cas hyperbolique. On
peut déduire du théordme précédent un théoréme local.

Preuve esquissée.— 1°) On étend w & une fonction w' ¢ CBT(x),

2

t ) 0 arbitraire, par exemple en prenant pour w' la solution d'un probléme
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de Cauchy A(O/Jdx)w' =0 pour x1?/0, ' = D% sur Se s A étant
hyperbolique de degré m 1 & coefficients constants. En utilisant les
théorémes de substitution on constate que wtey , que a(x,me' ’ D)tnypZ(X)
et que b(x,me')e.Lf 5 (x) pour t assez petit et qu'on peut résoudre une
$

suite finie de problemes de Cauchy
m |
a(x, D uj(x), D)uj+‘l = b(,;, D uj) dans X
m m
Duj+1 =Dw sur 3, .

o j=1, «v., r et u, = w! , toujours pour t assez petit. La fonction
. y ot , .
u, appartient a > (X) ; désormais nous la noterons u, ; elle a la pro-

priété que (1) équivaut 2

]

(11) a(x,D%,D)u b(x, ™) dans X

m+1 m+r

D u = D u, sur S,.

2°) Soit E 1le symbole d'énergie qui correspond & 1'opérateur
a(x, Dmuo, D). Cet opérateur appartient 2 IIypg (X) pour t petit.

Notons Z = Z(t, ©¢) 1'ensemble des fonctions v(x) telles que

VéCI;H-r(X)a lEHH'I‘ V:X‘oo 2 L Sy " v = D" u,  sur So
’

si & > |8"y,s, | , 2 n'est pas vide.

30) On démontre qu'il existe T, = 1/c(G) tel que pour tout veZ et

1

t &7 on a

1

Dv(z)eY, a=a(x,0, D) €Hyp, (%) , X (a,x) £c(6).

4°) On prend t £ T, et on étudie l'application

1
(2) v — u
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venant du probléeme de Cauchy lindaire :

a(x, Dmv, Du = b(x, Dmv) dans X

"y = T U, sur S,
En posant
. 41 ) 1
vl = &Em V’Xtco,Z et fud, = EEm Uy 5 So s

1tinégalité d'énergie donne, aprés quelques calculs, que
. & )kt . o)
Null £ e(6) k(t) ool ’xy (ivi) + ool 0)K(®) Hu Il

oh ¢, Y , k sont continus et non-décroissants et k(0) = 0. Par consé-
quent, il existe T = 1/c(0) tel que, pour t <7 ,

ilvn:{zﬁ =y Hu”f_{-‘__d

c'est-a-dire (2) applique Z dans Z.
50) On suppose t < T, on définit une suite {uj } ©  dans Z par

)
la condition suivante : (2) applique uj sur uj+1 . On ne sait pas démontrer

la convergence de cette suite dans szr (X) mais on peut la démontrer dans

o -1 (X). L'élément limite u est la solution cherchée.
2

7. Le probléme de Cauchy non-linéaire se raméne au probléme de Cauchy

quasi-linéaire (loc. cit.).



