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DISTRIBUTIONS INVARIANTES

par

L. GARDING

1. Soit X une variété et | = { Y )5 un groupe opérant sur X,
¥ x étant de classe C = coo sur X. Une distribution g(x) sur X est dite inva-
riante si g(Zx) = g(x) pour tout ¥ .

Exemples.~ 1°) g(x) est une fonction invariante <¢=) g = constante
sur les orbites [ x de X.

20) X = R® y2>1, ™ 1e groupe d'automorphismes lindaires d'une
forme quadratique G(x) = Z g.k kj X . Toute distribution invariante ayant pour sup-
port l'origine est de la formea (D) J(x) , Q = polynome,

A = L& 2x)(3/ 2x).

v 2
30) Méme espace, mfme groupe, G =g X ([ = 1e groupe orthogonal).

*x

On obtient l'espace P' de toutes les distributions invariantes comme il suit (Schwartz).
Soit I 1l'intervalle § 2 0 et soit d ¥ la mesure de Haar sur ,

gda’ =1, alors | —> (uf)(§) = J F(ymay ob §S=xx=2 xg est

une application continue surjective Co(Rn) ~> C,(I), (indice o : support compact) ;
'adjoint M' : €'(I)—> P! < C'(R?) (C' = les distributions) est un isomorphisme

(

1-n/2 J (,3(3 - xx) f(x)dx & un facteur

Remarque.- (M#)(§) = §
positif preés.

Preuve.- (M f) (§) = j Fymay oh y=(\V§,0, v, 0) est
fonction paire régulidre en l'r}m , donc régulidre en ¥ . 8i heC,(I) et
f(x) = h(xx), alors, Kf'=h. Clair que M' cst wne application dans P'. Soit

g P', alors
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Jsrtme = [ e stamax= /o tmymdx

Wi = [ =y .

Donc
Joe) # @ax =/ e
est fonction linéaire continue de M ¥ & C,(I) ; elle s'écrit < h, Mf) ou
he ¢ (1).
2. Wous allons généraliser le dernier exemple en remplagant R par un produit
X=ﬁﬁumﬁl;m mﬁwm;deSx=xP“"§n;&éf.D%Mﬁ,%wwms
X/ [, espace des orbites. Les paramdtres de ces orbites sont les polynomes invariants

classiques : les produits scalaires

(1) §3k= x5 %

et, si m > n, les déterminants

(2) 6;( =dé‘t (XN’ e ay Xoé) ;1 :{.:0<1<-..\0( é m
1 n n
Si
§  =ast (S, )
o B c/j(.ik
alors
(3) O"( Jﬂ = jqa .

Il est évident que, 5 étant la matrice ( § jk)’
(4) $%0, rang g < n.

' . n,n
Soit RV 1l'espace ayant pour coordonnées § ik et O 3 soit I=1I"7" la par-

tie de cet espace oh on a (3) et (4). Vu (3), la projection de I sur l'espace des

5 couvredeux fois la partie de cet espace ol rang S=n.
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Lemme 2.1, (1) et (2) donnent une application biunivoque I —3 X/ T

Preuve : des calculs classiques.,

5. Semi-variété, notion ad hoc provisoire. Soit A une partie d'un RP (topolo--

gie induite) et soit F = F (A) 1la famille de toutes les applications

(1) Usu __, x(u)ea

qui appliquent unc partie ouverte U d'un rd (q quelconque) dans A et qui sont de
classe C sur U. Notons x(U) 1'image de l'application (1).

Définition. On dit que A est une semi-variété si tout x €A a au moins un
voisinage de la forme x(U), =x(u) appartenant & F .

Remarque.~ Si x(u) est biunivogue et si u est fonction de classe C de g
coordonnées de X convenablement choisies, A est une variété prés de x, ; notre
définition est la moitié de la définition d'wme varidté.

Définition. C(A) = 1l'ensemble des f(x) sur A telles que f(x(u))e c(U)
pour tout x(u)e F .

Exemples. 1°) Dans ‘R, A:x»0 estune semi-variété ; C(A) = les fonctions
f(x) de classe C pour x > O.

Preuve.; On prend x(u) = u? pour tout x,. Les fonctions f(x) définies ci-
dessus appartiennent & C(A) par définition. Réciproquement, si f&C(A) alors
gw) = £(u) €C(R) et g(u) = gl-u). Par conséquex'rt, toutes les dérivées de g d'ordre

impair sont nulles pour u =0 ; on a donc
n
f(x) = I a % +O )
0
pour tout n, c'est-a-dire feC au point x =0 .
2°) Vu (2.1) et 2.2), I est une somi-variété.

39) Soit fe € dans un voisinage de A dans R . Alors la restriction de

£f 4 A est dans C(A). In effet : f(x(u))ec(U) pour tout x(u)e F .
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Remarque. Soit BE(A) la restriction de C(RP) 3 A. On a vu que
E(A) < C(A) et que E(A) =C(A) si A : x>0, {plus généralement si A est un
intervalle fermé). Si A =1 et m<n, on peut démontrer que C(A) = E(A) est
1'espace de toutes les fonctions de classe C dans le cdne fermé (2.4). On ignore si
E(A) = C(A) pour toute semivariété A. En tout cas, E(A) est un objet peu maniable
(il faut employer des théortmes de prolongement de type Whitney).

La topologie sur C(A) est la moins fine telle que : T (x) = T (x(u))
applique continfment C(A) dans C(U) pour tout =z(u) & -+ , ¢(U) ayant la
topologie de la convergence uniforme sur des compacts. Topologie sur C, (4) : 1a
limite inductive.

Nous allons voir que Cflsic/ui‘lrée}mt; on ignore si C(A) 1'est dans le cas général
( "F est une famille nombreuse !)

Remarque .- Quand | " opere sur une semivariété A la notion de distribution invae

riante a un sens : en effet, C(A) a un dual.

£
4. Fonctions invariantes. Soit [ 1le groupe orthogonal., Soit T =R et

soit P(T X X) 1'espace des fonctions f£(t,x) C(T X X) qui sont invariantes en x,

£(t, x) = £(t,x). Topologie induite. Par le lemme 2.1,

Ps1(t,x) = P(t,5,0)

définit une fonction F sur T X I.

Lemme 4,1.- f —> F est un isomorphisme P('f_}{ X) = ¢(TX I) et un isomorphis-
me P (T 3% X)—> ¢, (TX1I).

Preuve esquissée.- Si n=1, I= ™™ stidentifie avec R et le lemme est
banal. Récurrence par rapport & n. Soit d'abord %, § o O‘O , un point de

TX I ol rang So S 0 et soit t(uw), $(u), & (u) une paramétrisation (3.2) d'un
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voisinage J de 1%, , §o , 50 » assez petit pour qu'on y ait, par exemple,

5“> 0. Il s'agira de démontrer que si f£(4,z)€P et si
P(t, $,6) = £(t,x)
est la fonction correspondante sur I, alors F(+(u), §(u),8(u)) €c. Or, comme
§,4>0, chagie § , S dms t, §,5€J est l'image d'vn x€X tel que
x, = (V—{; y 0y vue 0)

x-—(-_.._-—’-—.z- x! )

Vi, @

- ———— r L
x = (—22% , xm)

ol x]:: = a les coordonnées de ) sauf la premieére. Par conséquent

{
f(t,X) = g(t’ \/ 119 512 9 eosy {an ’ X')
1 V3,

olt geCoo est invariant par rapport au sous groupe de r‘ qui laisse fixe la premiére

coordonnée. Les invariants de =x! sont

§15 9

fle = fp-—lilik

11

0 1p /\/3(11 ’
Par conséquent, en appliquant le lemme & T' )( X* ou T!'= T)( R on voit que
F(t(u), § (w), 6 (u))ec.
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Un raisonnement plus délicat s'applique si rang (i o =0 (I1 emploie ceci : un polynone
invariant de x est un polynome en f » 0 , résultat classique dans la théorie des

invariants). La partie topologique du lemme s'obitient sans difficulté.

5. Distributions invariantes. Soit

(e)(5,0) = [ #(saa

ot f€C(X). Selon le lemme 4.1, M est une application continue C(X)—> ¢(I)

(et Co(X) —> (,(I). M est aussi surjective : soit geC(I) ; alors
£(x) = g($(x), 0 (x))ec(x)
et Mf =g (si jdb’ =1)., Soit P'(X) 1'espace des distributions invariantes sur
X et C'(I) 1e dual de C,(I).
Théoreme., M est wn isomorphisme
MY s C(I) = Pr(X).

Preuve ¢ Vu que M est surjectif, il suffit de prouver que M' est surjectif :
soit g&P' et feC,(X). Alors «g,f> = / g(x) f£(x)dx =/g(x) (¥ x)dx = ¢g,0f>
o (Nf)(x) = ff(a’x)dg . Or, NfeB et Nf(x) =F(§,0) =Muf(§,5) estun
isomorphisme P, —» CO(I). Par conséquent, il existe heéc'(I) tel que |

<g,f) = <h,Nf >
pour tout féCo(X), clegt-d~dire g = [1'h,

Remarque. On peut donc identifier les distributions invariantes sur X aux

distributions sur I, & condition de définir une distribution sur I comme étant

une fonctionnelle linéaire continue sur CO(I).

6. Groupe de Lorentz. Envisageons d'abord le cdne du futur de 1l'espace de Lorents :

2 2 2 2
X.xx=x1-x2-xj—x4 > o, x1>/0,

-
et le groupe de Lorentz restreint : ‘ . Alors

™) a)(p) = 45w @ax, Yo
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applique C,(X) sur un espace H qui consiste en toutes les fonctions g gJ) &
support compact, de classe C pour )a > 0, ayant pres de (3 = 0 un développement

asymptotique de la forme
® _ ¢
o . I Hoa - 5 J
b(s?) ~ b, + 12_ (aj?.(pj_ 9 +bjf ) .

L'application adjointe M' : H'-— C/(X) a fovr image l'espace P! des distributions
invarientes sur X. (Liéthée, these 3 Ca rding et Roos, cours de Varenna).

Les coefficients de ?jlog% du développement de (Mf)( ?) ont la forme

a(4) 3 (x) £(x)ax

ol Q est un polynome et /\ 1'opérateur des ondes. On trouve une étude analogue
pour le groupe orthogonal de signature arbitraire dens un article de Tengstrand
(Math, Scand. 1960), complétant un article de de Rham.

Remarque.- " Etant non compact, on ne peut plus prendre la moyenne sur rﬂ .

Or, pour le groupe orthogonal on a, & des facteurs positifs pres,

Yg:e:.lﬁl__ Stﬁ(\’ - xx) f(x)dx = j f(?{x')db’

A,

ou r =x'x' 3 on a de méme

5_'11.
(2) (rs - t°) 2 f J (Y-xx)d (s -yy) d (t=xy)f(x,y)dxdy = jf(JX: yy)d

X'y' = t
oh x'z!' =71, y'y' = 8,/et x,¥, ... i , n 2, et des formules analogues pour plus

que deux vecteurs.

Maintenant prenons pour X le produit de deux cbnes du futur, les points de X
étant des couples de vecteurs x et y.

Essayons de remplacer (1) par l'analogue de (2) pour 1l'espace de Lorentz ; défi-

nissons M par la formule

(4)(9,6,T) = (t?-p6)™2 [d(p o) § (6~ ) (- mrtaylasy
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W= =XV = %95 = X,
et 9 ,6, T varient dans le céne

I: ?:>09 O"};O,’T:Z 2 ¢ 6 .

Les é1éments de \_ﬂ étant unimodulaires I est une distribution invariante

fonction de 9 , 6, T. Les trois variétés xx = ¢ 5 w= 06 et xy= T

’ N . '“‘\2 .
se coupent réguliérement si C > P 0 s en ces points Mf est une fonction de
classe C., Une étude compléte des MNf reste a faire mais on peut dire ceci :

introduisons des variables nouvelles définies par ua rayon

P ='12~(\/()> +°’)2+4(12-96)+3‘)+6)

qui est positif sauf si - \f =G = T =0, et deux variables angulaires © et

ol telles que

i

0 & &K £ min(e,-é—— e ),

définies par i e

V (;.&+6)/(rk+°')=\/(h-)>)(k-6)

A tg2 ol

ot

[11°]
<
i

=
C
il

e e T 4 g

Moo -12-'( \ (5+46)% + 4(T° = 90) + 5+ 6 ).

C
j

Alors, M¥f( A, 6,d) = (Mf)(9 , 6, T) est fonction régulidre pour A >» O et

pour ,>\ =0 on a un développement asymptotique
X 1 N
(3) e ~ (N, £)(©O,d) + > [(Njf)( e, &) + log 5 (Ljf)( g, cxﬂ)
1

ou les coefficients sont des fonctions régulidres de © et oL . Pour O et
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fixées, ils sont évidemment des distributions invariantes. Le support dtun Nj est
lg sous-variété de X ol

m=yy=xy =0,
clest-d~dire o x et y sont des vecteurs de longueur nulle proportionnels. Le
support d'un Lj est le point x =y = 0.

En faisant varier f&C,(X) on obtient un espace H, = M*C,(X) qui consiste en
toutes les fonctions en >\ , €, X de classe C pour A > 0, nulles pour A
grand, qui pour /\ =0 ont un dévcloppement (3) ol les coefficients sont des
fonctions régulitres en & , O 3 ils ne sont pas arbitraires, il reste & les étudier.
De toute fagon si 1l'on munit H, de la topologie la moins fine rendant f — M*f

continu , on peut affirmer :

Théortme. Toute distribution invariante sur X s'éerit sous la forme <h, M*f )
ol h appartient au dual H' de H,.

Principales étapes de la preuve.- Il est évident que ¢ h, M*f > = (g,f> donne
une distribution invariante g. Réciproquement, soit g(x,y)&Ct(X) invariant. Alors,

elle est a fortiori invariante pour le sous-groupe de fﬂ qui laisse x, fixe,

1

Par conséquent, vu un résultat précédent,
g(X’Y) = g*(X;! 3y1’X2X2 T oeeey y2y2 terey X2y2 +"‘)

ou g*(x1, Yy Y,s, t) est une distribution sur le produit de R2 par la semivariété

r2 0,80, rs; t2. En faisant un changement de variables : j~ = x12 -7,

6 = yf -8, U= L t de classe C on voit donc que
elz,y) = G(xy, vy, xx, vy, %)

o G est une distribution sur la semivariété

(4) (- o)62=0) > (ry, =P, T2 5 90 .
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- -
In utilisent les transformations infinitési.ales de ( on peut démontrer que

—
1t'invariance de g par rapport a | équivaut auz éguations . suivantes :
2 R -
((X“ —?)ax1 + (“{1.)"1 -t )ay1) G=0
(5) d

— 2 2 _
(=7, —t.)&:,:14r(3f1 -5)-5'%‘)@—0

pour G. BEn un point ol l'on a la premidre indgalité (4) avec >, ces équations

disent que G ne dépend pas de x, et de Ty On peut étendre ce résultat 4 tous
les points ot 9 +0+ T > 0., Une étude approfondie de (5) permet de démontrer que
tout ‘g dinvariant & support zx =yy = xy = 0 sg'écrit sous la forme donnée par le

théoréme ol le support de h est cobtenu dans }\ =0, c'est-a-dire (h, M*f) est

une somme finie .
—Q:_ P
Lo Shy N T +§:_<\Ej, bE Y,

les Aj et Bj étant des distributions en © et O\,

7. Anatomie des distributions invariantes. Le nunéro 6 nontre que si les orbites
de X sous l'action de [ ' sont compliquées, -
on peut avoir une situation compliquée. D'autre part pour le groupe orthogonal les or--
bites sont compliquées, mais la situation est simple. In utilisant les transformations
infinitésimales de Eﬂi on peut se placer dans la situation suivante dans une variété
X ¢ étant donndes un certain nouwbre G'opérations différonticlles du premier ordre,
Z1, veey Z, qui forment un systéme complet (le crochet [Zj’ Zk] eat combinaison

f=0¢.=

lindaire des %) on cherche les distributions f(x) qui satisfont & Z,
Zizf = 0. Wu le théorémc de Frobenius, ce probldmc cst simple au voisinage d'un point ol
la dimension du module engendré par les Z cgt constantc., Pour les autres points on

n'a aucun résultat général.



