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Séminaire CARTAN-SCHWARTZ 2201 .
1 3 o
be année, 1963/64, n° 22 25 mai et ler juin 1964

PROPRIETE MULTIPLICATIVE DE L'INDICE ANAIYTIQUE.
OPERATEURS DE CAIDERON-ZYGMUND A SYMBOIE CONTINU. PRODUITS TENSORIELS

par Daniel STERNHEIMER

Introduction.

Dans l'exposé n° 14, on a vu que 1l'indice analytique ia est une fonction addi-
tive sur K(B(X) , S(X)) . Le but de cet exposé est de montrer une propriété multi-

by

plicative, & savoir que si

6, € K(BE) , SE)) ©

152)’

en notant encore d; @ d2 1'image canonique de cet élément de

K(B(X,) , S(X;)) ® K(B(X;) , 8(X,)) -
dans K(B(X) , S(X)) , o0 X = X, xX, ,ona:
(1) i(d @ dy) =41 (a)) 1,(ay) -
On a vu (exposé n® 15) qu'en posant
| E-=E 65, 0F ek, F=IeELeBel,,
et

sk
o, ® IE - IF ® 02
O:Ol#0= -

® F e 1
% 9¢l

on pouvait représenter d, @ 4, dans K(B(X) , S(X)) par dQEB s Fp s o) .

2
On sait que ia(dv) = ia(ov) = ia(Dv) ob D, est un opérateur de Calderon-
Zygmund p-elliptique, de p-symbole O, (quel gue soit son choix dans le "p-
relévement" de o, , et quel que soit le choix de P , degré d'homogénéité de O,
sur TT(Xv) )e Afin de démontrer (1), il nous faut, pour calculer 1l'indice analy-
tique en revenant & sa définition, "relever" ¢ = o b o, enun opérateur D ,
dont on calculera l'indice. Or ¢ (Dv) est C° en dehors de la seéction nulle de

T(X,) , done o,(0,) ® ;§3_v est C° au-dessus de T (X, x X, ) - T™*(Xy) »



22-02

. * . *.
mais ne le sera au~dessus de T (X) que si o, l'est au-dessus de T (Xv) tout
.

entier. Cependant, si p >0 ou si o, estde la forme a<Xv)IE , on peut pro-
2

longer o & tout B(X,) en une section continue, et alors o_@ I sera con-
hY) hY ' Y -3~V
tinmu au-dessus de B(X) . Comme ia est indépendant de p (exposé n°® 14), on pour-

ra trouver D sous la forme D; ¥ D, (méme matrice), pourvu que 1'on puisse exhi-
ber un opérateur ayant un symbole continu donné par le produit tensoriel de deux
symboles C® , et qu'on ait une théorie des opérateurs de Calderon-Zygmund & Sym-

bole continu.

1. Opérateurs de Calderon-Zygmund & symbole continu.

1.1 Définitions. ~ Soient X une veriété C° compacte de dimension n ,
E,F, «.. des fibrés C® & fibre vectorielle complexe (de dimension finie) sur
X ; on note par E , F, ... leurs images réciproques au-dessus de T*X) . Les
espaces (X s E) sont hilbertisables. On hilbertise H°(X 5 E) par le choix
d'une mesure ( C* par rapport & la mesure de Lebesgue) sur X et d'une structure
hermitienne sur E . On hilbertise alors H°(X ; E) par transport de structure, 2

1l'aide des isomorphismes

G (X ; E) = H°(X ; BE) » E°(X ; B)

construits & 1l'exposé n® 13 (on pourrait aussi hilbertiser directement H°(X 5 E)
& l'aide d'une partition de 1l'unité ,Z ai = 1 subordonnée & un recouvrement fini
de X en ouverts de coordonnées et de trivialité {ui} par la relation
e N ‘
(T, | T,) :Zi (@, T, \ o, Tp)

ou le ~ désigne 1l'image sur En ; mals ceci est moins commode pour la suite, et
est d'ailleurs un cas particulier de ce qui précéde). On supposera méme X munie
d'une métrique riemannienne C° , ce qui permet de construire B(X) , S(X) . On

peut alors identifier E avec E*@& Q ol
0
Q= (AT (X))tzgxx

( t = tordu, par les deux orientations possibles de 1l'espace). E_ et Eq dési-

B
gneront les images réciproques de E au-dessus de B(X) et S(X) respectivement.

On notera I (X 3 E , F;p) aulieude I'(X ;E, F; p) comme précédement,
pour les opérateurs de Calderon~Zygmund ("op. de C.-Zyg." ou "op. 0% ~Z.") & sym-
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bole dans 5(T*(X) £E, T ;p).

DEFINITION 1. - T (X ;B ,Fj35,t) =L (X;E,F;s- t) , 1'adhérence
étant prise dans E£(HS(X ; E) , H&(X s F)) , muni de sa topologie d'espace banachi-

sable (ou de Banach).

Cette définition ne dépend pas des structures choisies sur X , E, F.On le no-
tera parfois F ’ (X , F) , ou FS t(B F) , ou encore Fs’t lorsqu'il n'y
aura pas de confu31on pOSSlble- C'est un sous-espace fermé, celu1 des opérateurs de
Calderon-Zygmund & symbole continu ("op. C .-Z.") s cette dénomination sera justi~

fiée plus loin.

DEPINTTION 2. - K(X 3 E , F ; s, t) = espace des opérateurs compacts de
S(r°(X 5 E) , E'(X 5 F)) .

On notera parfois ce sous-espace fermé Ks’t(X s E, F), ou Ks’t(E , F) , ou

Ks,t

Remarque. - L'espace ﬂ E(H (X ; E) , 55P(x ; F)) n'étant pas (muni de la topo-
logie de la limite progectlve) banachlsable, il y aurait de grosses difficultés &
utiliser la fermeture FO(X sE,Fs;p) de L(X3sE,F; p) dens cet espace,

ainsi que

MX;E,F;m=QKa;E,F,s,s_m:aa;E,F;m.

PROPOSITION L. - K(X ;E,F; s, t) c ro(x sE,F;s,1t) .

En effet, WX ;E ,F;s=-t) cKX3;E,F; s, t) , car X est compacte.
D'autre part, si k € St , on peut l'approcher (dans e(u° , Ht) ) par des opé-
rateurs de rang fini, et chaque opérateur de rang fini R est approchable par des
améliorants (2 €||R| prés), en approchant une base orthonormée de Im R , de dimen-

gion £ , dans Ht 34 e/t pres, par des éléments de @ , de norme 1L dans I-I't .

Donc

0(X ;E,F;s-t)>KX;E,Fjss,t)
(1'adhérence est prise dans g(u® , Ht) ).

Remarque. - Cette dernidre relation est encore valable dans EP y Ou est

1-.s,.t
o
engendré (comme sous-espace fermé de E(Hs Ht) ) par les (a)(B) et les amélio-

rants (d'ordre s - t , degré 4*homogénéité des P ). Dans le cas de X varlete
compacte, FO’t est engendré par les (a)(p) ( B "locaux") et k%" (ou

a(X;E,F;S—t) )o

loc
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1.2 Propriétés des cpérateurs c®.-zZ.

1° Composition. - Soient A € FO(X s E,Gs;s,u) et Be FO(X s G, Fj3u, th
Alors Bo A opére H°(X ; E)~ H'(X ; F) et BoAe (X ;E,F;s,1t).

On le déduit de cette propriété pour les op. ¢®.-Z. per passage & la lirite.

20 Transposition. Adjonction. - Soit AeT3Y(E , F) . ilors
Yer b o o, 8 e Q)
o X X

et
* —t,—s‘*
K er? (F@Q,?"@XQ)

(espace que l'on peut identifier & F -S(F E) ). On obtient ce résultat par

passage & la limite (les appllcatlons A~ tA et A ~» A® étant continues).

3° Adjonction hllbertlenne. -95i A€ F ? (E s F) , on peut définir son adjoint

hilbertien A" € ﬁ(H (F) , H S(®)) l'alde du produit scalaire. On a le diagramme

) 7—7->H(F) —-7-> F e, ) —> Ht@*@ Q)

. F X7 ay(m)* X
o G E) (Wg 4 (E)
H(E;(————H(E)é-——H(E®Q)<—————H(E®Q)
ou (w)E et (w) sont (respectivement définies par f ~» fw et fw ~» f

(f e ®°X 5 E) = HO(E)) , W étant la C ~forme partout différente de zéro, de de-
gré maximum, & 1'aide de laquelle on définit la structure hilbertienne de H°(R) ,
la dualité et 1'antidualité entre HC(E) , et HO(E o, Q) et 1 (E* 5, ) (ves-

. . s -
pectivement), donc aussi entre H et H s s on a

(g | f)o (produit scalaire) = (g , fw) (antidualité) = /% g, w.

les G_S(E) (et Gt(F) ) étant ceux qui définissent les structures hilbertiennes
sur les H° , le diagramme ci-dessus est commutgtif. Or les G_S(E) , «+s sont des

=1
op. c®.-2. , ainsi que les (uOE et (w)F , et on vient de voir que
— —x%
A GFO(X;F®Q,E ®XQ;-t,-s).

D'aprés la propriété de composition des op. c®.=Z. ,ona AT el (X ; F,E;t,9.
D ’ o ’

Remarquons que si A = (@) , A" = (o) , et de méme pour les "(B) locaux".
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1.3 Ie (0, O)-symbole pour FO(X ; E,F3;0,0) .« ~0nle définira & 1'ai~
de du :

IEMME., = Le O-symbole o, est une application continue de norme £ 1
S(H°(E) , B() > LK E, F;0 »c(EE, F) .

c(ﬁs(E , F)) désigne 1l'espace des sections continues du fibré ES(E , F) , image
réciproque de £(E , F) par 1l'application S(X) - X , muni de la topologie de la

convergence uniforme.
Soit en effet A e Q”(X s E, F3 0) . 0On sait (exposé n® 13) que

* ; 0 :
Vo, 9 eT(®, 3 {gl oy, L, eFE B, oce<yl <o,

telle que Ob(A)(X . E)Wj - AWS » 0 fortement dans H°(X ; F) pour j -» =, i. e.

Il o, 00, O - o < il < Il el

la norme de oO(A)(X , &) étant prise dans (QS(E s F))(x ) (norme de matrice),
ou €, —=> 0. ‘ ’
J J—)OO
Donc
lo WG, Ol <llall , v x, 8 eT®@ .

Done HOO(A)H < HAHO , la norme du ler membre étant prise dans C(QS(E , F))
clest

max o (8)(x, 9l
(x; &)esS(X)

la norme du 2e membre est prise dans £(HC(E) , HO(F)) .

. Ainsi, HoOH <l comme opérateur £(H° s 1) 5 G(ES(E , F)) défini sur

Rw(X ; E, F3 0) . On peut donc prolonger par continuité o, enune application
%, 0 de norme <1 de FO(X s E,F; 0, 0) dans G(ES(E , F)) « Son noyau, qui
était @(X ; E, F; 0) , contient donc K(E ,F; 0, 0) =E , F; 0) . Si

A =1im A dens e(HO(R) , HO(F)) y A€ r@®,F; 0), onaura donc :

OO,O(A) = iiﬁ;oo(ﬁn)

dans 6@£$ , M) .

Propriétés du (0 , O)-symbole. - Par passage & la limite, on aura pour Fg’o :
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O(tA) = téo’O(A) (on Y indique le changement de & en = &),

(A):o ()* et o, (Boh)=oa (B)oq (4)

0,0 0,0 Oy
O O o ' Y o
si A et B e FO’ (les fibrés n'étant pas nécessairement les mémes) .

De plus,
o (&%)

0,0

\*
g ,O(A)l .

En effet, = (w ) A* (w) L €r, ’O(E F) . Or ((“’)F est un op. C°.-Z.
de symbole wp = IF , et (w) (w) en est un avtre, de symbole

D'ol
+ _ ..* _ *
Go,o(A ) = Oo,o(A ) = Oo,o(A) '
l.4, PROPOSITION 2. - FO/K(X 3 E,E 30, 0) est isomorphe isométriguement
A C(ES(E y E)) des sections continues de ES(E E) , ainsi qu's 1'algébre
C(E (E E O)) des sections prolongées en fonctions O-homogénes 3 E(E R M)

~

au—dessus de T, (X)

r X;E,E; 0, 0) estune sous-algibre involutive fermée [1'involution &tant
définie par l'adjonction hilbertienne) de £(H°(X s E)) , donc est une C*-algdbre
(cf. par exemple RICKART [1]). K(X ; E ,E ; 0, 0) est un idéal bilatdre fermé

de cette C*-algébre , donc FS’O/KO’O est aussi une C*-algdbre .

1° Cas E "scalaire" trivial, E =X x G . - Alors C(® (E E)) = c(S(X)) est

une C*-algdbre commutative, de méme que F 20/x°2°

Remarquons que Uo’o induit une application éo o demorme <1 de T 50 /g0
s . .
dans cE© (E E)) par g, O(A) =0, O(A) si A est un représentant de
3

5
Ler ’O/KO © ., Ia norme est <1, car on a

1,0l = llo, Wil < sme Nl = 1§ |
’ ’ rel

la norme de L étant prise dans £(H®)/X°’° . Ceci vaut dans le cas général.

Ici, nous avons le diagramme (commutatif)

030
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Montrons que %o (ou, ce qui revient au méme, %, ) est bijective.
vV xeX, (x, 5) e S(X) , 1'application A o (A)(x , &) est un caractére
continu de FO °/k°2°

Soit inversement y un caractére continu quelconque de cette C*-algébre. X
est un caractére sur tous les (&) s Q€ s(X) , donc il existe un x e X tel que
X((&)) ax) ( (a) n'est jamais compact). Soit un ouvert de coordonnées autour
de x , dans lequel T* () (pour tout x' dans cet ouvert) est représenté par
(x' , &) 3 con31derons une fonction p(&) e o(T *(X)) définie dans un voisinage de
x contenu dans 1l'ouvert de coordonnées con81dere s 11 Iui correspond un op. C *.-Z.
(p) (c'est un "(p) local"), et y est un caractére sur les (ﬁ) ( (B) n'est
jamais compact), donc 3 & tel que X((é)) = g(g) , avec (x, &) e S(X)

Soient maintenant A e Fg,o quelconque, ¢(x') wune fonction sur X , €7,
@(x) = 1 (ainsi qu'autour de x ), ¢(x') = O en dehors d'un voisinage de x

inclus dans 1l'ouvert de coordonnées. On peut écrire :

L= (g) & () + (&=~ () 2 (0))

1

Donec

Q
P
R
~

H

OO,O(A) ¢ + OO,O(A - (9) & (¢))

D'ou, pour le (X s €) e S(X) trouvé

50,6, 8) =0 ((9) & (9))(x , &)

Notons o (x , &) , l'application & ~» ¢ (&) (x , &)
0,0 0,0
X - 50 O(X , &) coincide avec O sur les (Q) , sur les (B) locaux (autour
b d .
de x ), et sur XK°?° = {0}, donc 1'application est nulle (on peut se localiser au~
tour de , x , d'apres le calcul qui précéde, et alors F ’ /KO’O est engendré par

les (a)(ﬁ)loc (a)(s) ). Tous les caractéres de Ty O/KO’o sont donc de la

forme Oo,o(x , &) .
.On a ainsi un homomorphisme de norme <1 :
PS’O/KO’O - C(8(X)) , S(X) espace des caractéres.

D'aprés le théoréme de Gel'fand (cf. [1]), c'est un isomorphisme (d'ou la bijec-

a2 . ys 0450 1,040 .
tivité), et une isométrie, car FO’ /K% est muni de sa norme de C¥-algdbre
(commutative).

2° Cas E ipivial, E =X x g? . - On passe du cas scalaire au cas considéré en
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tensorisant les algébresen questionpar e(c™, c™ ,ce qui conscrve noya et image ;

* . . * N . » .
% o est donc un isomorphisme de C -algebre , donc une isométrie.
3

3° Cas E non trivial. = Soit une partition de 1l'unité (finie)

Zaizl, aie®(X),

subordonnée & un recouvrement de X par des ouverts {‘ui} tels que V i, j
tels que U n uj £0, U v uj soit contenu dans un ouvert de coordonnées et de

trivialité (il est clair que de tels ouverts existent). On a :
- 2 sO1y .
'A' - i,j (ai) A (a'j) b4 V A € Fg (X 9 E ’ E) 9

on "localise" ainsi A .

Soit f e G(ES(E , E)) quelconque. On a f =}i: oy f . Au~dessus de ‘Ui s, E est
trivial, et 1'on est dans un ouvert de coordonnées ; on peut donc trouver un (et un

seul) A, e I97%/&%° | tel que 6 (A,) = a. f , d'ob la surjectivité du (0 , 0)-
i o 0,01 i
> 1 0,0 ;0,0 .
symbole , car on peut relever f en £ A, €T /K . Side plus £ =0, comme

5o ©St un isomorphisme dans le cas trivial, tout ((oci) A (ocj)). est nul, donc
s
= O ]

:booo

Donc 60 o st un isomorphisme (algébrique) de rg,o/Ko,o sur G(ES(E , E)) ,
2
de norme < 1 ; c'est donc aussi un isomorphisme topologique (théoréme de Banach)

et une isométrie, puisqu'il existe une seule norme de C*-algébre .

1.5, Ie (s , t)=-symbole pour T(X;E,F;s,1t) .=0na les isomorphis-
mes topologiques GS(X 35E) el X3E,E, s) , de C -symboles || ® I; en

(x, &) e T (%) par exemple ; de plus, on a défini ~x
- S(v . + _ -1
(£ | g)s = (GS £ | G g)o pour £, geH (:/gy E) (done G, =G_ =G ).
On a donc
s,t 0,0 s,t 0,0
ro’ = G_t(F) o T’ (E, F)o GS(E) S S G_t(F) oKV (E, F) o GS(F) R
0,0 s,t 0,0 s,t
ro’” = Gt(F) oL’ (E, F) o G_S(E) , K?° = Gt(F) o KM*U(E , F) o G_S(E) ,
et de méme

-t :
"%, F = G_y(F) o °E& , F) o G (E)

E, F) = G (F) o q:(E » F) o G__(E)
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car Gp(X ;s E) est un isomorphisme 1o (X s B) o w5 P (x :E) , V seR.

~

DEFINITION 3. - Soit A e P (X3E,F;s,t) .Ondéfinit son (s, t)-symbole

0y, 4 ) = 0, (6,(F) A (®)) .
Si A=1linA_ dens (%) , EF) , A el (X;E,F;s~1t), onaurs

0,0y (F) 4 G_y(B)) = 1in o, (6, 4, 6_) aamo ClTg(E, F)

1

lin o (A) dans C(£,(E , F) ,

On voit ainsi que I ¢ peut s'obtenir aussi par prolongement par continuité de
3

t)é sur l'fo-t.Ilest

Oyt (aéfini pour 1":' Fi’t , et coincide avec ¢

donc indépendant du choix particulier des Gy

s~t

les Gs' nous donnent une bijection, qui est un isomorphisme d'espaces (de Banach)
dans le cas général, et de C -algébressi E=F, s =t , entre I‘O(X SELF; s ,t)
et FO(X s E,F; 0,.0) ainsi qu'entre K(X;E,F;s,t) et KX;E,F; 0,.0
(par G-t(F) °© O o GS(E) ), donc, par passage au quotient, entre I‘z’t/Ks’t et

[090 k050
o
5 ¢ entre I‘g’t/KS’t et

. - 3
C(ES(E , F)) , qui coincide avec Og_y Sur l“ci t/fl(s - t), o
s =-t) =X 3 E,F;s-1).

On a ainsi, par composition, un isomorphisme o

Homogénéité du (s , t)-symbole. - Notons C(® (E , F) 5 p) les sections conti-

nues du fibré ES(E , F) prolongées en fonctions homogénes de degré p (en &)
*/. .
sur T_(X) .

. . o t . s=t
Soit A el (X3 E,F;s,t); A=limki dans e, H) , o A el .

Alors
Gs,t(A) S @(E.(E s E) 5 8 = t) ’
car os_t(An) € S(E’(E s F) 3 s=1t) . 0r
ce(E,F) ;p) CE(E,F) ;p),

1'isomorphisme étant donné, par exemple, par f(x , &) ~- Iilp'_p flx, &) .
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D'ou : .
. ~ O
Fg,t proiy ri’t/Ks’t —> T2/ 22> ofg, (E, F) 5 0)
Os,t =

Ce,E, D ;s~-1t),

ce diagramme étant commutatif, et 65 % étant un isomorphisme topologique.
b

Propriétés du (s , t)=-symbole. - On les obtient par passage & la limite :

(a) Si A e FO(X s E,G;s,u et Be TE(X 3 G,Fs;u,t) ,ona

os,t(B o A) :%’t(B) o os,u(ﬁ.) .

t tw * *
() oy (8) = Os,t(A) et oy (7) = °s,t(A)
+ * e
(c) Ot,S(A ) = Oé;t(A) sur S(X)
— * 1
= O-ZS(G-QS(E)) Os,t(A) cbt(G2t(F)) sur TT(X) (i1 y a un facteur
2t-2
g1 =55 ).
1.6, ﬁgalité des normes.
rs,t
THEOREME 1. - L'spplication ¢, =——>—(X ; E, F) > C(E,(E , F) 5 s - t)
s,t Ks,t ~ 7 -

est un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach, et de C¥-algébres, si E =F ,

_@_&S:t.

1© %X s B, E) estune C*-algébre, avec 1'adjonction hilbertienne, ainsi

que T2%/&%% (car X°'° est un idéal bilatére fermd). Or il existe une seule
o g(HS(X : E))

kS8

norme de C*-algébre, et c'est celle dont est munie Fi’S/KS’S c

D'ou 1'isométrie du (s , s)(E , E)-symbole :

‘0 . (]

o (W) = lIAl
S,8 £(15) K515

la norme du premier membre étant calculée dans C(ES(E , E)) (et ce sera, par dé-

finition, celle du terme correspondant dans ¢(g, (E , E) 5 0) ).

20 IME. - Soit AeT%E, ¥, her®%a%" . mors

A - VT t VAT D) =Vo, (AT L)
Wlom ey =" g © st T 0o @
<S58

k5 ¥ (&,F)



22-11

En effet, on a

A: H°X 3 E) -H@X ;7 , AY: H@E;F - E@X;E),

dtou
Vi £ : 85X ; E) -» H°(X ; E)

(pour £ et ge X ;E),, (A | 4g)y = (Was| g =(VE Lt |Va hg)_;
cf. RIESZ et NAGY, Analyse fonctionnelle [2]).On en déduit qu'il existe des isomé-
tries partielles (isométries sur un sous-espace fermé, O sur son orthogonal)

U: BS(X 3 E) »H(X ; F) et ¥ =U" : HCoH

telles que A =WAT &4 et VAT & =vA .

On a

Il = inf sl gl =1,

keK 5t
ot de méme |[¥9|| < ¥l =

D'ol . .
Al ¢ IVA™ 4] < |14 i e VAT Al = JIAN

De plus, A* A =Va* Ao VAT A, donc

o ,S(A+ L) = (cs,s(\/k+ A )2

(ponctuellement sur X ) et

(JA A) = \/ \/o (A)o (A)

H

d'ol le lemme.

On en déduit

“A”: ”VA+ A ” = ”\/CTS,.t'(I‘-L)—Skr O'S,.';(A)j HC(ES(E,E)) = ”OS,t(A)”C(Es(E,F)) ¢

= Hos,t(A)”C(E.(E’E)5S-t) ‘

D'ou le théoréme annoncé.

7. Opérateurs de Calderon-Zygmund "Co-elligtigues" .

DEFINITION 4. - Un opérateur de C°.-Z. est dit "C°-elliptiques™si son.symbole:
est inversible dans C(ES(E , ) .
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THEOREME 2. - A €T (X3 E,F; s, t) est C°~elliptique si et seulement si
3 A e fb(X s F,E; t, s) tel que

A'M=TL +C, CekK(X;E,E; s, s)

vo

BA' = I, + D, DekKX; ;F,Fs;t,t).

o

La démonstration est analogue au cas des op. Gw.—Z.-elliptiques (on prend pour

A' un relévement quelconque de (o‘s’,g(.lt))-1 ).

Remarque. - I1 est en général faux qu'un opérateur C°-elliptique soit hypoellip-
tique (car C et D sont seulement compacts). Mais on verra plus loin que si
Ae) rj’s‘P et est C°-elliptique, de méme (s , s - p)-symbole V s € R, on
aura AT e (X ; F) => Te®X ; E) (c'est une propriété d'hypoellipticité
globale ; cf'. théoréme 5).

I1 résulte du théordme 2 et de 1'exposé n® 12 que tout opérateur C°-elliptique
posséde un indice, et méme qu'un op. C°.-Z. posséde un indice si et seulement
s'il est Co-elliptique. L'indice en question est calculé comme indice d'un.opéra-
teur H°(X ; E) -9Ht(X s F) ; comme on peut ajouter & cet opérateur un opérateur
(compact) de k%% sans changer son indice (exposé n°® 12), 1l'indice ne dépend que

du symbole o ¢ de 1'opérateur (mais attention, si 1'on a
b

s,t s',t! :
Ae ro’ X;E,F)n r.’ (X s E, F) , avec §S,t(A) £ Gs',t"(A) sur S(X) ,
1
et As' : Hs' - Ht

peuvent 8tre différents. Nous ignorons si cette circonstance peut se produire).

ce quil est a priori possible, les indices de ~AS: H® & Ht

N
THEOREME 3. - L'indice analytigue (des opérateurs de C.-Z. Co-elliptigues) est
une fonction (additive) sur K(B(X) , S(X)) .

M8me démonstration qu'd l'exposé l4. Il nous faut pour cela savoir que, pour les
C°~symboles , comme pour les d»~symboles , deux symboles homotopes donnent le
méme indice ia . Dans le cas C. , on le montrait par relévement 6 de symboles
homotopes en opérateurs homotopes de H° dans H®P . Pour les Go-symboles , il
n'y a pas de relévement © (voir page 22-15). Mais c'est ici encore plus simple.
Si un symbole o' est assez voisin du symbole o , les opérateurs AS et Aé

correspondants vérifient

”Aé - As” = max [|o" - of| (voir théoréme 1),

done Aé - AS est la somme d'un petit opérateur et d'un opérateur compact, donc
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A' et AS ont méme indice ; alors si un symbole varie continfiment dans

C(IsoS(X)(E , F)) , l'indice reste constant, d'oh le résultat cherché.

2. Produit tensoriel de "relévements canoniques®.

Soient donnés deux symboles
¥y
o, e&x , TI(X) 5 £E, 5 B 5 p) (v=1,2).

81 p >0, ousi p, , o, étant une fonction sur X = seul (un "a" ),
on peut prolonger (par O dans le premier cas, per la valeur commune sur les

sphéres cotangentes dans le second cas) o, 3 towt T (X ) , donc en particulier

by

3 B(Xv) , en une section continue, appartenant & G(E(Ev R Ev) s pv))
On a alors
0, ® 0, € C(EB(X)(El ®E, ,F ® F2) 5Py * pz) ,
donc en particulier
o, ® 0, € Clf4)(E @By, T ® F)) 5 P+ Pp)

ou X:XlxX

dessus.

5 3 CE qui n'est pas le cas si les ordres Py, ne sont pas comme ci-

By

Considérons une partition de 1'unité {@:(Xx)}iel subordonnée & un recouvrement
v

{U,} de X, par des ouverts tels que toutes les fois que U nlﬂ; £, Uy U uﬁ

est contenu dans un ouvert de coordonnées et de trivialité pour tous les flbres
considérés (i, k € Iv , ensemble fini d'indices, car Xv est compacte). Dési-
gnons par -~ la "descente sur §?v " et par - la ‘remontée sur Xv ", On peut

alors considérer le relévement "canonique" de

w
o 60) = 2 0T 5 )

ou O désigne le relévement canonique sur R™ (exposé n° 9) ; on "remonte sur la
o~ T e’

variété un opérateur & bisupport compact dans U, U ﬂk .
1
Les {¢i(x1) wi.(xz)} forment une partition de 1'unité sur X, x X, , subordon-

by

’ 1
née & {U; x ﬂi,} , et on a

"1‘9"2:12,‘1'“" © "”’"’2'
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On.peut donc considérer

T— o 12

1

0,(01) @ 0,005) =4 515k

opérateur agissant (avec % =0=8&, ou X =0' =& , car X; et X, sont com-

pactes) :

}G(Xl ; B ® :fa(x2 , Ez) »za(xl , Fl) ® ;ha(x2 R F2)

donc prolongeable par continuité au produit tensoriel complété & (muni de la
topologie €, ou m , ou encore au produit € de ces espaces ; cf. [3], SCHWARTZ,

Distributions & valeurs vectorielles) en un opérateur (X = X, x Xz)
A . '
6,(c;) & 6,(0,) + #(X ,E ©E) %X, F @ F,) -

On aimerait bien que ce prolongement 61(01) & Gb(ob) , que 1l'on peut d'ailleurs
considérer pour tout couple d'opérateurs de C° .-Z. , soit encore un opérateur de

Calderon-Zygmund ; malheureusement, les espaces H° ne sont pas factorisables

] L m
- i d A
(Eout au plus a E;Of dis isomorphismes entre B et osﬂl <k Hl ® H2 , et entre
H et Zﬁaj Hl @ Hé

pace préhidbertien obtemu avec (f; ® f, | g © g,) = (f; | ) (£, l gy) 5 cf. [41),

,ot k,2 ,meN, & désignant la complétion de 1'es-
et on ne peut pas dire a priori que le produit tensoriel de deux opérateurs c”.-Z.

est de type analogue. Cependant :

I oA . sk
THEOREME 4. - 81 o € S(Xv , T-(Xv) : E(Ev " Fv) s pv) avec p > 0sou p = 0

si g, est fonction sur Xv seulement, on a

n r
s-t=p,; +p, o) = X

e

6,(0,) 8 6,(0,) € , 3B ®E ,Fef,;s, t)

et V s, teR avec s-t=p +p,:

1

A
o5,4(01(0,) 8 8,(0)) = 0, @ g
Avec les partitions de 1'unité considérées plus haut, il suffit de démontrer le
théoréme localement, auquel cas (les fibrés étant alors triviaux, au-dessus d'ou-
verts de trivialité) on se raméne au cas scalaire (par tensorisation avec les es-

paces de matrices convenables). On doit donc démontrer la proposition suivante :

N ,
. A%
PROPOSITION 3. - Soient 6, (o) e L(R "5 p) , de p-symbole o, (p,>0;

ou p,=0, o Stant un a(xv) ). Alors

N nl 1’12
000 8(0)) € o Bp, T #ET 50, )
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et son (s , t)-symbole contimu est O, o, .

Soient d'abord a; o, a, Bl 5 Bz , et o, =0 Bv . Alors

la fonction f,; Bz est homogene d'ordre > O , et partout continue ; donc
61(01) 62(02) est un op. C.-Z. c° de symbole o, 9, d'aprés le lemme suivant,

IEMME. - Soit (ﬁ ) €T (R s p) de symbole B, (5) . Soit Sz la sphére uni-
té de (R y* , et supposons que B - B dans C(S ) .

2
Alors (B) =38« € Fb(g 5 pP) = s—t:p FO(E s s, t) ,et son (s, s~ pP)-sym-
bole continu, V s, est PB(E) .
A 1'aide de ce lemme, on peut prolonger 6 aux f continus en 8(B) = (B) ; ce
n'est pas le cas pour les a continus. La multiplication par a(x) € C(Bz)-, méme
& support compact, n'est pas un opérateur sur i pour s >0 : on sait seulement

qu'au symbole afx) & support compact, et continu, correspond

(1« 12372 (@) (18

mais ce relévement dépend de s , et n'est pas le prolongement du © défini pour

les symboles ¢’ .

On a en effet

Be) = & pgny, g esh,

et de méme pour B ; or B - B dans C(Szgl) , donc

n-oc0

Fup 16,(8") = BED| = 0
o

viorer, g - @l s pup 18, - Bl el

Donc (B,.) - (B) dans £ (u® R S"’p) et a pour tout s €R . Donc
(B)y er (R s 8, t=-p) .0r o ((ﬁ )) = ﬁ , et ﬁn - B dans €(S ) , donc

os,s p(([3)) pour tout s .

Ceci démontre le lemme, donc la proposition 3 , pour o; et o, décomposés.

Passons au cas général.
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Soient
n, 0y, %
o(x) e8R7), p e&l® ) -{0};p) o p,>0,

également. Posons P = Py * Py e

foe g (@5 )

On a une application continue :

nz

(R b 8((R N* - {0} p) s(RnZ) x 8((R 4*_{0};50) ~>m"(R 8y = 5-P)

1'espace d'arrivée est muni de la topologie de ﬂ e(u® , 85P)  (Limite projective).
La continuité est évidente (il suffit d'ailleurs de vérifier la continuité séparée).

Ve

Cette application passe au produit tensoriel complété & (n ou €)

n n n n n,+n
8(.R,. 1 x ((E, l)* - {0} 3 pl) x 8(22 x ((E 2)* - {O}) § p2) "’QFO(E ' 2; s, s=P)

(o

s 02) w@l(ol) 92(0'2) o

donc 6, (o ) © (o ) est un opérateur C°.-Z. , et ce pourtout s .

De plus, le (s , s = p)-symbole de (ay ocz)(ﬁl 92) était o B o, B, + D' aprés
B=h S 0) ), et sa
lindarité, le (s , s - p)-symbole de 61(01) Gb(cb) est o a, , et ce pour tout

la continuité de ce symbole (comme application TS’ - GQEH xS
S .

3. Produit tensoriel et indice analytique.

Soit dome 4 = d(EvB , FvB , Ov) - On peut considérer 4, ® d, comme représen-
té par d(EB s Fgos o) (cf. page 22-01).

Prenons les o définissant les d, P-homogénes (le mme p ) avec p >0
(on peut prendre p = O si ce sont des "a" ), ce qui est toujours possible (chan-

ger le degré d'homogénéité des o, ne change pas le d,, correspondant). On a alors

ol#czzoeG(EB(X)(E,F);p) o X=X xX,.

LEMME. - Supposons o, inversible, i. e. O € S(T (X ) 3 ISOS(X )(Ev , F ) 5 Py
avec p>0 (p=0 siclestun o 1nver31ble) Alors

o, # o, € C(IsoS(X)(E s, F) s p)
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COROLLAIRE. - Si 6 (o) est un opérateur ¢*.-Z. p-elliptique (p > 0 ou
p=0 sic'estun o) de p-symbole o, alors 61(01) + 92(02) est CC-ellip-
tique eri’s-p(X ;E,F), V s,de (s, s~ p)-symbole o, 70y, V S

En effet (ici, comme p. 22-0l, on note I, pour oo(IE) ) e

/
* *
/0101®I§2+I§l®0202 0
*
(01 # 02) (01 :iuf 02) = !

*
0 IF1®°2°;*°1°1®IF

~Lf.

est donc un opérateur hermitien partout >0 , et >0 en tout point ol un au

moins des ov est un isomorphisme, i. e. sur TT x) , gt donc est homotope & 1'i-
dentité sur S(X) 5 donc o est C°-inversible. la formule donnant o (opération
"bidule" : o i o, ) montre son homogénéité, de degré p . Le corollaire découle

du lemme et du théoréme 4.

Par conséquent, en posant Dv = Gv(ov) s, D= Dl i D2 est inversible modulo les

compacts (car C°-elliptique), donc posséde un indice comme opérateur
Bx e - P, v s.

Or son (s , s - p)-symbole est le méme pour tout s , donc 1'indice de 1'opé-

rateur
A N
: /D, 8 I -y 0D,
: g 2 1
D:DlTrDz—_-
A X A
® D, D; ® I
g ® Dy 18y, )

(défini sur @' (X ; E) ) est le méme sur tout H°(X ; E) (on suppose ici identi-
fiées les sections de Ev et celles de E° @X Q). Nous allons le calculer.

THEOREME 5. - Soit A un opérateur : H°(X ; B) - B P(X ; F) , v s (done
agissant ® -® , O' - ®' ), supposd & indice. Notons A, sa restriction &

H°(X ; E) . Si ia(AS) est indépendant de s , on a :

(1) Ker A  c 0(X ; E) ;

(i1) AT e PE ; F) = T eB°(X ; E) ("hypoellipticité globale")
cis\ s . s 3 *

(iii) 1a(AS) = 1a(A@) = dim Ker A -~ dim Ker A
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COROLIAIRE. - Soit A eI X ; E,F; s, 8~-p) , avec ¢ (1) = o )(A),
s Tor S,5=p (p
indépendant de s , A étant C -elliptique (& indice) , V s . Alors ia(As)
est indépendant de s (il ne dépend que de o(p)(A) ), donc
Ker A c® , Ker rAf e s F) ,

*
. . s (Y — as o g
1a(AS) = 13(59,) = 1a(“®) = dim Ker A - dim Ker A

et de plus (hypoellipticité globale des op. 0°.-Z.-elliptiques)
AT e = Te@m .

Ceci est vrai en particulier pour A = A * A2 ob A, et A2 sont leellipti-

ques, d'ordre (le méme) > O (nul, seulement si ce sont des (@) ).

Démontrons ce théoréme 5.

IEMME l. - Soient SO s 81
injection continue dense. Soit K C 80 un_sous-espace fermé de codimension n fi-

deux espaces vectoriels topologiques, &, 5;80 s avec

nie. Alors Kn 81 est un sous-espace fermé, de codimension n dans 61 .

En effet, K est défini par 1l'annulation de e; , «.+ , € € &, ¢ &l » linéaire-
ment indépendantes, et X n&, est encore défini dans &, par leur annulation, et

elles sont encore indépendantes dans 8{ ( 81 est dense dans 80 ).

PROPOSITION 4. - Soient &, s &1 5 8, 9 9 quatre espaces vectoriels topologi-

gues, et le diagramme suivant, cu les uv sont des applications linéaires conti-
nues & indice (v=0,1) , Im v, étant fermée dans 5, les injections étant
denses et u |, = u

oléol 1’

5, —t—s 5
ln n
u v
80 —__9-__% ‘50
Alors
(1) din Ker u; < dim Ker u
(ii) dim Coker u; 3 dim Coker u

dong 1a(ul).s 1a(uo) , et si la(uo) = 1a(u1) , on a
(i1d) Ker u; = Ker uj

et 1l'aspplication Ccker u - Coker U, est bijective.




22«19
(1) est évidente, car Ker v, ¢ Ker u, » Par le lemme L,

codlmgl(Im u_ N i%l) = c.odlmsc(lm uo) .

Or 313 hnulc Imuocso , donc Imuo ng 2 Imul . D'ou

(Im ul) = dim Coker Uy .

dim Coker u, = codlmgo(lm uo) = codlmgl(lm u, N Z%'l) < cod:_m%l

Si ia(uo)

1a(ul) , on devra avoir
{ dim Ker v, = dinm Ker uy < o

~dim Coker U, = dim Coker uy <>
Or KXer u, < Ker ug (c &O ) et les deux ont méme dimension finie , donc
Ker v, = Ker u c &,

et de méme Im u; = Im u N3 (méme codimension finie dans 5 3 et ils sont tous

les deux fermés).

O (o}

De plus, soit f;=u e, s f, €8 , e GSO , 1. e £, eImuo ng, =Imu .
Alors il existe e; €&, telque f; =u e, . Or uo(el - eo) = 0 , donc

el—eoeKeruocgl ,

i. e. e €&, . Donc uo(iso) ng, =u (81) . (C'est une propriété d'hypoellipticité).
Donc 1'application

1 0

-

5
Coker u = o u

définie par
{f, + Imu} ~ {f + Imuo} R
.. . -1
est injective (u0 (31) c 81) , et donc bijective (car ces espaces ont méme dimen~-
sion finie).

Démonstration du théoréme 5. - A, étant & indice, et H® Hilbert (donc Fréchet),

Im As est fermée (cxposé 12). On a le diagramme (t < s) :

A
(X ; B) ——E—s 55 P(x . )
ﬂl ' ﬂl et A et A, ont méme indice.
A ' s t
(X ; B) —2—s 5P, p)
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Donc V tgs,

Ker A, =Ker A CH (X 3 E)

et par conséquent, comme ® = (1 i , 0'=U H® .

Ker A, cO(X 5 E) ,

t

et de plus, si A T € P (Te 5 a priori, ce qui est toujours vrai pour un
certain t assez "petit", car X est compacte), T e H° . Donc AT e® => Te0,

car alors

t

Te® => T eH => A Tel P, Vg3t => TeH , V s>t.

t

Bn en déduit que A(®) = QA(HS) est fermé dans ® , donc A est encore un ho-
momorphisme de ® dans ® ., Mais les mémes résultats sont valables pour A* . Alors

: : : * .. s .
la(A(D) = dim Ker Ay - dim Ker Aj, = dim Ker AS dim Ker A—s+p = la(As)

pour tout s » De méme, Im A(R') est fermée dans ®' d'aprés le théoreme de

Banach sur les homomorphismes de Fréchet, donc on a encore

. e s * .
1a(A®,) = dim Ker A - dim Ker A” = la(As)

pour tout s .
Cse Qo F. D
Nous allons maintenant chercher Ker D et Ker D' , dans H® , donc dans 0 ,
pour D =D, # D2 s Dy et D, Cw-elliptiques, de méme ordre >0 ( =0 seule-
ment si ce sont des (a) ), "reldvements canoniques" de o, et o, (respective-

ment), ceci afin d'assurer que D est C°-elliptique sur la variété produit.
a g

Soient (f , g) €KerD, fe®OX ;E @E) , ge@X;F 8F) .0na

7

1
‘o b 509 =
5(D1®1E2)f-(IFl®D2)g,o

|, 3D)f + (0] & Iy Jg = 0
or (D, & IEz) o (J:El &D,) =D, & D, = (1:El 8D, o (0, & IE?.) . Donc (on con-

pose avec Ip & D, et D, 8 I, , puis on retranche) :
1

X A A * _
(Dl D] & IF2 + IFl ® D2 D2)g =0
et de méme (on compose avec D¥ § I et I, & D2 , puis on ajoute) :

1 F2 Fl
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* A Ak

Comme on sait a priori que f et g sont dans les © correspondants, on peut
multiplier "scalairement" (avec la forme sesquilinéaire exprimant 1'antidualité
entre ©(X ; E) et ®©'{(l; E) , ou entre 3 et HEP ) par g et f (respecti-

vement) les égalités obtemues, d'ol
0= (D, D* & ) + (I, ®D, D¥ ) s
= 171 IF2g9g IF]_ 22gyg9

or on a

i A A A A
0=|pte gll - (0*el, g,0fel, g) =D dFe g, g
1 IF2 2 (x,F oF,) 1@y e.Dedy 1 D1 IF2 ’

(1a dernidre égalité est vraie sur les éléments décomposables, donc sur tous par

pagsage a la limite), et de méme pour les autres termes.

La possibilité de prendre un produit scalaire pour g € @ , nous assure donc que
si la somme de deux opérateurs hermitiens 3> O est nulle sur g , chacun d'eux
1'est ¢

A A
(0] ® IFz)g:O , (IF1®D*2‘)g=o .

On en déduit

A . A
g € Ker(D] @ IFZ) n her(IFl ® D’g) coX 3 F eF,) .

De méme

El ® E2) .

e

A A
fe Ker(Dl @ IE2) N Ker(IEl ® D2) c (X
Or :

IEMME 2. - Soient Sv (v=1,2) gdeux espaces localement convexes séparés, et

A € E(&v R Sv) +Onaalors A eI, et I € A, sur & ¢ 82 , (prolongeant

P h A AT e

AeI, st I, 84, définis sur & ® &, ) ou I, dénote 1'identité sur & ,
et on a :

Ker(Al € 12) nxKer(Il € A2) = (Ker Al) e (Ker AZ)

(pour le produit & , voir SCHWARTZ [3], chap. I).

En effet, tout ne § e & peut &tre considéré comme un élément de BS((Eé) 5 &)

par
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nlej , o)) =le)) el , V ejegl, ejesy.
Donc
(Al € 12)g =0 <= V e, (&, 12)g (eé) =
ie €0 Al(g(eé)) =
Donc
g € Ker(Al € 12) => g ¢ (Ker Al) e & .
Si de plus & € Ker(I; e Az) , on a
(Il € Az)g =0.
D'ou, de méme,

g € (Ker Al) e (Ker A2) .

Lt'inclusion inverse est évidente. Pour @(X s E ) et @'(X s E ) (qui sont

&

complets et ont la propriété 4d'approximation, de sorte que € = g: )s comme par

hypoellipticité ’
/KerD c@(X Ev)

IKerD co ;5 K)

on aura (que 1l'on calcule les noyaux dans @' ou dans ® , ce qui revient au méme,
q Y ’

A s Id
et quel que soit le ® , n ou € , considéré)

oo

Ker D = Ker D; ® Ker D, @ Ker DT g Ker DZ cO(X 3 E)
et de méme :
* *
Ker D = Ker D} & Ker D, ® Ker D; & Ker D) c 0(X ; F) .

Notons p = dim Ker . On a
din(Ker D, ® Ker D,) = u(D;) u(D,)
Alors
i (D) = p(d) = p(@) = p(d)) pdy) + n(0}) pu(Dy) - p(@Y WD, - u(dy) r(oy)
= ia(Dl) ia(Dz) .
Or Op(Dv) =0, et o(p)(D) =0, 0, . Donc :
ia(dl ® d2) = ia(dl) ia(dz) .

C. Qo Fo Do
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