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OPÉRATEUR DO

par Luc ILLUSIE

Séminaire 
16e aimée, 1963/64, n° 17

9 mars 1964

Soit X une variété C~ riemannienne compacte orientée de dimension paire.
Soit B(X) (resp. S(X) ) le fibre en boules unité (resp. sphères unité)
associé au fibré cotangent T*(X) e Il résulte de l’exposé précédent que
K(B(X) , est un module libre à un générateur sur K ~x) ~ Q . Nous
allons maintenant construire un opérateur différentiel elliptique Do sur X,
tel que l’image de son symbole dans K (B (X) , S (X) ) 0 Q soit un générateur de
ce module. Ceci nous définira un isomorphisme de K(x) ~ Q sur

K(B(X) , et nous permettra de considérer les deux membres de la

formule d’Atiyah-Singer, indice analytique et indice topologique, comme des
fonctions sur K(X) ® ~ 9 ce qui est une étape importante dans la démonstration
de la formule ([1] et [2]).

1. Définitions et notations. 
’

1.1. - Soit E un espace vectoriel réel de dimension n ~ muni d’un produit
scalaire euclidien ( , ) . Ce produit scalaire s’étend à l’algèbre extérieure

E = @ AP E par la formule :

p

et définit sur E une structure d’espace euclidien, pour laquelle A~ E est

orthogonal à A" E si p ~ q . Si ... , en forment une base orthonormale

de E , les éléments ei1 A... 1  i1  ...  ip  n , forment une base

orthonormale de AE . Soit E., = C le complexifié de E . On définit un
. ~ R

produit scalaire hermitien ( ) ) sur R(EC) = par la formule

(x)y) = (x ~ ~) . Toute base orthonormale~de" AE sur R (pour le produit eucli-
dien) est une base orthonormale de AE~ sur C (pour le produit hermitien).

1.2. - Supposons E orienté par le choix d’un élément e 6 A~ E tel que

(e , e) = 1 . Notons * l’opérateur de dualité qui à x e AE fait correspondre
le produit intérieur droit de e par x [3]~ Autrement dit, * est défini par

la formule :



Si ~e 1 ~ ... ~ e ~ est une base orthonormale de E telle que

on a

si (i~ ~ ... ~ ... ! j ~ est une permutation paire de

(1 , 2 , ... , n). Il en résulte que

L’opérateur * est donc une isométrie, qui pour chaque p est un isomorphisme
de AP E sur E . Enfin, on a la formule

qui aurait pu servir de définition à ~ .

1.3. - Prolongeons * à AEC de f açon C-linéaire. Soit a l’opérateur

([1] et [2]) sur AEC défini Par

On a a = 1 . Soit + E (resp. A"E) le sous-espace propre de EC corres-

pondant à la valeur propre + 1 (resp. - 1) . On a :

la décomposition étant donnée par x = 1/2 (x + ax) + 1/2 (x - ax) ~ Les sous-

espaces A E et A E sont d’ailleurs orthogonaux, car on vérifie aussitôt

que a est hermitien.

1.4. - Soit X une variété C~ riemannienne compacte orientée de dimension

n . En chaque point x T*x(X) est un espace euclidien orienté ; on a donc

des opérateurs * et a sur Soit Q (resp. 03A9C) l’espace des

sections C~ de (resp. T*(X)C ) . a opère sur 03A9C , et 03A9C est



somme directe de s sous-espaces propre s Q~ corre spondant aux valeurs

propres 1 et - 1 . On définit d’autre part un produit scalaire euclidien

(resp. hermitien) global sur Q par la formule :

où dx désigne l’élément de volume. Soit maintenant at 1’ opérateur égal à

fois l’opérateur usuel de différentiation extérieure sur 03A9 .

A partir de maintenant, dans cet exposée on écrira d au lieu de et pour

simplifier 1 ’ écriture.

Soit ~ l’adjoint du nouvel opérateur d ; à est donc défini par la formule

un calcul facile montre que à = (- 1~ np ~ d* sur ~p : en particulier

si n est pair. On vérifie par ailleurs les formules :

On remarquera que ces formules, jointes à a2 _ 1 et au fait que a coïncide

avec * sur les formes de degré 2m si n = 4m , déterminent entièrement a .)

L t opérateur différentiel Do _ d + à est un opérateur hermitien sur En

vertu des relations (2) , D 0 envoie ~+ dans n~ ! et vice-versa. (Désormais,
et sauf mention expresse du contraire, nous considérerons B 0 comme opérant de

S~+ dans S~w . ) L’opérateur D est elliptique. En effet, calculons son symboleo

s (D ) . Soit s (d) (re sp. s (a) ) le symbole de d (resp. a ) . On a :
o

Au-dessus de v E T* (X) , s (d) est la multiplication extérieure à gauche par

v . Comme d et à sont adjoints, leurs symboles le sont aussi. On a donc la

formule : .

I l en résulte que :



Donc, au-dessus de chaque vecteur cotangent v, le symbole 
de D est une

similitude de rapport ce qui montre.que D est elliptique.

Remarque. Le calcul précèdent montre également que 
le symbole de

D~ = (1/4~)A ([5]) , où A est le laplacien, est, au-dessus de chaque vecteur

cotangent v , la multiplication par le scalaire 

2. Indice analytique de D~ .

2.1. L’index de Thom-Hirzebruch. - Rappelons d’abord que, par le théorème

de de s’identifie, en tant qu’algèbre, à la d-cohomologie de

~ , le cup-produit correspondant au produit extérieur des formes 
différentielles.

L’application qui, à (a, b) 6 H*(X , C) . H*(X , 0 , associe (* a)b) ,

valeur de a ~ b sur la classe fondamentale d’homologie de X, est une forme ses

quilinéaire ï’ sur H (X) . Si .

(* a)b) peut encore s’interpréter comme la valeur de b sur l’image de a par

la dualité de Poincaré HP(X , C) -.Hn-p(X , C) ; 03A6 est une forme hermitienne

sur C) . Son indice d’inertie t (X) s’appelle l’index (de Thom-

Hirzebruch) de la variété X ([6]) . (On rappelle que l’indice d’inertie d’une

forme hermitienne. H sur un espace vectoriel E de dimension finie est égal à

p~ - p" ~ où p~ (resp. p-) est le maximum des dimensions des sous-espaces 
F

de E tels que la restriction de H à F soit positive (resp. négative) et

non dégénérée.)

2.2. PROPOSITION. - Soit X une variété ~ riemannienne compacte orien-

tée de dimension n. L’index de X est égal à l’indice analytique de l’opéra-

teur D sur X. Il est nul si n ,t 0 (mod 4) .

Démonstration. - Notons l’indice analytique de B l’espace

des formes harmoniques complexes sur X. Posons B~=Bn~ ~ B 
- 

=BnQ .

On a B = B’ , car a commute avec A . D’autre part Ker D = Ker A ,



car (D 
o 

a)D 0 b) = (Aatb) quels que soient a et b dans 03A9C . On a donc
Ker Do -=B , et aussi CokerD ==B" . car Do esthermitiensur 03A9C , d’où
finalement = dim B~ - dim B" .

a. n ~ 0 (mod 4). - Dans ce cas, t(X) = 0 , car 03A6 est une forme neutre

([4])* est somme directe des deux sous-espaces totalement iso-

tropes ~ C) et ~ ~) .) D’autre part, si n est

2pn/2 2p>n/2
impair, on a

mais

car I + a (resp. 1-a) i est un isomorphisme ds BP sur ~ Bp © 
(re sp. (Bp © Bn p) ~ ) , d’où 0 . Enfin, si n = 2m , m impair, on a

mais B et B" sont isomorphes, car a coïncide avec i* sur 03A9mC ; on a
donc 

b. n == 0 (mod 4) * - Posons n =: 4m . On voit comme précédemment que

i(D ) = dim B2m+ - dim B2m- . Mais B s’identifie, en tant qu’espace vectoriel,
à H*(X ~ C) ([5])~ On peut considérer ~ comme une forme hermitienne sur

Bpair . Comme $ est neutre sur ~ B2p , il suffit, pour démontrer la propo-
sition, de vérifier que 03A6 est définie positive sur et définie négative
sur B2m- , ce qui est évidente car a coïncide avec * sur 03A92mC .

Il sera démontrée dans l’exposé suivante que , si X est une variété C~

riemannienne compacte orientée de dimension paire, l’image du symbole de Do
dans K(B(X) , S(X)) engendre K(B(X) , S(X)) ~ Q comme K (X) ~ Q module .

On calculera en effet le caractère de Chern de D~ .~ et l’on montrera que sa
composante de degré zéro n’est pas nulle.
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