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Séminaire CARTAN-SCHWARTZ 25-01
Lée année, 1963/64, n° 25 13 avril 1964

LA FORMUIE DE L'IiDICE POUR IES VARIETAS A BORD

par Michael F. ATIYAH

(rédigé par Iuc ILLUSIE)

Introduction. - Commengons par rappeler briévement la formule de 1'indice pour les

variétés sans bord (cf. [1]). Soit X wune variété sans bord, de classe C~ , com-
pacte, orientée ; soient E et F deux fibrés vectoriels complexes de classe C°
sur X, et d wun opérateur différentiel elliptique opérant des sections c” de
E dans les sections C° de F . Alors le noyau et le conoyau de d sont de di-

mension finie, et 1'on définit 1'indice analytique de d par la formule
ia(d) = dim Ker d - dim Coker 4 .

D'autre part, on construit, & partir du symbole o(d) de l'opérateur d , un in-
variant cohomologique ch d € H' (X » Q) ; désignant par 7(X) 1a classe de Todd

du complexifié du fibré cotangent, et par [X] € H#(X » Q) 1la classe fondamentale
de X , on définit 1'indice topologique de d par la formule

it(d) = {(ch @) =(X) , [X])> .
Le théoréme de 1l'indice s'éerit alors
ia(d) = it(d) .

Supposons maintenant que X soit une variété ( ¢~ , compacte, orientée) ayant
un bord Y = 0X . Alors deux sortes de difficultés se présentent dans la formula-

tion du théoréme :

a. Si, comme précédemment, E et F sont deux fibrés vectoriels complexes
¢ sur X , et d FX(E) - FX(F) un opérateur différentiel elliptique ( FX( )
désigne 1'espace des sections C . sur X ), on ne peut définir raisonnablement
ia(d) » la dimension de Ker d étant en général infinie. Par exemple, si X est
le disque unité de B? , et si d est le laplacien A = 62/6x2 + 62/6y2 (opérant
sur les sections C du fibré trivial de dimension 1), Ker 4 contient toutes les

fonctions holomorphes dans 1'intérieur de X et c” sur le bord.

b. La classe fondamentale d'homologie de X est une classe relative
[x] €EHX,Y; Q) , tandis que (ch @) T(X) e H*(X ; Q) : la formule qui permet-

tait de définir i,(d) n'a donc, a priori, plus de sens pour Y £ § .
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Ce qui précéde montre qu'il y a lieu, dans le cas des variétés & bord, de modi-
fier convenablement la notion d'opérateur elliptique de maniere & pouvoir définir
un indice analytique et un indice topologique. Pratiquement, on procédera en trois
étapes

1° On définit un opérateur elliptique sur (X , ¥) comme un couple d'opéra-
teurs A=(d, b) : FX(E) - FX(F) ® FY(G) (b E et F sont deux fibrés vecto-
riels complexes ¢® sur X, et G estun fibré vectoriel complexe ¢® sur Y)
dont les symboles o(d) , o(b) satisfont & certaines conditions permettant de dé-
finir un indice analytique.

20 On construit un invariant cohomologique de A , ch A& H*(X , ¥ 3 Q) , et

1'on définit 1'indice topologique de A par la formule
i (k) = ((en &) =(¥) , [XD) .

3° On démontre 1'égalité des deux indices.

L. Définition d'un opérateur elliptique au bord.

Soit X wune variété ( , compacte) de dimension n , ayant un bord Y = X .
Soient E et F deux fibrés (vectoriels complexes C~ de dimension m ) sur X,
et a4 : Ty(E)- Iy (F) un opérateur différentiel d'ordre < k . On se propose,
dans ce qui suit, d'étudier les "propriétés au bord" du k-symbole de d , o(d) .

En chaque point x €X ,
, k
o(d)x eHom(Bx , FX) ® S (TX(X)) s

Sk(TX(X)) désignant la puissance symetrique k-iéme de TX(X) , ou encore l'es-

pace vectoriel des polyndmes homogénes de degré k sur Ti(X) .
Plagons-nous maintenant en un point x =y €Y . On a une suite exacte :
0 -1 -»TNX) 2> 1Y) -0,
¥ y ¥y

ot N_ est la conormale en y . Soit v un point de T*(Y) , et notons L, la

: ! L
droite affine p (v) , paralléle & iy Alors o(d)Lv e:Hom(Ey R Fy) o, » A,

étant 1'algébre des fonctions polynomiales sur Lv & valeurs complexes. Pour des

raisons de commodité qui apparaitront plus loin, nous considérerons, de préférence

By

3 o(d) , son adjoint o(a}* . On a donc : o(d)z E?Hom(F; s E;) ® Av ; par suite,
v
* L ass . e s s vt o T < ’
o(d)Lv définitun homomorphisme Av—llnvulre F;/a Av Ey 2 v ? dontnous désignerouns
le conoyauw par Mv‘ Supposonsdésermais que d soit k—clliptique. Alors.si 1%en
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o

identifie le spectre premier de Av 1l'ensemble LV ®C , ona:

(Supp Mv) nL =L n {Oy}

M étant considéré comme A -module ; cette condition implique, en particulier,

que, pour tout v £O0 ,
(Supp MV) nL = ¢ .

I1 en résulte, pour tout v # O , une décomposition directe ¢ Mv = M; ® M; , Ol
M; (resp. M; ) est le sous-module de M, défini par la condition que les points
de son support aient une partie imaginaire > O (resp. < 0 ). D'autre part, le

coefficient dominant de o(d)z est indépendant de v , et est un isomorphisme de
v

* * < s . ps . 7 * . .

Fy sur Ey 3 apres identification de - et Ey au moyen de cet isomorphisme, la

division des polynfmes montre alors que Mv est un espace vectoriel sur C de

dimension mk (cela résulte aussi du fait que le déterminant de O(d); est de

degré mk ) et munit la réunion des M, pour Ve T*(Y) et ye Y d'une structure
de fibré vectoriel complexe de dimension mk sur T (Y) , isomorphe d'ailleurs 2
l'imageAréciproque de (E;jk sur TH(Y). De plus, en raison de la continuité par
rapport & v de la décomposition M = M ® M , la réunion des M (resp. M )
pour Vv e;T*(Y) - {0}, yeY, est un sous—flbre vectoriel complexe M (resp. M)

du fibré M restreint au complémentaire de la section nulle dans T*(Y) et 1'on a:
+ -
MT*(Y)-{O} =M eM .

Une métrique ayant été choisie sur X , notons, comme il est d'usage, B(X) et
S(X) (resp. B(Y) et S(Y) ) les fibrés en boules et en sphéres associds & T (X)
(resp. T*(Y) ) ; notons également B(X)Y et S(X)Y les restrictions &3 Y de
B(X) et S(X) . On vient de voir qu'd tout opérateur elliptique d sur X sont
associés deux invariants topologiques

[0(d)] € K(B(X) , (X)) et [M] e K(S(Y)) .

I1 est naturel de se demander s'il n'existe pas de relation entre ces deux inva-

riants. La réponse est donnée par le théoréme suivant :

P\ '
THEOREME 1. - Notons [o(d)*]Y la restriction de [o(d)*] K(B(X)y 5 S(X)y)

et n 1'homomorphisme composé :

k(@) B Eem) & ew , sw) b xEmy , smy)

ou B est 1l'isomorphisme de Bott, & 1'opérateur bord de la suite exacte de
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Kﬁgphomolqgie, et J 1'isomorphisme évident. On a alors la relation

() = - [o(@*]y -

Considérons maintenant un couple d'cpérateurs différentiels

L=, 0b) : Iy(E) 51y (F) @ ry(6)

’,

ot E et F sont des fibrés vectoriels complexes C° de dimension m sur X ’
et G un fibré vectoriel complexe C” de dimension p sur Y . Nous supposerons
<k, et

(c'est le cas le plus intéressant dans la pratique), que d est d' ordre <

que b est d'ordre (21 y ees 5 2 ) (c' est—a-dlre qu'ona G = ﬂ;l G:L , o les
lo&-

G, sont des fibrés de dimension m, tels que ‘Z m =p,et b= (b cee br)

1 3
chaque bi étant d'ordre < L s le f-symbole de b est par définition la suite
cz(b) = (Ozl(bl) y eee Otr(br)) des ¢ -symboles des b, )

DEFINITION 1. - On dit que le couple A = (d , b) est un opérateur (k , £)-el-
liptique sur la variété & bord X (ou encore que A définit un probléme ellipti-

que sur X ) si les conditions suivantes sont réalisées :
(i) d est k-elliptique ;

(ii) 1'homomorphisme (b , d) : G° > M' (G &tant &tendu 3 S(Y) ) égal,

au~-dessus de chaque v & Sy(Y) , au composé
GJ—l—é Fon, —

est un isomorphisme.

On peut montrer que la définition 1 est essentiellement la mBme que celle donnée
dans [3], chapitre X. Notons, pour ye Y , Sy 1'espace des fonctions ¢ a va-
leurs complexes sur Ty(X) o Le symbole de d au point y définit un opégateur
différentiel a coefficients constants dy ¢ &, @B - 8, RF .51 ve ’I‘y(Y) , le
sous-espace I de Kzr d_ formé des fonctions qui s ecrlvent exp i{ , v)f , ob
f est une fonction €C€ sur T (X)/T (Y) » €st un espace vectoriel de dimensian
finie sur C , isomorphe a M , 1'1somorph1sme étant donné par une dualité canoni-
que. Dans cette dualité, M; (resp. M ) correspond au sous-espace m (resp.

mg )} de mv formé des fonctions bornees sur la normale positive (resp. négative).,

D'autre part, le symbole de b au point y définit un opérateur différentiel a
coefficients constants by : 8 2 E - Sy R G, - La condition (ii) de la définition

1 exprime que 1'homomorphisme compose



25=05

+ Py £
. < 3
mv a-ay@ Gy Gy .
(o ¢ est défini par e(f) = £(0) ) est un isomorphisme pour tout v e T&(Y) non

nul et tout ye ¥ .

si A=(d,b) estun opérateur (k , f#)=elliptique sur X , Ker A et Coker A
sont des espaces vectoriels de dimension finie ([3], loco citato) ; 1l'indice analy-

tique de A , ia(A) = dim Ker A - dim Coker A , est donc défini.

Si d est un opérateur elliptique donné, il n'existe pas toujours d'opérateur
b formant avec d un couple elliptique. Plus précisément, le théordme 1 implique
que, si d est un opérateur elliptique donné, une condition nécessaire pour qu'il

existe un opérateur b tel que le couple (@, b) soit elliptique est que
(1) [o(@) ]y =0 (}).

Il y a donc une obstruction de nature topologique & l'existence de "conditions ellip-
tiques au bord". I1 est probable que la condition (1) est aussi suffisante si 1l'on
travaille dans la "zone stable", i. e. si les dimensions des fibrés sont assez grane
des pour que "stablement trivial" soit équivalent & "trivial®, Donnons pour terminer
un exemple, Soit X une variété a bord de dimension 2 §; soit y un point du bord ;
S(Y)y se compose seulement de deux points f{= 1} et {+ 1} ; comme Mz'ﬂ} = ME+1} ,
la condition (1) exprime seulement que dim M€+I} = din Mi-l} » Clest=d=dire que les

fibrés M et M~ ont la méme dimension.

Lorsque X est de dimension > 2 , la condition TIJ n'exprime plus, en général,

+ - . 3 03 3 ’ ’ 3 .
que M et M ont la méme dimension, mais fournit une généralisation naturelle.

2. Construction de 1l'indice topologique.

Si X est une variété sans bord, et d un opérateur elliptique sur X , le
symbole de d définit, comme on sait, un élément [o(d)] de K(B(X) , S(X)) ,
c'est-d~-dire de K(B(X) , 0B(X)) , OB{X) étant le bord de B(X) . Si maintenant
X aunbord T#@, OB(X) n'est plus égal & S(X) , maisa SX) y B(X)Y . Or
soit A= (d, b) un opérateur elliptique sur X au sens de la définition ! du
§ 1. On voudrait associer & A un élément [o(A)] € K(B(X) , dB(X)) , de manidre
4 obtenir, apres application du caractére de Uhern et de 1l'inverse de 1'isomor-
phisme de Thom-Gysin, un élément ch Ae H (X , Y ; Q) . Le symbole de d définit

seulement un élément [0(d)] & K(B(X) , S(X)) . Mais considérons la suite exacte :

K(B(X) , B(X)y u S(X)) » K(B(X) ,5(X)) » K(B(X)y , S(X)y)

1
(*) En effet la condition (ii) entraine que M' est isomorphe & la restriction
a S(Y) d'un fibré sur B(Y) .
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définie par la suit~ exacte de paires :

(B(X)y , 8(K)y) » (BK) , () » (BEK) , BEK), u SX)) .

La condition (1) du § 1 signifie précisément que 1'image de [o(d)] dans

K(B(X)Y , S(X)Y) est nulle, donc que [0(d)] provient d'un élément de

K(B(X) , B(X), wS(X)) . Le probléme consiste donc & choisir, de fagon canonique,
pour chaque o;érateur elliptique A , un élément [o(4)] € K(B(X) , B(X)Y u S(X))
dont 1'image, dans K(B(X) , S(X)) , soit égale & [o(d)] . Pour cela, il faut uti-
liser la condition (ii) de la géfirition !l du § 1. La question peut 8tre envisagée

de la maniére que voici.

Notons y (resp. = 5 ) la section de S(X)Y "définie par la normale unité ren-
trante (resp. sortante) le long de Y . Pour v e_S(Y)y , considérons le demi-cercle
C, Joignant v a ¥ v défini paramétriquement par v sin 6 = v, cos 9, 0Ssbgm,
La restriction de o(d) a C, est un polynSme homogdne de degré k en cos 6 ,

sin 8 , donc peut se mettre sous la forme
o(a)(v , 8) = exp(- kie) p (z)

ol pv(z) est un polyn8me en z = exp(2i6) & valeurs dans Hom(E_ , F_) . Comme
o(d)(v , 8) est un isomorphisme pour tout v e S(Y)y et tout o, pv(z) est un
isomorphisme pour tout v et tout =z de module 1 . De plus, si la droite LV du

§ 1 est représentée paramétriquement par v + ty, = o<t <+ o y ON a

o(a), (t) = o(a)v + +v) = o(a)(v , ©) sin™% ¢ ,
v

lorsque t et © sont 1iés par la relation

1 + 2

(1) t=—Co’ce=il_z

Soit M! 1le conoyau de 1’homomorphisme de ([ z lmodules

KPR -3k & e - 3 &
byt Fo® n] Eg ®Cz].

Comme pv(z) est un isomorphisme pour Izl =1, M& est un module de torsion tel
que Supp(Mé) ni{lzl =1} =¢ , et 1ton a une décomposition directe

M=t eue
v v v
ol M;+ (resp. M;— ) est obtenu en localisant & 1'intérieur (resp. extérieur) du

disque unité. La transformation conforme (T) envoie 1l'intérieur du disque unité sur

le demi~plen Im t >0 , et définit un isomorphisme M ~uY

Notons, pour re Z., Qr(X) l'ensemble des triples (E , F, a) , o8 E et F
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sont deux fibrés vectoriels complexes sur X , et a un isomorphisme de E sur F
au-dessus de S(X) dont la restriction & chaque demi-cercle Cv s'exprime par

a(v , 8) = exp(rie) 3 (z) , avec les notations ci-dessus. On a done o(d) € Q_ (X) .
Comme précédemment, on peut associer & chaque élément (E , F , a) de Q (X) une
famille de modules W' dont la réunion est un fibré sur S(Y) que nous désigne-
rons par M (a) . Le fibré M! (o(d)) est naturellement isomorphe au fibré M+

défini au n° 1.

Notons, d'autre part, Qr(X » Y) 1'ensemble des couples (a , h) , ot a e Qr(X) ,
et h est un couple formé d'un fidbré H sur Y et d'un isomorphisme de H sur
M (a) au-dessus de S(Y) . Si ae Qr(X) est donné, il n'existe pas nécessaire-
ment de h tel que (a , h) e Q x, 1. Cependant, notons Q:(X) 1'ensemble des
a €Q, (X) tels que, pour tout v e S(Y)y » le polyndme p_ (z) correspondant ne
dépende que de y o Alors, si a € Q (X) s il existe ug h(a) canonique tel que
(a, n(a)) e Q, (X, Y) . En effet, pour v e_S(Y)y MY “*(a) ne dépend que de vy ,
et par suite, M' (a) est 1l'image réciproque d'un fibré sur Y : on pose alors
n(a) = (M*(a) , I ). De plus, si ae Q (X) , on peut prolonger a en un isomor-
phisme @ de E sur F au=-dessus de B(X) S(x) u B(X)Y tpour yeY, ve SCOy R
0gcegm, p>0, on pose '

a(pv sin © - v, cos 8) = alv sin 6 - v, cos 9) .

On définit de manidre évidente une addition dans Q. (x, Y) . Enfin, on dira que
deux éléments (a » by ) et (al » by ) de Q.(x, Y) sont homotopes s'il existe
un élément a de Qr(X x I) et un 1somorph1sme h d'un fibré H sur Y x I sur
Mt (a) au-dessus de S(Y) x I (ob I est le segment [0 , 1] ) tels que

(2 Mgyyxfoy = (8, » B,)
et
(a, h)S(Y)x{l} =(a; , b)) .

Cela étant, on a le résultat fondamental suivant :

PROPOSITION 1, = Il existe une application, et une seule,

£, ¢ Qr(l{ » Y) — K(B(X) , B(X))

vérifiant les propriétés suivante :

(1) fr(g) = fr(n) si § et M sont homotopes,
(1) g (g@m) =2 (8) + 5 (),

(i11) o1 a e Q)(x) , £ (a, n(a)) = [3].
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(La démonstration de cette propesition, ainsi que celle du théordme 1 , repose
essentiellement sur la démonstration élémentaire du théordme de Bott. Voir, par

exemple, [2].)

La proposition 1 permet de résoudre la question posée au début de ce numéro. En
effet, si A =(d , b) est un opérateur k-elliptique sur X , A définit un 814~
ment ofa) e QAk(X , Y) , et 1'on pose

[o(8)] = £_,(o(8)) & K(B(X) , aB(x)) .

DEFINITION 2, - Soient X une variété de bord Y s ¢t A un epérateur elliptique
sur X . Le caractére de Chern de A, ch A, et 1l'indice topologique de A , it(A)’
sont définis par les formules :

ch &= cbo(a)],
o ¢ H(X,Y; Q) - B (B(X) , OB(X)) est 1'isomorphisme de Thom~Gysin,
1, (8) = ((en 2) (0 , XD

o T(X) est la classe de Todd de T (X) ® C , et [X] € H (X, Y;Q laclasse
fondamentale de X .

3. La formule de 1l'indice.

THEOREME 2. - Soit A wun opérateur elliptigue (su sens du § 1, Définition 1) sur

. N\ o . Ie 2 .
une variété & bord X , de classe C , compacte, orientée. Alors, avec les defini-

tions des § 1 et §2, ona :
ia(A) = it(A) .

Nous ne donnerons que de trés bréves indications sur la démonstration. L'idée est
d'appliquer la formule de 1l'indice pour les variétés sans bord 2 Y =0X et & la
variété sans bord X = X gJX obtenue en recollant deux exemplaires de X le long
de Y . On commence par se ramener au cas ou d est égal, au voisinage de Y , a

A® opérant sur le fibré trivial de dimension m , et o b est égal &

b, = D 5231 py 231
Igi<m
ou
b, = pas) 3232 /5,232 ,

ISism

d/dv désignant la dérivée normale sur Y (ce qui a un sens aprés choix d'un voi-
sinage tubulaire de Y dans X ). Pour cela, on utilise la formule de composition
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ij(Al o A2) = ij(Al) + ij(Az) (j=a ou t),

A o A2 gtant défini par Ao A2 v=d; dyu+b d, Uy + 0y U .

Si A est de la forme qu'on vient de dire, on a alors :

1

@ i5(@ 5 o)+ 150a, b)) = (@) (]

d étant le'Houble" de d4 sur X .

a ou t),

v
D'autre part, on a la formule, due & AGRALOVIC et DYNIN,

( . o s s

(3) lj(d s bl) 1j(d , b2) = 1j(T) (j=a ou t),

ou T est un opérateur de Calderon sur Y tel que [o(T)] = [I(blsd)(z(bz,d))'l];

Le théoréme résulte alors de (2) et (3) et de la formule de 1'indice pour Y et X .
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