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!

DEFINITION ET PROPRIBTZS “IAMENTAIRES DES GROUPES K(X) ET K(X , A)

par Henri CARTIN

(Rédigé par Luc ILLUSIE)

On a vu, dans 1l'exposé précédent, que la considération du m-symbole d'un opéra-
teur elliptique conduit & la situation suivante : on a deux fibrés au-dessus de la
méme base (le fibré des covecteurs tangents & X ) et un isomorphisme de leurs
restrictions & un sous-espace (1le complémentaire de la section nulle). Nous nous

proposons d'étudier ce genre de situation dans un cadre général.

Tous les fibrés dont il sera question dans la suite seront des fibrés vectoriels
localement triviauxsur des espaces topologiques. (On n'exige pas que la dimension
soit la méme sur les difiérentes composantes connexes de X ). L'exposé vaudra

pour le cas réel comme pour le cas complexe.

1. Définition de K(X) .

Si X est un espace topologique, nous désignerons paer &(X) 1l'ensemble des
classes d'isomorphie de fibrés de base X . Muni de la loi de composition définie
par 1'addition des fibrés sur X , &(X) est un monofde commutatif, ayant un é1é-
ment neutre : la classe du fibré de dimension zéro sur X . Pour tout fibré E

sur X , on notera B sa classe dans ®(X) .

Considérons le probléme universel défini par la donnée des couples (G , ) , ol
G est un groupe abélien et f wun homomorphisme de monoides : ®(X) » G . Plus
précisément, on cherche un couple (K(X) , ¢) ( K(X) groupe ebélien, ¢ homo-
morphisme de monoides : &(X) 5 K(X) ) tel que, pour tout couple (G , f) , il

existe un homomorphisme de groupes et un seul, h , rendant commutatif le diagramme

& (X) .-—L.-> K(X)
\lh
G

On sait que s'il existe une solution, elle est unique & un isomorphisme prés. Si
1'on note L(®(X)) 1le groupe abélien libre engendré par 2(X) , et R 1le sous-
groupe engendré per les éléments de la forme (E@®@ F)' - L ~ F , il est clair gue
le couple formé de L(2(X))/R et de 1'application composée des applications cano-
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niques ®(X) -» L(¢(X)) -» L(®(X))/R fournit une solution. Observons que si X est

vide, &(X) est vide, et K(X) est le groupe réduit & 1'élément neutre.

Nous allons cependant exprimer la solution de ce probléme sous une autre forme™

qui nous sera utile dans la suite.
Considérons dans ®(X) x ®(X) 1la relation d'équivalence suivante
(a , b) N (a' , b")
si et seulement s'il existe c € ®(X) et de€ @(X) , tel que
(2+c,b+c)=(a"+d, b +4d) .

Nous noterons d(a , b) la classe du couple (a , b) . Cette relation d'équiva-
lence étant compatible avec 1'addition dans ®(X) x ®(X) , 1l'ensemble K(X) des
classes d'équivalence est un monoide commutatif avec élément neutre : d(a , a) .
C'est méme un groupe, car d(a , b) + d(b , a) = 0 . Enfin, si 1'on désigne par ¢
1'application @(X) - K(X) définie par ¢(a) = d(a , 0) , il est clair gue le cou-
ple (K(X) , ¢) est solution du probléme universel.

La construction précédente est tout-a-fait analogue & celle de %2 & partir de
N . Toutefois, il est bon de remarquer que l'application ¢ : d(X) » K(X) n'est
pas injective en général, car un élément de ®(X) n'est pas nécessairement régu—l
lier. Ainsi le fibré T(S") tengent 2 la sphére S" n'est pas trivial pour
n#l,3,7; cependant, si N(53") est le fibré normal (qui est trivial), le fi-
bré T(S") @ N(S™) est trivial : (T(S™))* n'est donc pas régulier dans o(s™) .
Nous verrons plus loin, moyennant des hypothéses sur X , une condition nécessaire

et suffisante simple, pour que ¢(a) = ¢(b) .

Soient maintenant f wune application continmue X' - X, E un fibré sur X ,
£*(E) son image réciproque sur X' . L'application f£© : &(X) - &(X') est com-
patible avec 1'addition, donc définit un homomorphisme &(X) - K(X') qui, d'apres
la propriété universelle de K(X) , se factorise de maniére unique & travers K(X) .

*
I1 existe donc un unique homomorphisme K(X) L K(X') rendant commtatif le

diagramme "
o) —L— o(x)
T

K(X) ——— K(X')

De plus, o g* =(go £)* et TF=1I. XK() est donc un foncteur contrava-

riant de la catégorie des espaces topologiques dans celle des groupes abéliens.
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2. Définition de K(¥) et de K(X , x) .

Nous désignerons par @n le fibré trivial de dimension n sur X . Soit P
un espace topologique réduit & un point. L'application qui, & un fibré sur P ,
associe la dimension de l'espace vectoriel correspondant, permet d'identifier,

comme monoides, »(P) & N . Par suite, K(P) est canoniquement isomorphe & 2Z .

Soient maintenant X wun espace topologique quelconque, et f 1'unique applica-
tion (continue) X - P . D'aprés le peragraphe précédent, f définit un homomor-
phisme . K(P) » K(X) , donc, moyennant 1'isomorphisme K(P) % Z  un homomor-
phisme, noté encore 7o Z-KEX) .0na, pour n 30, (n) = d(én , 0) .81
X est non vide, & est injectif. Soient en effet X, € X et j 1l'injection ca-
nonique x_ - X . Fotons j* 1'homomorphisme K(X) - 2 (X K(xo)) correspondant.

x D. ,
Ona j 4E , F) = dinE_ - din F_ . L'homomorphisme compcsé
o o

& 3
R I
est 1'identité, ce qui prouve 1l'injectivité de £ . llous poserons
K(X , x ) = Ker i

T(X) = Coker f .

Les suites

K
0 —> K@, x) —> KX 1> 7z 0

et
*

0 —> g ——> K@) — KE —> 0

sont exactes et scindées, car f o j° est un projecteur dans K(X) , (cf. [2],
§ 1, n° 1). On a donc

K(K) ¥ K(X , x ) ® 2% 3 + K(X) .

Par suite, la donnée de x_ = définit un isomorphisme canonique KX ~ KX, Xb) .
Enfin, le diagramme
K(X)
u SV
~ \J,\,
KX , x ) <— K(X)
est coomutatif (u et v sont les projecteurs des décompositions en somme di-

recte).
Explicitons le projecteur u : K(X) -» K(X , xo) .O0na u=I=f o3 ,don

u(@E , F)) =dE , F) - d(@p R @q)
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avec

p=dinf_ q=dain¥_ .
[¢] [¢]

Remarquons pour terminer que 1'homomorphisme v o ¢ : &(X) » K(X) est nul sur
les classes des fibrés triviaux, et que le couple (K(X) , v o ¢) est universel,

en un sens que le lecteur précisera.

Exercice. = Si X' et X" sont deux ouverts disjoints d'un espace topologique
X , 1l'application canonique K(X) - K(X') x K(X") , définie par les inclusions

X' - X, X" X, est un isomorphisme.

Désormais, et sauf mention expresse du contraire, tous les fibrés considérés au-
ront une base X compacte. (Pour forte qu'elle soit, cette hypothése est cepen-
dant moins restrictive que celle de [ 1], ol 1'on suppose que les bases sont des

CW-complexes finis.)

PROPOSITION L. - Pour tout fibré E sur X , il existe un fibré E' sur X
tel que E Dy E' soit trivial.

Démonstration. - Pour tout x € X , soient S| 9 eee s S des sections de E

telles que sl(x) y eee sn(x) engendrent E_ . Alors sl(y) , . R sn(y) en-
gendrent Ey pour tout y d'un ouvert Uy contenant x . X étant compact, on

peut trouver un nombre fini d'ouverts UP recouvrant X , et des sections Sk 4
> b

en nombre fini, tels que 1l'ensemble des &, i(x) ( k fixé) engendre E_ pour
’

tout x € Uk « L'ensemble de tous les x) engendre donc EX pour tout

Sk,i(
x € X . En d'autres termes, E est quotient d'un fibré trivial © sur X ; mais
au moyen d'une forme quadratique, on montre alors que E est facteur direct.
(Pour les détails, voir [ 31, chap. IIL, § 5.)

L] .

COROLLAIRE 1. - Tout élément de K(X) peut s'éerire dA(E , ©) , ou © est un

fibré trivial sur X . Deux fibrds E et F sur X ont mBme image dens K(X)

si et seulement s'il existe un fibré trivial © tel que

B ©y ORXRF &y e .

Soit en effet d(ﬁ s %ﬁ € K(X) . D'aprés la proposition L, il cxiste F' tel

que ©=F By F' soit trivial ; on a donc
a® , P =a@+F, 9,

. 2 PN .
ce qui démontre la premiere asscriion.
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Pour la deuxiéme, il suffit de remarquer quc o (B , 0) = a(F , 0) équivaut &
dE , F) =0, et que, par définition méme de K(X) , da(® , F) = 0 si ct sevle-
ment s'il existe un fibré G tel que E@ GX¥ Fe@ G . Mais, d'aprés la proposi- -

tion 1, on peut supposer G trivial, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 2, - L'homomorphisme canonicue vo ¢ : o(X) » K(X) est surjectif et

RK(X) s'identifie 3 la limite inductive des groupes ®(X) suivant les applications
®(X)~»®(X) Jdéfinics par 1'addition.d'un £ibré frivial.

Ecartons le cas trivial o X cst vide. Soient x, € X et u le projecteur
K(X) - K(X , xo) défini plus haut. Compte tenu de la propriété universelle de
Vog¢ ,etde 1l'isomorphisme X(X , xo) x K(X) , tout revient & montrer que v o ¢

est surjectif. Mais

uomm)=ud@:,m::ME,O)-d@n,o):d@,e%)

Mxn:dex),W@leﬁwhﬁ,&wﬁsbcwdhheh
o

3. Définition de K(X , &) .

Soit A wun sous-espace Termé de X (toujours supposé compect). Nous considéres
rons les triples (E , F;a) , ot E et F sont deux fibrés de base X et «
un isomorphisme EiA - FiA de leurs restrictions & A . (C'est, comme il a &té *
dit plus haut, la situation que 1l'on rencontre avec le symbole d'un opérateur
elliptique, & cela prés que dans ce cas X et A ne vérifient pas les hypotheses
de ce paragraphe ; mais on verra plus tcrd comment sc ramener su cas ou E  est

compact, et A fermé.)

Par définition, un isomorphisme (E , F ; a) = (E' , F' ; a') de deux tels tri-

ples est un couple d'isomorphismes

h
((P,\P): E..‘L.)ﬁl, F.L?FI
tel que le diagramme suivant soit commutatif
. ‘PlA
IA ——QE"A

Nous dirons que deux triples (E , F, a) et (E' , F', a') sont éguivalents
s'il existe des fibrés G, ot G, sur X tels que '

F@K-“L,a@I):"(Eter,F'

E® G
( Gyl

® G a''e I ) .
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Wous noterons KXK(X , A) 1'ensemble des classes d'équivalence de triplcs y
(E, Fjsa) . Cette relation d'équivalence étant compatible avec 1'opération de
somne directe, K(X , 4) est un monoide commtatif avec élément neutre , nous ver-

rons que c'est en fait un groupe commutatif.
Pour A =¢ , on retrouve la définition de K(X) .

Wous noterons d(E , F ; a) 1la classe du triple (E , F; a) .

THEOREME 1. -8i B,F;a), (F, G; p) sont deux triples quelconques, alors

(1) A , Fsa) +d(F,G;p) =aE , G; Boa).

I1 résultera en particulier de ce théoréme que K(X , L) est un groupe ; en effet
aE ,F;a) +d(F ,E; a ) =0.

Avant d'aborder la démonstration, donnons deux lemmes.

IEi?E L. - Tout isomorphisme E|, e F|, su-dessus de . peut se prolonger

»

en un isomorphisme E\V B—— Pﬂv au-dessus d'un voisinage V de £ .

Démonstration. - Considérons le fibré (vectoriel localement trivial) ?X(E , F)
dont la fibre au-dessus de x € X cst £(E_, F ) . L'isomorphisme 4 : E[, » Fiﬁ

définit une section s de £(E , F) au-dessus de L . Si 1l'on admet pour un ins-

tant que s se prolonge & X , le lemme est démontré, cer 1l'ensemble des points "X
ot det s(x) #0 est ouvert dans X et contient [ par hypothése. On est donc
ramené & montrer que toute section d'un fibré E - X au-dcssus de A se prolonge
3 un voisinage de A . On peut, sans restreindre la généralité, supposer X con-
nexe. Il résulte alors d'un théoréme classiquc (sur les fibrés "a groupe structu-
ral® et & fibre "solide") que toute section de E au-dessus de [. se prolonge &

X tout entier (cf. [5], I, théoréme 12.2, p. 55).

DEFINITION L. - lous dirons que deux isomorphismes a ., o ¢ E > F de fibrés
sur X sont isotopes s'il existe une section continue a(x , t) du fibré
£,(E , F) x I au-dessus de X x I, telle que, poul tout te I, a(x , t) soit
un isomorphisme de ® sur F, avec a(x , 0) = ao(x) et a(x, 1) = al(x) pour

tout xe€ X . Nous dirons que a réalise une isotopie de a -

IEME 2. - I désignant le segment [0 , 1] , et V un voisinage arbitraire der

L dans X , il existe une application continue de X x I dans (X x {0}) u (V x I)é

induisant 1'identité sur (X x {0} u (/. x I) . .

On prend 1l'application (x , t) ~» (x , tp(x)) , ou ¢ est une fonction conti-

nue sur X , & valeurs dans I, égale & ! dans L , et & G dans X -V .
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Définition. - E et F étant deux fibrés sur X , ¢t n Aésignant la projec-
tion X x I » X , nous dirons quc deux homomorphismes (rocp. isomorphismes) o
et &, de E dans F (roesp. sur ¥) sont homotoges (resp. iiotogés) s'il existd
un homomorphisme (resp. un isomorphismc) & de © E dans 7 F (resp. sur
o F ) tel que

o‘lzxx{o} =%, ¢t “'xx{l} =@ .

LEMME 3. - Si a e¢st un isomorphisme dc E sur F au-dessus de X , et %

un _isomorphisme de E!f sur F|, isotope 3 aolf » on peut prolonger @, en un
ES L A I

isomorphisme de E sur F au-degssus de X , isotope & a .

En effet, il existe par hypothésc un isomorphisme @ de 7% E sur n° F au-
dessus de (X x {0}) u (A x I) coincidant avec a et @, au-dessus de X x {o}
et L x {1} respectivement. D'aprés le lemme 1, il existe un voisinage V de .
tel que O se prolonge en un isomorphisme au-dessus de (X x {0}) u (Vv x I) . 8i
f est une application continue de X x I dans (X x {0} u (V x I) induisant
1'identité sur (X x {0}) u (A x I) (lemme 2), 1'isomorphisme o : T E - F
défini par a(x , t) = a(f(x , t)) prolonge @ au-dessus de X x I ; donec a‘Xxﬂl}

est un prolongement de % isotope & a .
COROLLLIRE. - 8i o et a' sont deux isomorphismes isotopes E|, - F‘I , alorg
AE ,F30) =a® , T;ar) .

En effet, il résulte de la définition de XK(X , ) que si P est un isomor-

phisme F -G (sur X ), on a
AE ,F ;o) =d(E , G; Po @) .

Le corollaire s'cn déduit aussitdt : il suffit de prendre pour P un isomorphisme

-1
F - F prolongeant a'o a (un tcl prolongement existe en vertu du lemme 2).

les restrictions & A des

Démonstration du théoréme l. - Notons E, , Fyos Gy
fibrés E, F, G .

Par définition de 1l'addition des triples, on a

d(E@F,F@G;a@ﬁ):d(E,F;a)+d(F,G;f3) .
L'isomorphisme @ @& P se décompose en
el lef
EA@FA —> F!‘-.@ F.l!_ FAQGA .

Or 1'automorphismec Y de F, @ F, défini par (x , y) ~ (-y , x) est
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isotope 3 1'identité (considérer la rotation
. . i
pt(x) =X cos-% t -y 81n~% t, pt(y) =X 31n-§ t+ycost
pour 0 <t <L),
On a donc

EeF,FoG;do P =dEeF ,FaG; (Le e ye (xel)) .

Soit d'autre part O la restrictiona A de 1'isomorphisme T ® G » Ge F dé-

fini par (x, t) ~ (y , - %) . Notant € le composé
6 o (l@ﬁ)oyo (Ot@l),

on obtient finalement
dEeF,FoGs;aep)=dEfeF,GeF;e¢)

Mais € est défini par
(x,9) ~ (@x , 7) ~ (=5 , %) ~» (=7 , poox) ~ (Boax,y)
c'est-a-dire € = (B ° a) @ 1 . Alors
dm@F,F@G;a@M=d$eF,G@F;woa)@nzd@,a;ﬁow
C. . F. D,

PROPOSITION 2. - Tout élément de K(X , L) peut se mettre sous la forme

a(E , 93 a) ot © cstun fibré trivial sur X . On a aE ,09;a) =C siet

seulement s'il existe un fibré trivial ©' (sur X ) tel que la trivialisation

ael: Ee ®'|A - 0@ @'{A se prolonge en une trivialisation de E ® ©' au-
dessus de X .

La proposition résulte immédiatement de la proposition l et de la définition de
K(X , 4) .

Le lecteur remarquera que si la trivialisation a : E\p - @‘A se prolonge au-
dessus de X , alors d(E , ® ; @) = C , nais que la réciproque est fausse (comue
le montre le cas o A =9 , E = T(SZ) ).

A toute application contimue £ : ¥ - X telle que f(B)c & correspond un homo-

*
morphisme naturel f : K(X , A) » X(Y¥ , B) défini par
FaE ,r;a) =a(f E, & F; £ a).

On a une relation de transitivité habituelle. Ainsi, K(X , A) est un foncteur

contravariant de (X , 2) .
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THEOREME 2. - La_suite
X o*
(2) KX , L) -5= KX) ——> K(4)
définie par les inclusions (& , @) —> (X, ¢ £ - x , A) est une suite

exacte.

Démonstration. - f* o g* = 0 est évident. Supposons maintenant que
fFaE , F) =0, c'est-t-dire d(é‘ﬂ , ?lp) = 0 . D'aprés le corollaire 1 de la

proposition 1, il existe un fibré trivial O sur X tel que

(E@@)IAx(F@ @)EA'
Soit o un isomorphisme (E @ Cblﬁ > (Fe 9)%p .« Ona :
ES I'L
B, P =dfeo,Fed) =g dEe®,Fe?®;a),

ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 2 bis. - Dans le cas ot A est rétracte de X , la suite

(3) C - KX, 2) _;_i; w(X) --f*—> K(&) » ©
est exacte.
Démonstration.
a. £ est surjectif. En effet, soit p une rétraction X - A , on a

*

po f=1,4d'ox f o =1,

b. g est injectif. Supposons en effet que g dE ,0;a) =0 (0O tri-

vial). D'aprés le corcllaire L de la proposition L, il existe un fibré trivial or
sur X telque E@ 3' X0@ O . Soit B la restrictiona A d'un morphisme
E®@©® -0g O , ticrs Po (v e l)"1 ost un avtomorphisme du fibré trivial

0@ O au-dessus de & . Mais cot automorphisme se prolonge au-dessus de X par
p*(ﬁ o (o0 ® 1)'1) . Il existe donc un isororphisme E@ ' - O@ © dont la res-
triction 3 A est a® L , ce qui entraine d(E , © 3 a) = C en vertu de la pro-

position 2.

Remarque l. - Sans hypothése de rétraction, K(X) - K(4) n'est pas surjectif en

général, et K(X , A) - K(X) n'est pas injectif en général.

Remargue 2. - Dans le cas ot A est réduit & un point z, (lequel est évidem~
ment rétracte de X ), K(X , {XO}) s'identifie au noyau de K(X) -9K({Xo}) s
c'est-a-dire au K(X , xo) déja défini. On pourra donc écrire L(X , xo) au lieu”
de K(X , {xo}) .
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3
DEFINITION 2. - Si A # ¢ , nous notcrons X/L 1'espace quotient de X par la
relation d'équivalence qui identifie entre eux les points de £ . C'est un espece
compact. Dans le cas o A = ¢ , on fait la convention que X/¢ est la somme to-

pologique de X et d'un point isolé.

Dans l'espace X/A , soit a le point, classe d'équivalence du sous-espace !
(point qui existe méme si 2 = ¢ d'aprés la convention précédente), et soit p

1l'application canonique X - X/A .

THEOREME 3. - p"< s K(X/h, a) » K(X , A) est un isomorphisme.

Si L =¢ , le théoréme est évident. Nous supposerons A # ¢ pour faire la dé-
monstration.
a. p est injectif. - Soit 4(E , © ; a) € K(X/A , a) (avec © trivial)
tel que p d(E , © ;a) =0, clesteamdire d(p" E , pr @ 3 p*a) = C . II existe

donc un fibré trivial sur X , qu'on peut supposer de la forne p)'< e' , tel que la

trivialisation
plael): p*E EB@')"A - p* e ®@')|_,4;

se prolonge en une trivialisation f de p* (Ee9') au-dessus de X . Il est
clair que l'application g : E @ @ - 0@ 9' , qui coincide avec f au-dessus,
de X - A et avec a® ! au-dessus de a , est une trivialisation de E& o'

prolongeant a @ . « On a donc
AE,0 ;) =0.

X . ) o r (=7 e
b. p est surjcctif. - Donnons-nous d(E , ® j a) e KE , £) avec © tri-

vial sur X , et soit ©' un fibré trivial sur X/& , tel que p* 8' =8 . D'apres
le lemme 1, o sc prolonge en un isomorphismc (noté cncore o ) Ey » O, au-dos-
sus d'un voisinage V de A . Il existe un fibré El sur V/L et un isomorphis- ‘

me o' : E - @‘V/l‘ tel que le diagramme

EV —_ o,
(4) p*T Tp*
E -.___.a'_'-_.g, @ 1
L v/A .

soit commutatif (on pourra par exemple prendre un morphisme "strict" (cf. cxposé 1)
f @V - @'V/A tel que f o p>'< = 1 , et considérer la décomposition canonique du |

morphisme strict f o a ).
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Les fibrés By , sur X - A et E, sur V/L se recollent sur V - L au

moyen du diagramme (4) et définissent un fibré E' sur X/A tel que

paE , 0 a'|) =dE, e;a) .

4, Structures multiplicatives (cf. aussi plus loin, exposé 15).

a. "Absolues". - Nous supposons ici que X et Y sont des espaces topologi-
ques quelconques, L'application qui, & un fibré E sur X et & un fibré F sur
Y , associe leur produit tensoriel externe E @ F (cf. exposé 1) définit une ap-
plication ®(X) x &(Y) - ®(X x Y) compatible avec 1l'addition, donc un homomor-

phisme
K(X) @ K(Y) » K(X x Y) .

[on pourrait le définir directement par la formule
d(a , b) @ d(a* , b') =d((a@ a')® (beb') , (2eb') e (bea')) .]

Supposons maintensnt X =Y et scit A 1'application diagonale X - X x X .
Par composition avec A* , on obtient un homomorphisme
K(X) @ KX) » KX) \

(le lecteur véfifiera que c'est le mémc que celui que 1'on obtiendrait au moyen du
/

produit tensoriel interne).
Ainsi K(X) est un anneau, commutatif (car E % FaF 2 E ), avec élément unité
non nul : la classe du fibré trivial de dimension 1l sur X .

b. "Relatives". - Nous supposons & nouveau X et Y compacts.

On définit un homomorphisme
KX) @ K(Y , A) » K(X x ¥ , X x A)
par la formule
(G , 0 ®dE ,F;s;a)->d(GsE,GeF, L@a)

(Si A=¢ , c'est 1'homomorphisme K(X) ® K(Y) » K(X x Y) déja défini).

Faisons X = Y . L'application (X , A) » (X x X , X x A) , définie par

(x, a)~ ((x, x) , (a, a))

donne en passant aux X un homomorphisme

KX x X , X x A) - K(X , &) ,
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d'ol, en définitive, un homomorphisme

K(Z) @ K(X , &) - KX , 4)

qui définit sur K(X , A) une structure de K(X)-module .

Si 1'on tient compte de 1'isomorphisme de K(X , A) avec K(X/A , a) , on ob-

tient enfin un homomorphisme

(L]

(2]

(3]

(4]

(5]

K() @ K(X/& , a) » K(E/A , a) .
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