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Séminaire CARTAN.-SCHWARTZ .
16e année, 1963/64, n° 14 14~01

10 février 1964

L'INDICE EST UNE FONCTION ADDITIVE SUR K(B(X) , S(X))

par André UNTERBERGER

Notations. - B(X) et S(X) sont construits 3 1'aide d'une métrique riemannienme
¢® sur X , variété C compacte.
Si E est un fibré sur X, Eq (resp. EB) désignera son image réciproque sur

S(X) (resp. B(X) ).

E1I(X 3 E, F, p) est l'ensemble des opérateurs de Calderon-Zygmund pP-elliptiques
de E dans F .

&(X Tﬂ.‘(X) » Iso(E , F) ; p) est l'ensemble de leurs p-symboles.

ve

&(X

.

S(X) , Iso(E , F)) est l'ensemble des restrictions & S(X) de ces symbnles.

Enfin &(X ; S(X)) est l'ensemble des lclasses d'isomorphisme® de triples
(Bg y Fg , 0) , ot E et F sont deux fi¥rés ¢" sur X, et O un isomorphisie
C*° au-dessus de S(X) de Eg et Fg, deux triples (Bq , Py, o) et (B4 , FY ,0')
étant isomorphes s'il existe deux € -isomorphismes

aQ
a: E. -E! B, -13(X) E4

B B S
a B |
Is (x), Fg

tels que le diagramme i «

- 1
B FB"’FB Ty

soit commtatif.

Sur &(X ; T.(X) » Iso(E , F) ; p) est défini un indice ¥ , puisque 1'indice d'un
opérateur p-elliptique ne dépend que de son p=symbole.,

Un symbole étant entiérement déterminé par sa restriction 3 S(X) , on peut donc
définir sur &(X ; S(X) , Iso(E , F)) une famille d'indices Xp , un pour chaque P
réel.

En fait, X, ne dépend pas de P .

En effet, si deux symboles de degrés d'homngénéité différents g et o coin-

P1 Po a
cident sur S(X) , alors Jp 051 coficide avec 1'identité sur S(X) , son prolon-
1 2
gement homogéne de degré p, - p, & TI(X) définit en tout point un opérateur s

scalaire réel, donc est le symbole d'un opérateur (p, -__pQ)-elliptique dtindice O .

Done o 0 et sz sont les symboles de deux opérateurs respectivement p, et Ao
1 ’ 1



14~02
elliptiques ayant méme indice.

X est donc une fonction sur &(X 3 S(X) , Iso(E , F)) . Tout élément de 5(X 5 s(X))
est la classe d'un triple (ES s Ty s 6) , ot oe &(X ; S(X) , Iso(E, F)) . .
Pour montrer que ¥ est une fonction sur &(X ; S(X)) , il suffit de montrer que
si (By , Fg, a) X (B , &, o') , alors x(o) =x(o') «

Remerquons tout d'abord que si oe &(X 5 S(X) , Iso(E , F)) se prolonge en un iso-
morphisme O au-dessus de B(X) tout entier, alors x(c) =0 .

Introduisons en effet a € (X ; S(X) , Iso(E , F)) défini par
ot(x , &) =o5(x, t&) .
Alors co(x , &) =5(x, 0) et o, se prolonge (par homogénéité de degré 0) en le
symbole d'un opérateur de multiplication inversible, donc x(ao) =0.

o, = o étant isotope & o  , x(c) =0 .

1

Soient alors

N
L3 1 1
a 3 EB -)EB
N
. 1
B: Fy - F}

tels que, au-dessus de S(X) , on ait o'a =Bo -

De y(a) =x(B) =0, il résulte que x (o) =x(e") «

Pour le moment, ¥ est donc défini sur (X ; S(X)), et est évidemment additif
(pour la structure de monoide abélien).

Soit & 1'application &(X 3 S(X)) - K(B(X) , S(X)) , qui est un hemomorphisme
de monoides abéliens, (ES » Fo s G) » d(EB y Fy , o sur S(X)) (exposé n° 3).

Pour montrer que ¥ est une fonction (qui sera alors additive) sur K(B(X) , S(X)),
il suffit de montrer que & est surjective et que, si 6(ES » Fo s o) =5(EL , i, q)
alors X(o’) =X(o') .

8. & est surjective. - Soit k =d(E , F , o) € K(B(X) , 8(x)) (}) .

On peut supposer E , F et o ¢ puisque tout fibré c® sur X veriété ¢
compacte est Co-isomorphe 3 un fibré C , et qu'un Co—isomorphisme est Co—isotOpe
a un Goo-isomorphisme.

b

Soit E 1la restriction de E a X.

}2 et E_ sont C -~isomorphes, puisque ce sont les images réciproques de E

B

( I) Conforndrent & 1o d4finition wntérieure, L et F sont des fibrés vectoriels
su-dessus de B(X) , e est un isomorphisme de leurs restrictions & S(X) .
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1tapplication identique B(X) » B(X) et la rétraction B(X) = X S B(X) ,
applications qui sont C*-homotopes.
De méme pour F .
Donc d(E , F, o) =d(E; , F5 , 0,) , ce qui prouve que d est surjective.
be Solent 8(Eg , Fq , o) =8(E§ , F4 , o') . Alors il existe deux cO-fibrés
G et G' sur B(X) tels qu'on ait un Co—isomorphisme au-dessus de B(X) .

(Bp ©G , F

5 ©G,00I)> (B @G ,FleG' , o' ©I') .

S

G et G' étant respectivement Co-isomorphes a GB et G}'3 , on a aussi le ¢®-iso-

morphisme
(Eg @Gy , Fy @Gy , 00 I) % (Bt @G ,Fl @G , o' ©I') .

On peut se ramener au cas ou tout est C* . Les deux triples définissent alors la méme
clesge dans &(X ; S(X)) , on a donc

X@Bg ®Cg , Fq ®CGg , e © I) =x(E{ ©GL , Fl @Gl , o' ©1')

et le fait que y(Gg , Gy , I) =x(G} , G , I') = 0, joint eu feit que X est ad-
ditif sur &(X ; S(X)) , entratne que

X(ES » Fg s a) =X(Eé » F& a') .



