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Séninaire CARTAN-SCHWARTZ 12.01
1be année, 1963/64, n° 12 3 février 1964

OPERATEURS A INDICE - LEMME DE COMPLCITE

per Pierre GRISVARD.

L. Opérateurs linéaires & indice.

Nous supposerons pour fixer les idées, que tous les espaces vectoriels considérés
ici ont C pour corps de base. E et F étant deux espaces vectoriels, nous note-

rons L(E ; F) 1l'espace des applications lindaires de E dans F .

On dit qu'un opérateur u e L(E ; F) admet un indice si Ker u et Coker u sont
de dimension finie ; 1'indice de u est alors la guantité

x{u) = dim Ker u - dim Coker u ,
c'est la caractéristique d'Euler-Poincaré du complexe
0-0-E—F>0-0~...
Si E et F sont de dimension finie, on a trivialement E/Ker u == u(E) , donc
X(w) = dim E - dim F , quel cue soit w. )

lous donnons pour commencer quelques propriétés algébriques de 1'indice. .

S8i uj e }&(Eo s Fo) et u e p(El s Fl) sont deux opérateurs & indice, alors 1'o-

pérateur u eu € 2 (Eo ®E, , F © Fl) admet un indice donné per 1'identité

X(uo @ul) :X(uo) +X(u1) .

Cette propriété est évidente ; on en déduit immédiatement que si u €2 (E ; F)

est un opérateur 3 indice et 1G est 1'identité d'un espace vectoriel G de dimen-

sion m , l'opérateur u e 1CT admet un indice et

X(u e 1G) =nyu) .

La propriété suivante de 1'indice est essentielle :

PROPOSITION O. - Soient ue€ 2(E ; F) et ve g(F ;5 G) deux opérateurs & indice,

alors l'opérateur v o u admet un indice donné par 1'identité

X(vou) =x() + x() .

Démonstration. -~ Il est irmédiat que Vo u admet un indice ; pour le calculer, on
Ry

considére le diagramme suivant :
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0 0
| \
0 > E L > T > 0
(1 ""l (v,1.)
g’ (V‘O'C@lF) ¥ PR
0 —> E@F —————> G@F —> 0
u+(-1F)l 11G+(—v)
0 F A > G > 0
0 0
Explication :
B : X
l(lE,u) veut dire l
EeF (x , u(x))
tandis que
Ee F (x, ¥
lu&(-lF) veut dire l
F u(x) -y

le diagremme est commtatif et les colonnes somt exactes ;
x(w) , xvoue 1F) =x(vou et x(v)
sont les caractéristiques des trois complexes :
0-C - E - F - 0->...
0-0-E@F-GaF-0->...
0-0 - F - G - 0-...
respectivement. On a donc 1l'identité
x(w) = x(vou) + x(v) =0
C. Qo Fo D.

Les propositions suivantes sont relatives aux opérateurs & indice, continus dans
les espaces de Fréchet et de Banach. De maniére générale, si E et F sont deux
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espaces localement convexes, nous notons ©(E ; F) 1'espace des applications li-
néaires continues de E dans F , muni de la topologie de la convergence uniforme

sur les parties bornées de E .

v

Soient E et F Jdeux espaces de Fréchet et u e ®(E ; F) un opérateur dont 1'i-
mage est de codimension finie, alors u est un morphisme strict (homomorphisme au
sens de Banach), et  Imu est fermée.

En effet si G désigne un supplémentaire (algébriqud de Im u dans F , 1'opéra-
teur u + lG €L(E xGj; F) est surjectif, c'est donc un morphisme strict (théo-
o & Ex {0} (identifiéa E),

c'est donec un morphisme strict, car Ker(u + 1G) = Ker u x {0} .

réme de Banach); u est la restriction de u + 1

Remarque. - Y e £(F' ; E') est donc un morphisme strict pour les topologies
faibles et Ker ‘u = (Im w)® (polairec de Imu ) et Im Y = (Ker uw)° . Puisque,
inversement, si u est un morphisme strict, Imu est fermée, donc '

Imu = (Ker ﬁu)o , on en déduit que pour gu'un opérateur ue £(E ; F) (E , F es-

paces de Fréchet) admette un indice, il faut et il suffit que u Soit un morphisme

. -t . . . - . .
strict tel gue Ker u et Ker v soient de dimension finie 3 on a alors 1'identi~

-

1é s

x(u) = - X(tu) = din Ker u - dim Ker tu .

Dans la suite nous utiliserons la proposition suivante :

PROPOSITION l. - Soit ue £(E ; F) ; pour qu'il ait un indice, il faut et il
suffit qu'il existe ve L(F ; E) tel que uo v - lp & vou- 1, soient des

opérateurs de rang fini. Dans ce cas, v & aussi un indice, et
x(v) = -x() .

Al est possible de choisir v tel gue uovou=u gt Vouev=v.8i E

et F sont des Fréchets, ot si u est continue, v peut 8tre choisie continue.

Démonstration. ~ Supposons d'abord que u ait un indice. Soit Eo un supplémen-

taire de Ker u dens E , alors U, = u|E est un isomorphisme de E0 sur Imu ;
e}

-1 . . .
nous noterons U, 1'inverse de L Soit P un projecteur de F sur Imu ,
1'opérateur

répond & la question.

L'image de v o u - 1, est en effet Xer u , et 1'image de v o Vv = 1F est

E
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Ker P , qui sont de dimension finie. Corme wu est nul sur Ker u , onen déduit -
que

"o Vou=1u,
et conome v est nul sur Ker P, on a
Vo uoV =V .

Si E et F sont des Frechets, ug est un isomorphisme topologique, si Eo
est un supplémentaire topologique de Ker u . Si on choisit P continu, v est

alors continu.

Inversement, supposons qu'il existe ve 2(F ; E) tel que s=uo v - lp et

t =vou-L1l, soient de rang fini ; montrons que u a un indice, et par consé-

F
quent aussi v . On a

Keruc Kervo uc Imt
de dimension finie 3
Imuob Imuov=Im(1E+s)

et si S=Ker s, ona E/S < Ims de dimension finie, donc S est de codimen-_
sion finie, or 1E +s vaut 1 sur S, Im(lE + 8) > S, donc est de codimension

finie. u a donc bien un indice, et par suite v aussi. Le fait que
o

x(u) +x(v) =0

résultera de la proposition O et de ce que x(l, + s) = 0 , donc de la proposition

suivante ¢

PRCPOSITICH ! bis. - Si w est de rang fini de E dans E , lE + VW a un in-

dice nul. Si ue 2(E ; F) a un indice et si w est de rang fini de E damns F,

u+w aun indice égal & celui de u .

Soit en effet G = Im w . Alors 1E +w opére de G dans G , donc de E/G
dans E/G ; en outre, on aura, comme pour la suite exacte de la page 12-02, puisque
0-G->E-E/G >0 estexacte,

x (L + w)E =yx(1 + w)G + (1 + W)E/G .

Mais x(1 + W)G est nul, puisque G est de dimension finie ; d'autre part 1 + L
est bijective de E/G sur lui-mfme (si en effet e e E est tel que (L + w)ee G,
comme we € G, ona ee€ G, donc 1l + w est injective ; d*autre part, tout e

peut s'écrire - we + (1 + w)e , donc il est dens Im(lL + w) modulo G , et 1 + w \

est surjective), donc y(lI + w) =0 , ce qui prouve la premieére partie de la
’ X E/G ’ qul p.
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proposition. Bien entendu, ceci achéve de prouver la proposition l. Pour achever la_
démonstration de la proposition 1 bis, considérons u aysnt un indice, et soient ‘
v , déterminé dans la proposition 1, et w , de rang fini de E dans F . ilors
@+ wov - lp est encore de rang fini, donc y(u+ w) +xv) =0, et

x(a + w) = x() .
Rappelons un résultat bien connu d¢ & F. RIESZ :

IEMME. - Soient E un espace de Banach et k e ®(E , E) un opérateur compact,

glors L, + k admet un indicec. (Fous verrons plus loin que cet indice est nul.)
el

Démonstration. - Posons u = lp + k . Yous allons vérifier que u est un mor-
phisme strict et que Ker u et Ker tu sont de dimension finie. Sur Ker v 1'i-
dentité est compacte pour la topologie induite par E , donc Ker u est de dimen-
sion finie ; de méme Ker tu est de dimension finie,,car tu = lE' + tk , et tk
est compact. Pour vérifier que u est un morphisme strict, c'est-d-dire que Im u
est fermée, on choisit un supplémentaire topologique E0 de Keru dans E et
on montre qu'il existe une constante C > 0 telle que

1

xl € ¢ ()l

pour tout xe E_ . Si une telle inégalité n'avait pas lieu, on pourrait trouver

une suite {x_}

=l .2 C Eo , telle que ”Xn” =1, n=1,2, ... et
..—-—’ ,‘-.

Xn + kxn +0 dans E pour m - +w . Utilisant la compacité de k , on voit alors
qu'il existe une suite exirsite, notée {x }

n n=1,2,u.’
vers une limite, donc X, converge vers une limite x , puisque X+ kxn - 0 3

telle que ln:x.n converge

cette limite a les propriétés suivantes : x| = 1 , Xe EO et x+kx=0 oh
x€ Ker u , ce qui est impossible. L'inégalité est démontrée, le lemme également.

Nous sommes & présent en mesure de démontrer les trois propriétés principales de

1'indice dans les espaces de Banach.

THEOREME l. - Soient E et I deux espaces de Banach et v e ©(E ; F) ; une
condition (nécegsaire et) suffisante pour gque u admette un indice est gqu'il

existe ve £(F; E) tel que uov - lp &t vou=-1lp soient des opérateurs
compacts.

Démorstration. - Un opérateur de rang fini étant compact, la nécessité rcsulte
de la proposition 1 . Il résulte du lemme précédent et des inclusions
KerucKervow et Imu>d Imuv o v que la condition est suffisante.
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THEOREME 2, - oient E et F deux espaces de Banach et ue £(E , F) un opéra-
teur a indice ; alors il existe € > O tel gue u + w admette un indice et
x(u+ w) =x(u) pour tout we€ £(E , F) tel que wll <e .

En d'avtres termes, 1l'ensemble des opérateurs 3 indice est ouvert dans £(E ; TF)
et la fonction u ~» X(u) est continue daens cet ensemble (c'est-d~dire constante

sur chaque composante connexe).

Démonstration. = Soit v 1'opérateur construit dans la proposition 1 ; nous po-
-1 , . .
sons ¢ = ||| 3 alors les opérateurs 1F +Wo v et lE + Vo w sont inversi-
bles, et par conséquent admettent un indice nul. Nous avons
(U.+W)0V:ro+WoV=lF+S+on
o s est de rang fini. Comme lF + W o v est inversible, 1F +Wo V+ 8 aun
indice mul (proposition 1 bis) ; alors comme
In((u + w) o v) ¢ Im(u + w) ,

ce dernier est bien de codimension finie. De maniére analogue, Ker(u + w) est de

dimension finie, et u + w a un indice. D'autre part, on a
x(u+w) + x(v) =0,
et coome y(u) + x(v) =0, ona

X(w + w) = x(v) . Ce Go F. D.

THEOREME 3. - Soient E et F deux espaces de Banach et ue (B ; F) un opé-

rateur 3 indice 3 pour tout opérateur compact k€ £(E , F) , u + k admet un in-
dice et x(u + k) =x(u) .

Démonstration. - Soit toujours v 1'opérateur construit dans la proposition 1 ,

les opérateurs (u + k) © v - 11“ et vo (u+k)- lE sont compacts 3§ u + k
admet donc un indice (théoréme 1). Ce résultat, appliqué & u + tk pour tout

t€ [0, 1] , montre que u et u + k sont homotopes dans 1'ensemble des opéra-
teurs d¢ E dans F qui ont un indice ; on en déduit (théoréme 2) que

X + k) = x() .
Ce Qo Fo D
Remarque l. - En particulier nous voyons que, pour k e £(E , E) opérateur com-
pact, ]'E + k a pour indice O .
I1 est immédiat de vérifier que u € £(E , F) admet un indice nul, si et seule-
ment s'il existe k € £(E , F) compact, tel.que u + k soit inversible.
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Remarqgue 2. - Les théorémes 1 ¢t 3 sont encore vrais si on remplace Banach par

Fréchet.
Remarque 3. - On peut interpréter les résultats précédents comme suit.

Soit & 1la catéjorie des espaces vectoriels sur.- C , ol les morphismes sont les
classes U d'opérateurs lindaires u modulo les opérateurs linéaires de rang fi-
ni. Alors un isomorphisme 4 dens la catégoric est une classe d'opérateurs & in-
dice (" u est un isomorphisme" équivaut & "il existe un morphisue v tel que
uv=I et vo=1 ", ou, en relevant en u et v, "uw - I et vu-I sont
de rang fini") ; en outre l'indice de tous les u e u est le méme , 1'indice est
une fonction définie sur l'ensemble des isomorphismes de la catégoric & . Les
seuls morphismes de & d'indice nul sont les classes u des applications linéai-
res bijectives u , c'est-d-dire des isomorphismes au sens habituel. On pourrait
prendre aussi la catégorie ® des Banach, avec pour morphismes les classes d'ap-
plications linéaires continues modulo les opérateurs lindaires compacts, et on au-

rait.des résultats analogues.

2. Lemmes de compacité.

Voici pour commencer une extension du classique "critére de Rellich", aux espe-

s
ces H .

Une condition (nécessaire et) suffisante pour qu'un ensemble & de fonctions de

HS(§P) ayant leurs supports dans un compact fixe K de ﬁp , soit relativement

compact dans Hs(ﬁﬁ) est que ® soit bornéde dans Hs(gf) et _oque
1
(t,9=-9¢) -0 ()

dans HS(EP) , pour h - 0, uniformément pour © € ¢ .

Démonstation. - La nécessité de la condition est facile. Pour nontrer que la con-

dition est suffisante, on vérifie que & est précompacte dans H® complet, donc
relativement compacte. Soit € >0 fixé, montrons qu'on peut recouvrir ¢ & 1'ai~-

de d'un nombre fini de boules de rayon € dans Hs(ﬁy) .

Soit o € ©(R") une fonction positive, mulle hors de la boule unité, et cde masse

totale l; nous posons

o (%) = k" o (k) k=1,2, .

é)‘ﬁ;¢(x) =¢g(x -=h) pour x, he ﬁn .
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La suite {a.k} est une suite "régularisante". Nous allons vérifier que, pour
k assez grand, on a
I
o * o - ol < &2
pour ¢ € & ; vérifions d'abord que, pour ¢ efﬁscﬁn) quelconque, on a

( o, = ¢ -l < ‘szlf . th 9 - oll

Par densité, il suffit de prouver 1'indgalité pour ¢ € @(ﬁ?) § dans ce cas, on

déduit de 1'identité :

-¢) =/ -
(o, * ¢ -¢) Iyl<l/kak(y)[ 9 -9l dy

(intégrale vectorielle d'une fonction E - HS(En) ) que

lloo, % ¢ - oll_ < /tyls1/k (&) e, 0 - ollg @

kal . Il L P - oll

On applique cette inégalité & ¢ € ¢ , en fixant k assez grand pour que l'on -
ait
llt 9 -oll <e/2
pour lyl 1/k , ce qui est possible d'aprés 1'hypothése.
On obtient alors
IOL *ﬂp-ﬁP” £¢e/2 pour ¢ € .
Pour cette valeur de k fixée, on considére 1l'ensemble

o = {a_ug ;e o)

Les fonctions de &' ont leurs supports dans le compact fixe

{x+y; xek, |yl <1kl

et comme ® est borné dans H° , donc dans ©' , ®' est borné dans 8(5?) , donc
dans (D(ﬁp) , donc relativement compact dans O(R™ et a fortiori dans HS(BP) .
L'ensemble @' peut donc &tre recouvert par un nombre fini de boules de rayon

< e/2 dans Hs(gn) s les boules de mBme centre et de rayon € recouvrent @ .

De ce critére, on déduit que tout cnsemble ¢ borné dans Hs+a(§p) (@ >0) et
formé de fonctions avent leurs supports dans un compact fixe K de g? , est rela~

tivement compact dans H°(R")
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Un tel.ensemble est éviderment borné dans HS(Rp) , Nous allons vérifier qu'il
existe une constante C> 0 , telle que

ke, @ - oll < ¢ nl® flgll_, pour toute o & B EY)
il suffit de vérifier 1'inégalité pour ¢ € @(EP) , dans ce cas on écrit
2 2713 ~
ke g - ol =/ 125 L2 15012 (1 v 12)® ag

Quitte & réduire @ , on peut le supposer < 1 ; choisissant C_  telle que

a
le™#Mt _ | < Cqy |t|* pour tout t réel, on obtient

e, 0 - ol < & [n® 7 1el® 5@)1% (s 1219°

2 200 2
< 0 |nl® l2

ce qui prouve 1'inégalité. Comme ¢ est borné dans HS*x(ﬁn) , on en déduit l'exis-

tence d'une seconde constante C' > 0 , telle que
i a
- 1
ey 9 = ollg< ¢ ||
pour ¢ € ® et par conséquent
1h(p -9 -0

dans HS(BS) pour h - O , uniformément pour ¢ & ¢ . Nous sommes donc dans les
conditions d'application du'critére de Rellich".

Les résultats précédents restent éviderment vrois lorsqu'on remplace les espaces
HS(EP) par HS(BP ; E) pour E espace vectoriel de dimension finie. On en déduit,
par cartes locales, le résultet, fondamental dans la suite :

THEOREME 4. - Soient X ume varidté réelle de classe C , compacte et E un
egpace fibré & fibre vectorielle, de classe ¢” , ayant pour base X . Pour tout

s réel et tout @ > 0, 1l'injection de Hsax(x 3 E) dans B5(X ; E) est com-
Q&cte °



