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CLASSIFICATION DES VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES, (n - 1)-CONNEXES,
SANS TORSION, DE DIMENSION 2n + 1

par Itiro TAMURA (*)

Séminaire H. CARTAN
15e année, 1962/63, n° 16 à 19 18 et 15 mars, 22 et 29 avril 1963

1 . Vari,étés différentiables %1 .

>

Soit n j 4 , et soit  = ( ’ , yà") un élément de la somme directe des groupes

d’homotopie de groupes orthogonaux spéciaux 03C0n-1(S0(n + 1 )) = TT (S0) (le groupe
n- n-

d’homotopie stable) et n (50(n) ) :
n

Désignons par (A , , p) le fibre orienté de base fibre D~~
(la (n + projection ~ ~ dont Inapplication caractéristique 
Les structures différentiables (usuelles) orientées de S et de donnent

une structure différentiable orientée à A , . "Différentiable" signifie toujours

indéfiniment différentiable. Le bord ~A ’ 
 
de A , 1 est un fibre de base Sn ,

fibre S ~ projection p = pj ôA , : 
~ 

~

On sait que l’application canonique

est surjective. Alors ce fibré a une section s . Donc, on a

Celui-ci est engendré par les classes représentées par s et S ) .
Soit

la variété différentiable compacte orientée, avec bord, obtenue par recollement de

A , et de x Dn (orientée) au moyen d’un plongement préservant les orienta-
tions :

(*) Les rectifications, qui faisaient l’objet d’un erratum joint au tirage ini-
tial, ont été incorporées dans le texte du présent tirage.



les orientations de ~Dn+1 x D et de étant compatibles avec celles de

D 
n+l 

x D et de A ~ respectivement~ tel que

et ne dépend pas du choix de g (cf. [14] (*)). W e st le "plombage" des deux

fibres (A ’ , Sn , Dn+1 , *p) avec l’a pp l,ication caractéristi q ue ’ et

(A " , â , Dn , p’) avec l’application caractéristique " , c’est-à-dire,
W est la variété différentiable compacte orientée obtenue à partir et

de A 
" 

en identifiant

Le s groupe s d’homologie et de cohomologie sont toujours à coef ficients entiers,
sauf mention explicite du contraire.

Le bord est homéomorphe à S~n (ci. [9] ) :

oû 0398q est le groupe des structures différentiables sur Sq (cf. [7], [10],
C~1~~.
Si la variété différentiable W U Dzn+1 obtenue par recollement

de W 
Jl 

et de D au moyen d un difféomorphisme  : aW 
 
a S = dD e st

(n - 1)-connexe, et

2. Présentation.

On va démontrer la proposition suivante :

(*) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie.



PROPOSITION. - Soit M2n+1 une variété différentiable compacte orientée, sans

bord~ sans torsion~ de dimension 2n + 1 ~ ~ n étant > 4 )~
telle que

où désigne la somme directe de r groupes cycliques infinis. Alors 

est la variété différentiable obtenue par recollement de  W et de la boule

D2n+1 
au moyen d ’ un difféomorphisme

désigne la somme connexe à bord ("boundary-connected sum") et  W
2014 

désigne la somme connexe à bord de W
1 

, W
2 

, ... , W
r 

[7], [13].

Démonstration. - D’après un théorème de SMALE [3], [15], il existe une fonc-
tion différentiable f : M~~ -~ [0 ~ 2n + 1] qui a précisément 2r + 2 points

critiques non-dégénérés ao , a1 , ... , ar , b1 , b2 , ... , br , bo tels que



~ désigne 1’élément de représente par f.(S~) . On peut sup-
poser, d’après un théorème de WHITNEY [20], que les f. (i = 1 , 2 , ... , r)
sont des plongements dans Int W et que



Considérons la variété différentiable compacte orientée W - Int W dont les bords

sont ~W et - ~W . Il est aisé de voir que

= 0 , q= 0 , 1 , 2 , ...

Il en résulte que les injections

Alors M~ ~ Int est la variété différentiable obtenue en recollant r

anses M p c.* ~ b’ à W par les plongements



les projections dans un facteur engendré par et ~p "~‘ 3. (x.)} respectivement.

Alors, il est aisé de voir que

la variété diff érentiable en rec ollant r - 1 anse s b’ ~ ... ~ b’3 r
à ~ par g~ ~ i = ~ ~ ~ ~ ... ~ r~ . A lor s on a ~



Donc, diaprés un théorème de HAEFLIGER [4], g’1 est difféotope au plongement

où p. désigne la projection du fibre (A ’j , Sn , Dn+1 , pi) . Evidemment
M - Int est la variété différentiable obtenue en recollant une anse à
W par le plongement g..

En répétant cette opération, on peut voir que M2n+1 - Int D2n+1 est la variété

différentiable obtenue en recollant r anses D?~ xD? (i=~-~2~..~~r) à

W par les plongements

COROLLAIRE. - Si ~W i est difféomorphe à S2n et si FI, est une variété dif-

férentiable orientée telle que



3. Lemmes.

Nous démontrons deux lemmes que nous allons utiliser.

LEMME 1. - Soient deux variétés différentiables compactes orientée s

Bans bord de dimension q o Alors

si et seulement s’il exi ste un difféomorphisme

D’abord, supposons qu’il existe un difféomorphisme

A

Inversement- supposons qu’il existe 03C6 a Alors il est aisé de voir que l’on

peut prolonger 03C6 en un difféomorphisme

2. -. Soit W4k une variété différentiable compacte orientée avec bord,
(2k -. 1)-connexe de dimension k (k  2)dont le bord ~W4k est un élément de
0 (ôyt) (le sous-groupe de 6 

"" 
forme , par les bords des 



la variété diffgrentiable compacte orientée sans bord obtenue par recollement de
tr~ et de - W ) au moyen d’un difféomorphisme

où W est la n...variété compacte orientée, (2k - 1)-connexe dont le bord
M = lV est un générateur de (ôn) [ 10] ; À V désigne la somme connexe° ° 

t 
°

à bord de t exemplaires de Y , et #Mo désigne la somme connexe de t exem-

plaires de M . Il est faci le de voir que V4k est (2k - 1 )-connexe et que



Donc, d’après la proposition ch. n° 2y on obtient

~ ~ QTHEOREME 1. - Soit M une variété différentiable compacte orientée sans bord,

3-connexe, sans torsion de dimension 9 o Alors

Remorque. - Soit (Fil’ n S4 , S5 , p) (resp. (B , , f , D6 , p)) le fibré
de base S4 ,fibre S5 (resp. D6) avec l’application earactéristique

x (50(6) ) = 03C03(S0) o Soient s une section différentiable du fibré

(B , S4 , S5 , p) et U(s) un voisinage tubulaire de s dans E , . Puisque
P - - P

S et ia section nulle de B», 1 sont difféotopes dans B», , °n a



Soit S~ , D~) le fibre orienté, non trivial, de base S~ / fibre D~ .
La variété différentiable obtenue par recollement de deux copies de A au moyen

de l’application identique ~ est difféomorphe à S x S , parce que
cette variété est un fibre de base S6 ,fibre et = 0 . Donc on a

soient difféomorphes. Alors, d’après le lemme 1 , il existe un difféomorphisme



D’après la suite exacte de Mayer-Vietoris, il est aisé de voir que

Alors, d’après le corollaire de la proposition et le lemme 3, on obtient :

THÉORÈME 2. -Soit une variété différentiable compacte orientée, sans bord,

4-connexe, sans torsion, y de dimension 11. Alors



COROLLAIRE. - La variété topologique S6 x S5 admet exactement 992 structures

différentiables orientées.

COROLLAIRE. - Soient M111 , M112 deux variétés différentiables compactes orien-

tées, sans bord, 4-connexes, sans torsion, de dimension 11. Alors M111 et M112
sont homéomorphes (homotopes) si, et seulement si, leurs nombres de Betti sont

égaux.



COROLIAIRE. - La variété topologique S7 x S6 admet exactement trois structu-

res différentiables orientées.

COROLIAIRE. - Soient M131 , M132 deux variétés différentiables compactes orien-

tées sans bord, 5-connexes, sans torsion de dimension 13 . Alors M131 et M132
sont homéomorphes (homotopes) si et seulement ji leurs nombres g£_ Betti sont égaux
COROLLAIRE. - Quel que soit 7 e é , 1a variété différentiable orientée

É/~ x S~ est difféomorphe à S~ x S~ .



Remarque. - Un résultat plus fort que ce corollaire est démontré dans [ 15] .

Soient (B8k-1m,n , S4k , S4k-1 , p) et (B-8km,n , S4k ,D4k , p) le fibre de base

fibre avec Inapplication caractéristique m *(03C1) + et celui de

fibre D respectivement. B8k-1m,n et sont des variétés différentiables
m~n ni~n

compactes orientées comme toujours. B " admet une section différentiable
m~o

Désignons par U(s) un voisinage tubulaire de a(S4k) dans que

s(S ) et la section nulle de sont difféotopes dans B , U(s) est

difféomorphe à B-8k-1m , où (B-8k-1m, S4k , D4k-1) désigne le fibre de base S4k ,
fibre D 4k20141 avec l’application caractéristique mp . Alors on a

Donc, d’après le corollaire de la proposition, on en déduit le lemme suivante

LEMME 5~ ~ Soit une variété différentiable compacte , orientée, sans bord,
(4k - 2)-connexe, sans torsion de dimension Sk - 1 (k > l) ~ Alors 

’



Démonstration. - D’abord, supposons qu’il existe un difféomorphisme

- 

1==J. 
...

oCi 03B1j , 03B1’j désignent les éléments de H4k(#r i=1B8k-1 mino) , H4k( B8k-1m’i,o) duals aux

classes d’homologie représentées par des sections de B8k-1mj,o ,B8k-1m’j,o respective-

ment. Evidemment on a



Inversement, supposons qu’il existe une matrice Satisfaisant à (*), **>.
On notera par ai l’ élément de H4k(r i=1 B , ) représenté par une section de
B , (1 = 1 , 2 , ... , r) o Soient
~i, o ~, r --.



COROLLAIRE. - Scient M8k-11 , M8k-12 deux variétés différentiables compactes
orientées, sans bord, (4k - 2)-connexes, sans torsion de dimension Qk - 1

(k > 1) . Alors et sont combinatoirement homéomorphes par rapport
à des triangulations compatibles avec leurs structures différentiables, si et

seulement si leurs nombres de Betti et les plus grands entiers qui divisent leurs

classes de Pontrjagin sont égaux~



T ----

H W_ a un système de générateurs a ? a , ... , a r-1 , a’o , a’ , ... , 1 ’

tels que a soit représenté par une section de que ai soit représenté

par S, 4 x0 (i = 1 , 2 , ... , r - 1) , et que les a’j (i = 0 , J. I , ... , r - 1)
i i

soient représentés par des cycles ci , dont les intersections,

définie par a’ (q)q’ = qq’ ,où q et q’ désignent des quaternions de norme 1 ,

et que l’application caractéristique du voisinage tubulaire de dans W8
soit * ( p) + n’i a (1 = 0 , 1 , ... , r - 1 ) . Alors, la matrice dex nombres

d’intersection de



où {S } est un générateur de H 4 B , , ~ représenté par une section C 1 b~ .

Puisqu’il existe un plongement



Donc, diaprés le lemme 6. on en déduit le théorème suivante

THÉORÈME 5. - (#r B7 B ) # S7 (? et (#r B7m-0 ) sont difféomorphes,
i=J. ~i~ " 1=1 ~i~ "20142014201420142014201420142014201420142014

si et seulement si 03BB’(7) est divisible par m mod 28 ( m impair), resp, par
m/2 mod 28 C m pair), où m désigne le plus grand diviseur commun de

~m~ ~ 
.

COROLLAIRE. - La variété topologique S 4 x S 3 admet au moins 28 structures dif-

férentiables orientées.



Alors, d’après un calcul semblable à celui conduisant au théorème 5, on a le

théorème suivanto

phes, si et seulement si S " ~ et ~(~ ) est divisible par m

mod 8128 ( m impair) , resp. par m/2 mod 8128 ( m pair) , où m désigne le

plus grand diviseur commun de m1 , m2 , ... , m .

COROLIAIRE. - m variété topologique S 0 x S7 admet au moins 16256 structures

différentiables orientées.

D’après les théorèmes 4 et 6, on obtient

THÉORÈME 7. - Soit M une variété différentiable compacte orientée, sans bord,
6-connexe, sans torsion de dimension 15. Alors
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