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Séminaire Henri CARTAN 13-01
(Topologie différentielle)
15e année, 1962/63, n° 13 25 février 1963

4 I'd
IE THFOREME DE PREPARATION EN GEOMETRIE DIFFERENTIABIE

par Bernard MALGRANGE

III. Propriétés différentiables des ensembles analytiques.

Dans cet exposé, nous allons rappeler certaines propriétés des ensembles analy-—
tiques-réels, et des fonctions différentiables sur les dits ensembles. Ces résul-
tats, qui nous serviront la prochaine fois & établir le théoréme de préparation
annoncé antérieurement, sont dues & ¥OJASIEWICZ ([2] ; voir aussi [3], exposés
22-24) 3 nous en reproduisons les démonstrations pour la commodité du lecteur.

l. Fonctions quasi-hdéldériennes.

by

Définition. - Soient  un ouvert borné c Ek y et f une fonction sur Q , &

valeurs dans R , et soit a € R, avec 0<a <1, 0ndit que f est quasi-
héldérienne dtordre a s'il existe ¢ >0 tel que, pour tout segment de droite

[x, yYlcQ, on ait
|£(x) - ()| < cllx = oI .

On dira naturellement que f est quasi-h'dldériemne s'il existe un o (0<a<1)
tel que f soit quasi-hdldérienne d'ordre a . Il est clair que f est alers
continue,

(51 Q était un ouvert quelconque, il serait naturel d'étendre la définition
précédente, en convenant que f est quasi-h¥ldérienne si elle 1test dans tout
ouvert borné © € Q ; nous n'aurons pas besoin de cette extension.)

PROPOSITION 1. - Soient € un ouvert borné c ﬁk yet a; (Lgigp) des
fonctions sur ? & valeurs réelles, bornées et quasi-hdldériennes dlordre o .

Soit f une fonction continue sur Q , & valeurs réelles, vérifiant 1'équation

fp+ E G.i fp-i‘_'o .
i=1

Alors f est bornée et quasi-héldérienne (d!'ordre %)'

La démonstration repose sur les lemmes (trés élémentairesd) suivents @
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LEMME 1. - Les racines complexes de 1'équation

P s P _
z +1L,iz =0 (cieﬁ)
vérifient |z| <2 sup [cill/i .
i 1
En effet, par homothétie, on peut se ramener au cas oi sup Icil /1 =13j;o0ona
alors 3
Iles 1+ lZl + eee + ‘le-l
a fortiori
T 1
2 =
L]

d'ou le résultat.

LEME 2. - Soient 35 5 IESPe 2 (1<3j<p, 1<k<p Iles racines comple~

xes8 de 1l'équation

2P+ 2o zp"i.—.o, resp. 2P + Zet 2P0 (c, 5 ct €C) .
i i i i
Supposons qu'on ait, pour tout i ,
. i i
lcing ’ lci“ciISK 6 .
1
Ajors, pour chaque j , il existe un k tel qu'on ait |zj - zl'{l <2 o 2 .

En effet, on a

- gl] = P R o S P p-i
l;i{ Izj sz =2y + Zci 73 =2 (¢:,L ci) 23
et comme |z,| £ 2K (lemme 1) :

PP
E(zj-zl'{)$2 )

;!

d'ol le résultat.
La proposition 1 va maintenant résulter du lemme suivant ¢
IEME 3. - Soiant K>0, a € )0, 1) et soient by 5 eee bp des fonctions

définies sur [4%, , t2] CR , & valeurs complexes, et vérifiant, pour tout 4% ,
et pour tous t et t' & [t , tzj ’

b, ()] < K

b, () = b, (&) < ol PR
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Soit f une fonction continue sur [’ol ’ t2] , & veleurs complexes, vérifiant

1t ﬂ' uation

fp+2bifp‘i-_-o .

Alors! on a

[£(t) - £(t,)] < 4pK[t, - tll“/P .

Soient em effet 2z, , «se , Zp les racines de 1'équation

®+ b (8) =0
et supposons par exemple f('bl) =2, . Soit Dj le disque fermé de centre Zj ’
et de rayon 2K|1:2 -t |a/p . Pour chaque t € [tl ’ 'b2] , on a, d'aprés le lemme
2
f£(t) eV D, .

Comme f est continue, il en résulte que la composante connexe de 2 1 dans
U Dj contient f (té) . D'ol le résultat.

2. Germes analytigues irréductibles (l).

Soit On 1'anneau des germes de fonctiens analytiques (& valeurs réelles) au
voiginage de O dans ﬁn , et soit Xo un germe analytique réel en O dans En N
irréductible, de dimension k . Notons I C 0, 1tidéal de Xo (3 est alors

premier) , et f ~n~ T 1tapplication canonique Gn - On/i"b .

rd 03 3 I n
Désignons par X; , sece 5 X les fonctions coordomnées dans R~ ; en sait que,

moyennant un changement de coordonnées, on peut supposer ceci 3

a. Les x; (1< i<k sont analytiquement indépendants mod S (ie es 1'ape
plication Gk - On/S composée de 1l'injection évidente et de la projectien

0, - on/s est injective), et O r/‘s est un O -module de type fini.

Soient respectivement F(On/S') et F(Ok) les corps des fractions de ces deux
anneaux. L'injection précédente permet de considérer .F(On/s) comme un surcorps
de F(Ok) - Posons alors £ =n - k , et soit, pour 1< j<£2 , P, le polyn&me
minimal de _x-k+j sur F(Ok) . Les ;Ek+j étant entiers sur Ok s © Ok étant
factoriel, P, a ses coefficients dans Ok . De plus, on vérifie aisément que P
est distingué (i. e. unitaire, et les coefficients non dominants sont nuls & Padgine).

(7) Ici et dans la suite, nous utilisons un certain nombre de faits bien eennus
relatifs aux germes analytiquese Pour leur démonstration, veir par exemple [17.
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Pour j =1 , nous écrirons P au lieu de Pl s et nous poserons p =deg?P .

be L$élément §k+l engendre F(O/3) sur F(Ok) . Désignant par A eOk le
discriminant de P (qui n'est pas identiquement nul, puisque P est irréduetible) ,

on sait qu'alors tout T e On/ﬁ stécrit, d'une maniére unique. sous la forme

- 1

r= Y R(-xk+].t)
R étant un polyndme & coefficients dans O, » de degré < p « En particulier, on
éerire, pour 2< j <8,

1
%oy =5 Y Opd) .

Soit alors X un sous-ensemble analytique d'un voisinage ouvert U C ﬁn de O
(voisinage que nous supposerons borné, ce qui n'est certainement pas gfnentl), et
tel que le germe de X en O soit XO « Prenons un voisinage ouvert V de O
dans ﬁk s tel que les coefficients des Pj et des Qj soient gonvergents au
voisinage de U , et soit W un voisinage ouvert de O dans R™ tel qu'on ait
V x W cU et possédant la propriété suivante s pour tout (X, 5 oo s xk) €V,
tout systéme (xk+1 y ses g xn) de solutiorsréelles des équations

. Pj(}c‘k_"jixl’ooc ’}&{)20
appartient 3 W .

(Les Pj étant distingués, toutes les racines de P, tendent vers 0 si
(X, 5 oec , xk) -+ 0 ; par suite un tel W existe, si 1'on a choisi V assez
petit, ce que nous supposerons.)

Soit & cV 1l'ensemble des zéros de A dans V § si V a été choisi assez
petit, ce que nous supposerons encore, 1l'intersection de X avec (V - 08) x W
colncide avec liensemble défini par les relations

(xl > are s x) eV =8
(261) IP(XK+1 53X 5 eee Xk) =0

ARy s oee y 1) Tee ~ % (yg
En tout point (x; , «se , xk) €V - 0, les racines du polyn8me

P(X,1 5 % 5 oo xk) sont distinctes ; désignons par v (L<s<p) 1l
sous-ensemble, évidemment ouvert, de V - & ol ce polynbme a au moins s racines

xl,ooo ,Xk)=o (2$j$£) [

“e

, sos . 1 s
réelles, et désignons ces racines par F (x1 y eee xk) sy see o F (x1 g see xk) ’
en les rengeant par exemple par ordre croissant. Il est clair que pour tout r ’

l<r<p, F est défini, continu, et borné sur V. » Posons encore, pour

(xl’""xk)evr’
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£ F

Q(Fr(xl,...,xk);xl,...,xlé
F}"(xl'-" ”‘k)"'j BTx; 5 oo 5 %) .

Les F; sont encore définis, continus, et bornés sur V. (immédiat) «

Soit X le sous-ensemble de X défini par les relations
(Xl 9 o0 y :&() e Vr
= (XX \<.
xk'i'j —-F;.‘(Xl ) ’ xk) (153 ‘?’)

(2.2)

(i1 nous arrivera quelquefois d'appeler X::' le "r-iéme nappe de X au-dessus de
V ~0" ; posons enfin D=Xn (& x W) , et X,=X uD. les X sont évidem-

ment fermés dans V x W , et 1'on a, d'aprés (2.1)

UX =Xn (VxW .
rr

PROPOSITION 2. - Pour 1< r< p , les Fg sont_quasi~hBldéricnnes sur V_

En effet, Fg est continue sur V » et vérifie Pj (Fr 30X s eeey xk) =0 3
par hypothése, Vr est borné, et les ccefficients de PJ son'b convergents au
voisinage de V. r* La preposition 2 est donc un cas particulier de la proposition
1.

PROPOSITION 3¢ = Pour l1<r<p, X, est régulidrement séparé de & x W
(cet énoncé a un sens, car ce sont deux fermds de V x W )e

Seit en effet XK' un cube compact C V ; si K' est assez petit, on peut trou—
ver (cf. définition de W ) un cube compact KM C W tel qulon ait

Xn (K' xW) =X n (K' x K") 3
posons K =K' x K" , et soit
x:(x,...,x)eX nk .
Soit y e (6 xW) n K tel qu'on ait ||x - 3i| = a(x 4 (6 W) n K) . Posons
x! = (Xl ) cee ’Ck) » x" = (}ck-l-l 9 see Xn)
et définissons de mWme y' et y" y on a évidemment x¥ = y" et le segment
(x' , y( appartient a V. nK'; par suite, lersque z'e (x* , y'( tend vers

y' , la fonction (Fl (') 5 eee , FL (z')) a une valeur dtadhérence n" €K n X
et on a, d'aprés la proposition 2

I3 = 7] < cllxr -
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aveec C>0, a>0 , indépendants de X .
Désignant par n le point (y' , n") € X, n (6 xW) =D , on a done
lx = nll sl = 3l + clix = 91"

La proposition résulte alors du théoréme 2 exposé 12, (et du caractére local de

la réguliére séparation).

Logiquement, ces propositions devraient maintenant nous servir & établir 1'iné-
galité de Fojasiewicz (et c'est pourquoi nous n'avons pas fait usage, dans leur
démonstration, de la proposition L, exposé 121). Cependant, pour ne pas rompre le
fil de 1l'exposé, nous supposerons, jusqu'd la fin qu paragraphe 2, cette inéga-
1ité acquise, et nous reporterons sa démonstration au paragraphe 3.

PROPOSITION 4. = Pour tout couple {r,s) , X, et XS sont réguliérement sépa-—

rése

Si r=s, il n'y a rien & démontrer. Sinon, nous pouvons suppeser r < s ,
done Vr > VS « Reprenons alors les notations de la démonstration précédente ;
soient x = (x' , x") un point de X nk,et y= (y* » ") un point de X, nK,
avee |x - yll =dx , X n K) ; on peut supposer x' ¢ & (sinon x =y et il n'y

a rien & démontrer).

Nous voulons établir qu'il existe A >0, a >0 (dépendant de¢ X , mais non
de x) tels qu'en ait |lx - yll >Ad(x, p)* (puisque X, 0 Xs =D ) ; dlaprés

la proposition 3, il suffit de prouver qu'on a, pour d'autres A et a
a
e - yll 22 a(xr , 9) .

Si le segment de droite [(x' ’ y'j n'est pas dans Vs y i1 rencontre & et le
résultat est évident. Supposons done (x' , y") cV_ , et soit n= ' y ") 1e
point de X = vérifiant n' =x' . Comme M1 ©6 %, sont deux racines dis=
tinctes de 1'équation P(xk+l 3 X g eee xk) =0 , et que teoutes les racines
(complexes) de cette équation sont bornées lorsque x' = (xl y ooe xk) par-
court K' , on trouve, en appliquant 1'inégalité de Lojasiewicz au discriminant
A Ge P,

“ﬂk+l b xk+1” 2 B d(X' ’ é)ﬁ (B> 0 Iy ﬁ > 0) .

Dtautre part comme F  est quasi-hdldérien

H"k+1 - yk+1” < dlxt - Y c>0, y>0) .

Si maintenant, on a Cl|x' - Pl > Ly ax' , 6)[3 s i1 n'y a rien & démontrer ;

|

dans le cas contraire, on a
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yeys = Feeall € % e,y = Nyl

d*ol

Alx - 3l 2 2llx,y =l 3 lx, ~ny i 2B a6, 0P,

d'ol la proposition.

PROPOSITION 5, — Pour 1< r<p, et 1<j <2, les fonctions Fg appartien—
nent 3 M - v, s V) « (Pour cette notation, cf. exposé 12, page 12-07.)

Dlaprés 1'inégalité de fojasiewicz, la fonction é— (dans Vr ) appartient &
ny - V. V) . D'aprés l'expression des F;; et le fait (formule de Leibniz) que
le produit de deux multiplicateurs est un multiplicateur, il suffit d'établir le
résultat pour j =1 , i. e. pour F .

Comme F est une solution continue de 1'équation P(Fr s X') =0 , c'est une
fonction indéfiniment dérivable de x' € V. s et toutes @es dérivées sont de la

forme

A
A r F .02 F o)/ (F o2
D*F =R (F ,D ’ )/[~o-—-xk+l( > x')]

Aq étant un entier >0 , et RY un polyn8me par rapport a F et a ses déri-
vées d'ordre < (ordre de D? ), & coefficients convergents dans V (théoréme

des fonctions implicites).

En raisonnant par récurrence sur 1l'ordre de Dq s i1 suffit donc d'établir que,
pour tout compact K'c V , il existe B>0 , B >0 tels qu'on ait,
V x' € K'n Vr

16}2:_1 F , x| 2B ak , o .

Or cela résulte encore de 1'inégalité de Kojasiewicz, appliquée & & . D'ol la
proposition.

Notre but est maintenant de donner une description de l'espace I (D ; Xr)
(rappelons que cette notation désigne l'espace des fonctions différentiables au
sens de WHITNEY sur X , nulles sur D )« Pour cela, prenons un élément

£ = (£P) de 3D ; X) ,
n r\
peN
et remarquons que f est entitrement défini par la collection g = (gq)‘ .
=N

définie par
(ql,QQO?qz) f(o’...’ql’...’qe)
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puisque la donnée des dérivées "transversales" d'une fonction différentiable sur
une variété suffit & déterminer toutes les dérivées. ‘

 Pour simplifier les notations, posons A =N , et & = (Ff , eue F) « A
g associons la collection h = (hq)qe A de fonctions sur Vr définie par

nx) = gxt , o (x)) .

I1 est clair que h? est une fonction indéfiniment dérivable (au sens ordinaire)
dans Vr + Nous avons ainsi défini une application

T

c?

3D ;3 X°) »e;(vr)’\' .

e’ LY
THEOREME 1. ~ L'application 7 est une bijection de S(D Xr) sur
A
IV - V. 1)

(Rappelons que 3I(V = Vr » V) désigne 1'espace des fonctions indéfiniment déri-
vables sur V , nulles ainsi que toutes leurs dérivdes sur V = Vr $ i1 s'identi~
fie de fagon évidente & un sous-espace de S(Vr) o)

Comme 7n est injective, il suffit de prouver

as que son image est contenue dans I(V - V.3 V)A .

be qu'on obtient ainsi tout élément de I (V - Vr 3 V)A .
Démonstration de (a). - Soit XK' un compact CV ; nous allons prouver ceci @

lorsque x! e V., nK' tend vers & , h?(x!) tend vers O ainsi que toutes ses

dérivées. Il en résultera bien, (raisommement §lémentaire) que la fonction prolon-
gée par O dans V - Vr est indéfiniment dérivable, et plate sur V - Vr .
Or, toute dérivée de h stderit sous la forme d'une somme finie

2 £P(x , ) x (polyndme par rapport aux dérivées des Fg' )

p
(pour le voir s 11 suffit par exemple de prolonger f en une fonetion différen-
tieble sur Vr x wr » et d'appliquer la formule de dérivation des fonctions com-
posées) ; compte tenu de la proposition 5, il suffit donc d'établir ceci : lorsque

x' e Vr n K' tend vers & , fp(x’ ’ <I>r) tend vers O plus vite que toute puis-
sance de d(x' , d) .

Or, posons x = (x!' , &% (x!)) . Lorsque x! e V. nK' tend vers &, P (%)
tend vers 0 plus vite que toute puissance de d(x , D) , par définition de
3O ; Xr) « Le résultat découle alors de la proposition 3.
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Démonstration de (b). - Domnons-nous un h = (h%) qeh ? hl e 3@ - VsV . IL

suffit de démontrer ceci ;3 V m eN , il existe une fonction H m fois continu-

ement dérivable sur V x W , nulle ainsi que ses dérivées dlordre < m sur
W - vr) x W , et vérifiant, pour tout q e A, Jq| < m

Dq H(X' ’ cbr(xl)) = hq(xi) | (Dq y une déI'iVée en -a-}'—cz——- s oo B;a(—') .
+1 n

Pour cela, il suffit de prendre H égala 0 sur (V - Vr) x W et a

> hq(x')w qur U oxW
lal<m < i

H aura les propriétés voulues (et sera méme indéfiniment dérivable) & ceux du
théoreme 4, exposé 12, et de la proposition 5. Nous laissons les détails au lec—
teur.

Remarque. - Dans [2] et [3], le théoréme 1, qui ne figure pas explicitement,
est en fait énoncé sous forme duale, comme un théoréme de décomposition transver-
sale des "distributions prolongeables" sur Xr - D « Pour passer d'un énoncé &
ltautre, il suffit de remarquer que le dual de 3(D ; Xr) est 1l'espace des dis-
tributions dans Vr x W , & support dans Xr s qui peuvent &tre prolongées en une
distribution & support compact dans V x W .

3« Démonstration de 1'inégalité de @jasiewicz.

Rappelons—en 1?énoncé ¢

4 v
THEOREME 2. - Soit f une fonction analytique dens un ouvert Q cR" , et soit

E X'ensemble de ses zéros. Pour tout compact K< Q, il existe AD O y >0
tels qu'on ait ¥V xeK: [f(x)| >4 d(x, B)* .

Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur n , et nous procéderons pour
cela en deux étapes

8« Si le théoreme est vrai pour O , vee ,n =1, et si X est un sous-ensemble
analytique de €, de dimension <mn , il existe A >0 sy >0 tels qu'on ait,
V xeKnX, ‘

lfx)| >4 d(x , B)*

L3

b. Si (a) est vrai, le théoréme est vrai pour n .
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Démonstration de (&). - Par BOREL-IEBESGUE, il suffit d'établir ceci & si
aeXnE ,ilexiste A >0, o >0 tels qu'on ait, pour tout x€ X suffi-

samment voisin de a ,
a
£ | > A dx , E) .

Pour simplifier, nous supposerons a = O . Nous pouvons évidemment nous conten—
ter de traiter le cas ol le germe XO de X en O est irréductible et ou
Xo ¢ Eo e Soit k< n 1la dimension de Xo . Nous démontrerons alors (a) per récur—

rence sur k , en établissant ceci

a'e Il existe au voisinage de O un sous-ensemble analytique Y c X , avec

Y £ X, (done, d'aprés un résultat connu, dim Y <Xk ) et des constantes A >0,
o)

o >0 tels qu'on ait, pour tout x € X assez voisin de O

(3.1) lt@ |z aak, D% .
Montrons d'abord que (&) résulte de (a'). Par hypothése de récurrence, il existe
B>0, a>0 +tels qu'on ait, pour tout y € Y assez voisin de O
(3.2) Ble@|P>a, B .
Soit alars x € X , et désignons par y un point de Y tel qu'on ait
(3+3) lx -yl =dax, ¥
(un tel y existe certainement si x est assez voisinde 0 ).
On a done
atx ,® <lk-yl+a, 8 <lx- sl + 8le@) [P
et (aceroissements finis)
l£(x) - £y | < cllx - yll
d'oh
d(x , E) <llx - yll + ctllx - y“‘3 + C'|£(x%) Iﬁ ,

avec C! ne dépendant que de B ; £, C . Ceci, joint & (3.1) et (3.3), donne le

7

résultat cherché.

Etablissons maintenant (a'). Pour cela, nous utiliserons le "dévissage" de X
employé au paragraphe 2, en en conservant les notations. D!autre part, comme I

est premier, il existe f, e On y avec fl #0 , f. ne dépendant que de

1
X g eee 2 Xy et he On tels quton ait

hf - £, =0 (mod 3) .

lE
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(Prendre par exemple pour g le prodult des conjugués de T e Or/S sur

r(g) )
I1 est clair qu'on peut alors remplacer f par fl et E par El y l'ensem-

ble des zéros de £, » ce que nous ferons dans la suite, en omsttant 1'indice 1 «

Cela &tant, montrons que (a!) est vérifié lorsqu'on prend Y=D u (E n X) .
Pour cela, prenons un point x e€X , assez voisin de O , et supposons par exem-

ple x € Xr . Pogons, comme au paragraphe 2,

x=(x' , x") , avec x' = (X; 5 eee x.k) s XM= (X, 9 eee xn) .
Si x' € &, il n'y a rien & démontrer, puisque x € D . Sinon, on a x! € Vr .
Soit y' un point de & UE! (E' = ensemble des zéros de f dans _fik ) tel
qulon ait

ax , 8 uEN) =[x -yl
un tel y! existe pour tout x assez voisin de O . Par hypothése de récurrence
(£ ne dépend que de X, 5 eeos ,xk) ,onapur A>0, a>0 ne dépendant
pas8 de x

(3.4) £ | = allxt = yl* .

S§ x est assez voisin de 0 , il est clair que le segment x ’ y'( est
contenu dans Vr ; lorsque z € (x! , y'( tend vers y' , <I>r(z') a un péin‘b
adhérent y" , et l'ona y=(y* ,y") €Du B nX) =Y, puisque y appartient
4D si y'ed ,etd EnX si y' €eE' . Come 9 est quasi-hdldérienne

(proposition 2), on a
3.5) |lan - ,Y"“ < Bllxt - y'“p (B>0, B>0, indépendants de x et y) .

D'aprés (3.4) et (3.5), il existe C >0, Yy >0 indépendants de x , tels
qu'on ait '

£ | zollx - Y .

Puisque y e Y , cela entratne (a').

Démonstration de (b). = En raisomnant comme en (a), il suffit de se placer au

voisinage de l'origine, et de trouver un sous-ensemble analytique Y , de dimen—
sion < n , et des constantes A >0 , o> 0 tels quton ait, pour tout x assez

voisin de O

)] >4 ax, D .
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D'aprés le théoreme de préparation de Weierstrass, on peut supposer que f est
un polynéme distingué en X, 3 on peut aussi supposer que f est irréductible en
O (raisomner par récurrence sur le nombre de facteurs irréductible de f ), done
que son discriminant A(x, , ees , xn_l) ne s'annule pas identiquement. Soit D
1l'ensemble des zéros de A ; montrons que l*on peut prendre Y=Eu D ,

Pour cela écrivons, pour Xy posee s X fixés, £ = £'f" avec

! = n Lad . f" = ﬂ - .
£ £ en (x, EJ) Ej o (x, F,j)

Pour x assez voisin de 0 , on a évidemment

(3.6) oG | 2B int %, - &1"  @= dog, 1)
6.7) 26 > %Qﬂé- % - gl >0 27

(puisque Ej - EJ. est un factewr de A , et que tous les facteurs de A sont
bornds) «

Par hypothése de récurrence, le théoréme 2 est vrai pour A 3 de (3.7), en
déduit donc

(3.8) )] >c ax, D)Y

(3.6) et (3.8) entratnent le résultat.
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