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Séminaire Henri CARTAN 9-0L
(Topologie différentielle)
l5¢ année, 1962/63, n® 9-10 7 et 28 janvier 1963

4
IA WULLITE DE 7t_(Diff S°) .
1. POSITION DU PROBLEME

par Jean CERF

Introductions -~ Rappelons d'abord la définition des groupes :n s et quelques

propriétés élémentaires et classiques relatives & ces groupese

On désigne par Diff S* (resp. Diff pn+l ) le groupe des difféomorphismes de
st (resps Dn+l ) qui conservent 1'orientation. On munit ces groupes de la topo-
logie G + On rappelle (cf. [2], proposition 2, ps 287) que, pour toute variété
4 bord compacte V , le groupe des difféomorphismes de V est ouvert dans 1l'es-
pace de toutes les applications de classe G de V dans V gui conservent les
reletions d'incidence, muni de la topologie C” 3 ce groupe est donc en particu-

lier localement connexe par arcs, et méme par arcs différentiables 3 la composante

connexe de 1'élément neutre dans ce groupe coincide donc avec sa composante con-

nexe par arcs, ainsi qu'avec sa composante connexe par arcs différentiabless

IEMME 1 (MILNOR ; cf. [2], De 236)e = Quels que soient les éléments g et g

du groupe Diff S" , leur commtateur gg'g"I g'-l est dans la composante connexe

de 1'élénment neutre.

Démonstration. = D'aprés le théoréme d'isotopie pour les plongements des disques
(cfe [2], proposition 7, p. 335), il existe g* (resp. g'* ) isotope 2 (respe
’ ’ ’ g b

g! ) et induisant 1'identité sur 1'hémisphére nord (resp. sud) de st e Alors

g* g =g ¥ g* ; donc gg' est isotope & g'g .

Conséquence du lemme L. = Le groupe no(Diff Sn)' est abélien (c'est en effet le

groupe quotient de Diff gh par la composante connexe de 1'élément neutre).

LELE 2. ~ L'image de 1'application canonique o« : Diff p™*! , pire % con-

tient la composante comnexe de 1'élément neutre dans Diff ST .

Démonstration du lemme 2. = Soit h un élément de cette composante connexe.

D'apres la propriété générale rappelee au début de cette introduction, h peut
8tre joint & 1'élément neutre e par un chemin différentiable, c'est-d~dire tel

que l'application s

(1) snx[o,l];(x,t)eht.xesn
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soit différentiable j par un changement de parametre, on peut en plus faire en
sorte que 1'application (1) soit tengente le long de s™ « {1} & 1'application
(x5 t) »x o« Soit T un voisinage tubulaire de s gams DO ; on identifie T
y st « [0 s 1] ; on définit une application g de Dn+l sur lui=méme en posant

glx, t) = (h(x) , £) vour (x,t)e s x[0,1];

g = identité sur (D™ L.
g est un élément de Diff Dn+1 ui prolonge h § donc h est dans 1'image de
g
an [ ]

Conséquences des lemmes 1 et 2.

1° L'image de 1'application @ est un sous-groupe'distingué de Diff D" s et
le conoyau de a est un groupe abéliene

Par définition, le conoyau de % est le groupe Fn+l .

20 (MUNKRES ; cfe [7], pe 522)e Le groupe Fn*

1 est canoniquement isomorphe au
conoyau de 1'application no(Diff Dn+1) - nﬁ(Diff Sn) .

Ceci posé, notre but est de démontrer, dans cet exposé et les suivants, le théo-
réme $
’ S 3
THEOREME ls -~ Le groupe no(Diff S7) est nule
I1 résulte de la conséquence 2° ci-~dessus que le théoréme 1 a le corollaire
suivant s
COROLLAIRE le - Ie groupe I, est nule

Dans un autre ordre d'idées, le théoréme 1, compte tenu de [3], a la conséquence
suivante ¢

COROLLAIRE 2. = Le groupe nB(groupe des homéomorphismes de s3 sur s )
est canoniquement isomorphe 3 n3(50(4)) .

le Le théoréme 1 ramend 3 un théoréme d'existence de section d'un certain rev8-

tements
D'aprés la proposition 4 de [4], le théoréme 1l équivaut &

(2) | no(Diff(D3 58%) =0
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(oh Diff(D3 H Sz) désigne le groupe des difféomorphismes de D3 qui induisent
1'identité sur S° )e

Notons & (respe %) le groupe Diff D3 (respe Diff S2 )e D'aprés le théoréme
1 de [4], 1'application canonique a : 8 - ¥ est une fibration localement tri-

viale, de sorte qu'on a une suite exacte
(3) vee 1y(8) » 7 (®) > n (Dies(D’ 5%)) =+ (8) » 7 (k) > oes
Du théoréme 4 de [4] (théoréme de Smale), il résulte que 1'application composée
n, (80(3)) - n(8) - m, (%)
est un isomorphisme pour tout i > C 3 donc @
10 no(R) =03

2° 1'application ¢ ni(g) - ni(M) emt surjective pour tout i > 1 « I1 résulte

donc de la suite exacte (3) que (2) équivaut a

(4) n(8) =0 .

by

On est donc ramené & montrer que le groupe $ est connexes Notons & 1'espace
des plongements d'orientation positive de D3 dans ﬁ? ;3 le groupe $ opére &
droite dans & , et y définit une structure d'espace fibré principal de fibre § ,
de base notée &/9 s cette fibration est localement triviale d'apres le théoréme
3 de [4]e Soit 8, la composante connexe de 1'élément neutre dans 9 ; on note
S/ge = R 3 il résulte du théoréme d'existence de sections locales utilisé en [4],
n® 1, pour démontrer le théordéme 3, que l'application canonique R - &/@ est une
fibration localement triviale ; sa fibre 9/9e est discréte parce que $ est
localement connexe par arcs 3 R est donc un revBtement surjectif de &[S o

L'espace & est connexe d'apres la proposition 3 de [4] 3 donc R est connexe

aussi 3 or, d'une fagon générale, pour qu'un revétement connexe soit trivial, il

faut et il suffit qu'il admette une section continuee Dans le cas présent, la

trivialité de R équivaut a &= 8, s done 3 (4) 3 par conséquent le théoreme 1
équivaut au suivant

(4 \
THEOREME 1's = Le rev@tement R = 5/9e de &9 admet une section continue.

Remarques =~ Soit plus généralement 9n le groupe Diff p" s et soit gn;e la
composante connexe de 1'élément neutre dans 9n « Soit Sn 1'espace des plonge=
ments d'orientation positive de D" dans BP 3 soit Gh_: gn/gn;e o L'applicam
tion canonique Sn - ﬁh est une fibration localement triviale d'apreés le théo-

réme 3 de [4] ; on a donc une suite exacte @
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(5) ese n1(9 ; ) —>Jcl(8 ) - J'cl((R ) -0 .
D'aprés la proposition 2 de [4]. 1°application composée des epplications cano-
niques
fti(SO‘(n + 1)) ->TE.(9 ng ) —>T£.(8 )
est un isomorphisme pour tout i > 0 ; donc 1l'application n.(Q ) -7 (8 ) est
surjective 3 donc, d'aprés la suite exacte (5), nl((Rn) =0, In part:l.cul:l.er

(pour n=3), n,(R) = 05 or le théorme 1, sous la forme 1*, affirme que R
stidentifie & &/9 ; le théoréme 1 a donc le corollaire suivant 3

L'espace &/8 (espace des sous=variétés de §3 difféomorphes & D3 ) est sim=

plement connexee.

2, Espace des (n + 1l)-disques et espace des n=sphéres de _Efn"' L R

Le but de ce numéro est de doiner une interprétation nouvelle de 1l'espace &/
qui intervient dans le théoréme 1%,

Notationse = On note 8 1 (respo % ) le groupe Diff D™ L (respe Diff SP )
ohn note o 1'application canonique $ - }ﬁ 3 on note R;l 1'image de a,

n+l

on rappelle (cf. Introduction) qle % n/&ﬁ el ° On note 8 (resp- $n )

1'espace des plongements de pr+l (respe S™ ) dans R qui congervent 1'orien-
tation § on note ﬁn 1'applicatica cazonique Snu 1 Sn R
a droite dans 8n+1 et &_ respectivement, de fagon compatible avec oy et pn .

o

el et Jﬁn operent

On convient de noter e les élémerts dlstlnguep resnectlfs de § e 1 (é1ément
neutre), &, (plongement neturel de " dars Ly & l/ el 0 B etce
On note Yp 1'application canoriguemert; déSinie par la condition de rendre com-

mutatif le diagramme suivant, ct lec deux suites horizontales sont exactes ¢

¢ > G —> Cel "—P}:L’p 8nr i/ ,gmol —=>e
!
a’n ! 2 yn
v \4 °,, \4
e > % >5 >$n/nn———___>e .

Si 1tapplication ﬁn (respe Y, } est surjective, on dit que la conjecture de

Schénflies différentiable forte (resp. faible) est vraie pour la sphére S® ,

Soient f et f' deux éléments de & .1 tels que Yy op e 1®E= Y © Py qeft o
D'aprés 1'invariance du bord par plo.:gs menﬁ, les imeges P(Dm'l) et f'(Dn* 1y
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de f et f' coincident 3 f' est donc de la forme fo g, od g est un dif=-
P . Dp+l . , . . . .
féomorphisme de s qui conserve nécessairement 1'orientation, puisque sa
3 3 N n rd
restriction & S~ la conserve 3 on peut donc énoncer

IEME 3¢ = Si deux éléments de &, ont m®me image par Y © Pp,1 » ils ont

mdme image par P15 oo particulier, Yy © et Pri1 ont mdme noyaue

n+l

La commtativité du diagramme ci=dessus a alors les conséquences suivantes ¢
1° L'application Yp est injectives

2° La surjectivité de ﬁn entraine trivialement celle de Y, 3 compte tenu du
lemme 3, elle entralnc aussi celle de & o Réciproquement, la surjectivité de
@ et Yy entralne celle de B, (car 1'image de B, est saturée pour les opé-
rations de RL s donc, si a, est surjectif, pour celles de %n )e On peut donc

énoncer 3

Pour que la conjecture de Schdnflies différentisble forte soit vraie pour SO ’

il faut et il suffit que la conjecture faible correspondente soit vraie, et que
1
le':o ()’ .
3° D'aprés les théorémes 1 et 3 de [4], les applications B, et q sont des

fibrations localement triviales ;3 donc 1l'application Yy est ouvertee

4° L'image de Y, estcellede q o B, 3 ory 1'image de B, estun fermé de
5, » saturé pour les opérations de %! , donc son image dans Sh/xh est fermée ;
5 n/;;cl'1 est fibré sur % n/aen , de fibre Fmi 3 donc si T, est fini, 1'image
de Yo est fermée. Comme en plus 8n+1 est connexe, on peut énoncer :

§i Fn+l est fini, 1'image de Y, est la composante connexe de e dans Sh/%n .

La dimension qui nous intéresse ici est n= 2 ; or, Se SMAIE a démontré que F3
est nul (cfe [4], corollaire 3 du théoréme 4)e Reprenant les notations du n° 1
(c'estmd~dire &, 9, §, % pour B35 835 5, U )y on déduit des propriétés

ci~desaus le lemme suivant 3

LEMME 4.

1° Yo est un homéomorphisme de &/S sur la composante connexe de e dans

%3 R= a/ge s'identifie & un rev8tement connexe (a priori non surjectif)
de &% .

2° 11 y a équivalence entre les quatre propriétés suivantes s

1
(7) Rappclons que S. SMAIE (cfe [8]) a démontré 1'exactitude de la conjecture
de Schénflies différentiable faible pour toute sphére S® tclle que n >4 .
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(1) La conjecture de Schénflics différentisble faible est vraie pour s? )

(ii) la conjecture de Schonflies différentiable forte est vraie pour s* 3

(1i1) Y, est un homéomorphisme de &/ sur S/% ;

(iiii) R s'identifie & un revltement surjectif de 5/ .

Toute la suite de cette série d'exposés est consacrée i démontrer le théoréme

suivant ¢

4 S\
THEOREME 1", = Lc¢ revdtement R = 8/'9e de 5/% eadmet une section continue
au=dessus de 5/% entiers

I1 résulte du lemme 4 que le théoréme 1" entraine d'unc part lc théoréme 1',

et par conséquent le théoréme 1 ; et d'autre part, qu'il entraine 1'exactitude de
la conjecture de Schonflies différentiable forte pour 5 « Ce dornier résultat

est classique : la conjecture combinatoire a été démontrée par ALEXANDER [1], et
la conjecture différentiable faible par MORSE et BAIADA [6]. Ia démonstration que
nous donnons du théoréme 1" est une généralisation de la démonstration classique

by

du théoreme dfAlexander-Morse ; elle ne fournit done pas & proprement parler une
démonstration nouvelle de ce dernier théorcéme.

3¢ Généralités sur le prolongement des sections d'un rev@temente

Le but de ce numéro est de démontrer deux lemmes de prolongement : le lemme 6,
grice auquel, pour démontrer le théoréme 1", on pourra se borner i construire une
section continue o au~dessus d'une partie convenable de S/R 3 et le lemme 5
qui, d'une part, sert a établir le lemme 6, et, d'autre part, sera utilisé & nou=
veau & la fin de cet exposé (corollaire 2 de la proposition 7).

Définitions = Soient @ wun espace topologique, ® wune partie de @ « Soit
xe€ dj ondit que B est localement connoxe par arcs dans & en x si, pour

“tout voisinage U de x dans & , il existe un voisinage ¥ de x dans & tel

que tout couple de points de ¥ n 8 puisse Btre joint par un chemin continu de
UnB .

Si cette propriété a lieu pour tout x € d , on dit que @ est localement cone

nexe par arcs dans d .

IEMME 5¢ = Soient O un espace topologique, et ® une partie de @ o On sup~-
pose que 3
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1}y @ est localement connexe j

2) ® est localement connexe par arcs dans @ .

Alors, si R est un revBtement et @, toute section continue de R au-dessus

de ® se prolonge en une section continue de R au=-dessus de 1'adhérence ® o

Démonstrations = Soit x e B3 d'aprés (1), il existe un voisinage ouvert connexe

U de x dans @ , assez petit pour que le revBtement R soit trivial au=~dessus
de U e D'aprés (2), il existe un voisinage ouvert ¥ de x dans O, contenu
dens U, et tel que deux points quelconques de ¥ n B puissent ®tre joints par
un chemin contenu dans U s Doncy si o: B -+ R est une scction continue, o
applique ¥ n 8 dans 1'un des feuillets (connexcs) de R au~dessus de U il
existe donc une section continue, et une seule, de R® au~dessus de U, qui pro=
longe la restrictionde a¢ & ¥ n®, et par suite o se prolonge par continuité

3 ¥ n® . Ce résultat étant valable eu voisinage de chaque point de P s le lemme
est démontré.

IEME 6o = Soient @ un espace topologique, et B une partie de ¢ o On sup~

pose que $

1') & est localement connexe par arcs §

2') B est ouvert et dense dans

1
3') 1'espace I (B) des chemins continus dc ® est dense dans 1'espace Zl(a)

des chemins continus de d , pour la topologie de la convergence uniformee

Alors, si R cst un revdtement de @ , toute scction continue de R au~dessus

de ® se prolonge en une section continue dc R au-dessus de @ o

Démonstrations - On se raméne au lecmme 5 : puisque B=0 a aprés (2'), il suf-

fira de montrer que la condition (2) du lemme 5 est womplies Or, d'aprés (1'),
tout x € d pos~éde un voisinage ouvert U s cCoOnnexe par arcs § on va montrer que
U nB est connexe par arcse Soient %' , x" € U n @ d'aprés (1'), il existe un
voisinage ¥' de x' et un voisinage ¥' de x" , tous deux connexes par arcs,
et contenus dans U n @ (qui est ouvert & cause de (2"). Puisque U est connexe
par arcs, il existe un chemin continu f , contenu dans U, d'origine x' et
d'exprémité x" o D'aprés (3') il existe un chemin continu g , contenu dans
Un@, dont 1'origine y' st dans ¥ et dont l'extrémité y" est dans W' .
Comme y' peut &tre joint & x' par un chemin contenu dans V! s €t y" & x" parun
chemin contenu dans ¥" , on voit qu'il existe un chemin contenu dans U n @8 d'ori-
gine x' et d'extrémité x" . '

Ce Qe Fo Do
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4, Etude le l'espace ¥ des fonctions différentiables s » R, et de certains

gous=cspaces de X o

Ie but de ce numéro et du suivant est de définir et d'étudier un sous-espace
de %/% ayant les propriétés (2') et (3') du lemme 6 ; il faut pour cela com—
mencer par faire un travail analogue sur un espace auxiliaire, 1'espace
Hom(S2 s B) 5 c'est le but du présent numéros On note : Hom(S2 s R) =%

Rappel : les théorémes de transversalité de Thom {cfe [5], théortmes 5 et 6)e =
Dans tout ce qui suit, la variété V est supposée compactes

THEOREME de transversalité locals = Soient V et M deux variétés de classe

C” 3 soit r un entier > 0; soit N une sous=variété stratifiée de T s Mo

~

L'ensemble des applications f , de classe C*, de V dans M, dont la r—iéme

dérivée £'Y) est tramsversale sur N s est un ouvert partout dense dans
Hom(V I3 M) .

’ \
THEOREME de transversalité au bute = Soient V et M deux variétés de classe
C”4 soit r un entier > O0; soit n un entier 2 ; soit Q une sous-variété

stratifide de (J°(V, ¥))®; onnote 3 la partie de (I°(V, )" formfo des
points dont les n composantes sont toutes distinctes (par exemple, 2o est le

complémentaire de la diagonale de (3F(v ’ M))2) o L'ensemble des applications f,
de classe ¢’ , de V dans M, telles gue la restriction de (f(r))n LI
soit transversale sur Q , est partout dense dans Hom(V ’ M .

Une application classique de ces théorémes est la démonstration du théoréme de
Morse sur 1'approximation des fonctions réellese. Soit V une variété compacte,
et soit M= R 3 on applique le théoréme de transversalité local avec r=1,
en prenant pour N le sous-espace de J l(V s B) formé des jets correspondant 2
une dérivée nulle § on trouve ainsi que 1'ensemble des fonctions n'ayant gu'un
nombre fini de singularités, toutes du type de Morse (ie es, la dérivée seconde
est de rang maximum) est un ouvert partout dense de Hom(V , R) 3 conformément &
la terminologie de Thor, de telles fonctions seront appelées correctese On appli-
que ensuite le théoréme de transversalité au but, avec r=1 et n=2, en
prenant pour Q 1'intersection de N x N avec 1l'image réciproque de la diago-
nale de R x R ; on trouve ainsi que 1'ensemble des fonctions excellentes (au
sens de Thom) est dense dans Hom(V , R) ; une fonction excellente est par défi-
nition une fonction correcte dont toutes les valeurs critiques sont distinctese
Par ailleurs, il est clair que l'ensemble des fonctions excellentes est ouvert
dans 1'ensemble des fonctions correctes j c'est donc un ouvert partout demse de
Hom(V , R) &
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Dans le cas particulier i V = 82 s on notera %° 1le souseespace de ¥ formé
des fonctions excellentes ; d'aprés ce qui précéde, %¥° est un ouvert partout
dense de X j mais 1'espace des chemins T (x°) n'est certainement pas dense dans
21(}&) , car, en raison de la stabilité des singularités de Morse, tout chemin con-
tinu y dans ¥° est tel que pour toute valeur du parametre A , Yy & le m@me
nombre de singularitése On est donc amené & se poser la question suivante ¢ quel-
les singularités un sous-ensemble partout dense de 21(3{) doiteil nécessairement
rencontrer ? L'ensemble des chemins différentiables dans ¥ étant dense dans
Zl(:K:) » on est conduit & chercher la "forme générique" d'un chemin différentiable
dans ¥ , et, pour cela, & appliquer les théorémes de Thom dens les conditions
suivantes ¢ on prend V=S~ x I (tout ce qui suit serait d'ailleurs valable en
remplagant S2 par n'importe quelle variété compacte, de dimension 2 ), M=R ’
r=2 o Corme dans 1'exemple précédent, on applique successivement les deux théoe

rémes de Thome

Premier tempse = Application du théoréme de transversalité local & la correc—
tion d'un ehemin différentiable dans ¥ .

On prend pour N 1le sous-espace de J2 (Sz x I, R) formé des jets qui véri=
fient les deux conditions suiventes : nullité de la dérivée partielle premiére
par rapport a S2 s abaissement du rang de la dérivée partielle seconde par rap=
port a 52« 5* . Considérons une carte locale, définissant des coordonnées
(x y y) dans un ouvert U de s? , difféomorphe 3 52 « L'application qui a tout
point ((x, y) y A) € Ux I et & tout chemin différentiable f dans ¥ associe
le point

2 10
(xy 79 Ay 2, Psaypyrys,ty, vy, §,p R xIxR

défini par les équations ¢

”

p:%ﬁ-(x,y,?\)i Q’—'-'g‘sf;(xy.")’:)‘)? H=%§(X’y»")

© | 2 2 ° ;
r:——-—z—g f(X;Y,x)i S:%—}-{-%—:;;(X’Y:x); t=§_—2£(x’y’>\)
% y

2 2 2
0" f o d
v:ax .(X’Y;x)s E:B—y—gqx(x,y,K); p::g;?j—(x"y’)“)

~

définit un difféomorphisme de la partie de J2 (82 x I , R) située au=dessus de

1 N . -
U, sur ff?' x I xR 0 « Pour ce sy.z;time de coordonnées locales de Jz(S2 x I, R,
2)

la restriction de 1l'application f a3 Ux I est définie par s
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2
f( )(X s Vs A = (x, FsAs Z s Py dsphyTysSytyv, &y p)

N\

O Z, Py s ctc. sont définis par les quations (6)e Notons d'autre part Ny
la partie de N situde au-dessus de U ; les équations de NU dans le systeme
ci-desaus sont ¢

4

(7 q= 0 )
rt -s =0 3

autrement dit, W, = ¢-1(O) , ou Y est l'application ¢

2 10 . ) . 2
La stratification de Nu est la suivante ¢ les singularités de Nﬂ sont les points
oy 1'application ¢ est de rang < 3 , c'est-d~=dire ceux oi 1'on a

r=s=1%t=0 H

elles forment une sous~variété de codimension 5 de B? x I x ﬁlo g d'apréds le

théoréme de transversalité local, 1'ensemble des fonctions f , telles que 1'image
de f(z) ne rencontre pas cette sous-variété, est un ouvert partout dense de X o
On peut donc se borner & écrire la condition de transversalité de f 2 sur Nu

aux points non singuliers de NU o En ces points, { est de rang 3 , de sorte que

la condition de transversalité n'est eutre que ¢ Y o f 2 est de rang maximum en

tout point ({(x, y) 5 A) € Ux I tel que n=g=rt - 2=0 [p,q,r,s
et t &tant définis par les équations (6), de sorte que ce sont des fonctions de

(x4 y4 N Jo Cette condltlon peut cncore d'exprlmer comue suit ¢ 1lé déterminant
s Vo

fonctionnel D(p;)(i 2 Tt = }\) =) ost # 0 en tout point o p= q= rt - s2=0.
’

On notera que l’axpres31on cimdessus de la condition de transversalité a été obtes

nue dans une carte locale arbitraire § ceci justifie la définition suivante @

Définition le = Soit f wun chemin dans ¥ 3 on identifie f & 1'application

de s< x I dans R qui lui est associéee On dit que f est correct s'il est
différentiable, et si pour un systéme de coordonnées locales (x, y) de 82

(pour lesquelles on pose %}%: p et %: q ) les fonctions

D(p D(p ? 12 T‘L%)

X, ¥ D(x s ¥
ne s'annulent jemeis simultanéments

Pydy

De ce qui précéde ct du théoréme de transversalité local résulte la nrovosition

sulvante :
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PROPCSITION le = Les chemins corrects forment un ouvert partout dense dans

1'espace des chemins différentisbles 3 valeurs dans ¥ , mmi de la topologie G

des applications de Sz x I dans R e

Etude d'un chemin correcte = Soit £ ¢ A - f)\. un chemin corrcet dans ¥ ; on

1lui associe les deux courbes suivantes

- 1'indicatrice 3 de f : c'est la partie de s? x I forméa des (v ,.7)

tels que Vv soit un point singulier de f}\ .

- le graphique de f : c'est 1'image de 1'indicatriee par 1'application
vy (v, AN -, fx(v)) ; c'est la partie de I x R formée des (A, 2z) tels
que 2z soit valeur singuliére de £y e

I'étude Be fait & 1'aide de coordonnées locales (x, y) de 32 3 les noto=
tions p,q, ry s, t sont celles définies par les équations (6) 3 on pose

D(p )=rt-s2=6; MD( q 6)=® .
X,V RO I A

Les équations locales de 1l'indicatrice sont 3

p(x,y,?\.)—
(8) .
' CI(X)V’M=O

en plus 3

]
(@]

1° Sur 1'indicatrice, & et © nc s'ammulent jemeis similtanément 3 domc la

metrice ¢
op op op
5){ 5}7 3 X
dq joke] oq
3 Jy DA

est toujours de rang 2 o Donc 1l'indicatrice est une courbe sans singularité ;

dans chaque systéme de coordonnées locales, les surfaces p(x, 7, AN =0 et

alx y ¥y, A) = 0 se coupent transversalement ke long de 1'indicatrice.

2° La surface &(x , y , A) = O cst transversale & 1'indicatrice j elle la
coupe donc en un nombre fini de points ; ce sont les points & tangente horizontale
de 1'indicatrice, En un tel point, ® est non nul ; donc 1l'un au moins des déter—
minants %%—5—-:—%— et %E—%J’—%)- est non nul ;3 supposons que ce soit %g-%-:—%;
on peut alors résoudre les équations (8) au voisinage de ce point, et en tirer x
et A en fonction de y j; il sera plus commode de prendre le paramétre u , nul

3 1'origine, ot défini par la condition : $== L . Onat

dy = D(p, q)
’ X



O=l12
dZ

A s . A _ 46 _

Comme ® ne peut s'annuler en un point & tangente horizontale de 1'indicatrice,

on en déduit :

L*indicatrice est une courbe correcte relativement & la projection de 82‘ x I

sur I e En particulier, au voisinage d'un point & tangente horizontale, 1'indi-

cetrice.est d'un seul cbté du plan tangent horizontale

3° Etude de la singularité présentée par la fonction f, en un point (x, y)

tel que (x4, ¥4 A) soit un point 3 tangente horizontale de l' 1ndlce.trice.

étant non nul en un tel point, 1l'un au moins des déterminants ﬁé%‘l_)
’

est non pul 3 il en résulte qu'au point (x s y) la fonction f)\ verlfle les

conditions suivantes s
(1) 1la dérivée premiére est nulle 3
(ii) la forme quadratique des dérivées secondes est de rang 1 ;
(iii) la forme quadretique des dérivées secondes et la forme des dérivées

troisiémes sont premiéres entre elles.

Mise sous forme canonique de cette singularité (3 1'aide d'un difféomorphisme

local de la source S° o = On suppose A= 0 et (x, y)= (0, 0) « D'apres
(i) et (ii), on peut supposer s

of of & £r S

-5%(0, o)-_-_a.;.(o, o)=3x_a_§(o,o)=-—g-§(o,o)=o; —a-)?-(o,o)-_-z.
y
La formule de Taylor donne alors

fo(x ’ )
3 63 63

3
6
=% /01 ¥ -a-yj—(tx,ty)+3y x ?a;-z-—(tx,ty)-l-Byx ———-?(tx,ty)ﬂc —3(tx,ty)'

Donc fo peut s'derire ¢
2 2 2 .
fO(x,y)::x +ao(x,y)y3+3al(x,y)y x+3a2(x,y)yx +a3(x,y)x3

ou ajsy 2y 2y ot ag sont des fenctions de classe C°°; en particulier s
3
o” f 2
1 ]l -
ao(x ’ y') =/O _.6_79‘ (tx ’ 'by) .(—-T;tl— fok
v

de sorte que aO(O O) —-T (0, 0) ; donc, d'aprés (iii), ao(O s 0) est

non nul 3 de sorte que les equatlons :
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X=x
1/3 ay(x 4 ¥)
Y= (ao(x, 7)) / W"'mx)

définissent un difféomorphisme local qui raméne f & la forme ¢
fO(X,Y)=X2+Y3+b(x,y)YX2+c(x,y)X3 .

Par le difféomorphisme local défini par les équations

E=X/1+b(x,y) Y+elx,y X
n= Y
:E‘o prend alors la forme
fo(gsn)zsz'*'r[B L]

En résumé s en un point (x , y) tel que (x, y, N soit un point & ta.ngentg )
horizontale de 1'indicatrice, £, présente une singularité du type f)\(x s ¥) =X +¥e

49 Btude locale (& la source) de 1'application y de l'indicatrice sur le

graphique. - Soit (x_ , ¥, , A,) un point de 1'indicatrice, il lui correspond le
point (}‘o s £ (xo , yo)) du graphique ;3 deux cas sont & diatinguer 3
[}

a. La tangente & 1'indicatrice au point (xo » Vo 0 }\.O) n'est pas horizontale;
on peut alors prendre A comme paramdtre local sur 1l'indicatrice ; par conséquent

1'application Yy est au voisinage d'un tel point un plongement, dont 1'image

dans le plan des (A, 2z) est un arc de courbe dont la tangente n'est jamais paral-

18le & 1'axe des 2z o (Rappelons que ce cas correspond & celui oh (xo ’ yo) est

une singularité de Morse pour £ .)
o

be La tangente & 1'indicatrice au point (xo s Vo Xo) est horizontales (D'aprés

le 2°, ceci correspond au cas ol (xo 5 yo) est une singularité non de Morse pour

f?\. s et n'a lieu que pour un nombre fini de pointsé) On suppose que X =V, = xo=c;
o

et on note (xo s Vo )\.O) = 0 ¢ On note

D D
H:Dl; H:Dz .

Comme au 2°, on suppose DZ(O) # 0, ce qui entraine r(0) # O 3 le graphique est

défini localement en fonction du paramétre u du 2°, par les équations 3
A= AMu)

Z = f(x(u) 3 Y(u) ’ X(u))
Les notations r 4, s, t, py vy, &, p qu'on va utiliser sont celles définies

par les équations (6) ; on notera qu'on a identigquement %& = %% =0eOnac
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dz D(f, p, q) .
D(x,y,l)_pD + ab, + pd H
(0 ﬁz dD dp
d” z 1 2 .
gg—-%é“P TR I
D'oh '
’dz
= (0) = 5

d2
JEL (O =w) R
du

3 2
dzo=2 0 0 (o) L2 (o ~
—Tdu (0) () () + u —-z-du ) ’

Donc, compte tenu de (9) 3

2

& A & A as & 8
(0) (0) — (0) (0)

a2 aw du AR

2 3
Lo 2O (Wogo Fog (o)w(m—.}(%

= 20°%(0) % (0) .

Or :
w_Du,p.q |2 ¢ %
u X’Y’ r s v
donc
a4 p5(0)
Tu (O):-m)—-£0 [

On peut énoncer s si (xo s Ty s Ab) est un point & tangente horizontale de

1'indicatrice, l'applicatién Y a en ce point un rebroussement de premiére espéce;

et la tangente au graphique au point y(xo » Vg0 Ab) n'est pas paralléle & llaxe
des 2z '

———

En rassemblant les résultats de (a) et (b), on obtient le lemme suivent s

IEMME 7¢ = Soit f wyn chemin correct dans X .

1° Lg graphique de f est une courbe diffépentiable de I x R (ox les coordon-

nées sont A et =z ) ayant des singularités de deux sortes

- des points de rebroussement de premicre espece, en nombre fini ;

- des points multiples d'ordre fini (c'est-a=~dire qu'en chacun de ces points se

croisent un nombre fini de branches.; mais le nombre de ces points peut 8tre infini).
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by

En outre, la tangente & une branche du graphique n'est jamais parsllele & 1'axe

des 2 o

—

2° Il existe un voisinage Y de la diagonale A 5 de 1'indicatrice tel que

d
yz(\? - A 2) ne rencontre pas la diagonale de (I x ﬁ.)z .
J

Etude du voisinage d'un chemin correct.

IEMME 8o = Soit & wune variété compacte de dimension 1l 3 on note £ 1'espace

des fonctions de classe C*: 3 - ﬁz , qui sont de rang 1 sauf en un nombre

fini de points, en lesquels il y a rebroussement de premiére espece, et soit

Y € £ « Soit ¥ un voisinage compact de la diagonale A o 5 So0it ¥ un voisi-
3

nage (dans (§2)2 ) de Yz(v =40 ,) 0 A(RZ)Z « I1 existe un voisinage U de Y
hage \To° . 2

dans £ tel que, pour tout yiie £,

2,
UET LI

Démonstration. <« On se raméne immédiatement & une propriété locale de la singu=-

lerité "point de rebroussement de premidre espéce" : soit ¢ une injection de
classe C : [0 s 1] » f , ayant un rebroussement de premiére espéce au point
1/2, de rang 1 ailleurs; toute application ¢' suffisamment voisine de o ,

et gyant un point de rebroussement, est injective. [Pour montrer ceci, on peut soit
¢tudier un voisinage de ¢ dans Hom([O, 1], Ez) 3 soit faire une démonstra=

BN

tion directe & 1l'aide de la formule de Eaylors ]

PROPCSITION 20 = Soit f wun chemin correct dans ¥ 3 soit U un voisinage suf=-
fisamment pet’t de f dans Hom(SZ' x I, R) e

10 L'application qui & f' e U associe son indicatrice J' est une applica=

tion continue de U dans 1'espace (muni de la topologie définie en [4], théoréme
3) des sous-variétés de s* 2 I difféomorphes & & « De mBme 1'ensemble des points

& tangente horizontale de 3° (en tant que sous-veriété de dimension zéro) varie

continuement en fonction de f' o

2° Pour tout voisinage f}?a de l'ensemble des points de rebroussement du gra-
phique de f , on peut choisir U de fagon que pour tout f' e U 1'ensemble des
points de rebroussement du grapihique de f' soit contenu dens fﬁa .

3° I1 existe un voisinage ¥ de lz diagonale A de (82' X 1)2 tel que pour

tout (£ , A) eux1I, f)'\ n'ait pas dec couple de points singuliers, distincts,

voisins d'ordre ¥ , cyant mdm> valeur singuliéree
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4° Pour tout voisinage mp de 1l'ensemble des points doubles du graphique de
f , on peut choisir U de fagon que pour tout f' e U , l'ensemble des points

p.

Démonstratione = On supposera que U est contenu dans 1'ensemble des chemins

doubles du graphique de f' soit contenu dans ¥

corrects, ce qui est possible d'aprés la proposition l.

1° D'aprés la propriété 1° (respe 2°) des chemins corrects, 1'indicatrice d'un
chemin correct f£' (resp. 1l'ensemble de ses points & tangente horizontale) est
définie comme 1'intersection de deux (respe trois) surfaces transversales, qui

varient continuement en fonction de f' o« D'ou le 1°.

2° D'aprés le théoréme 3 de [4], et le 1° ci-dessus, il existe, si U est assez
petit, une application continue qui & f' € U associe g1 € Diff(Sz x I) , telle
que

& = idontité ;
gfl (a) = 3 3
Ept met en correspondance les points & tangente horizontale de 3 et de 3' o

L'application y de 3 sur le graphique de f est la restrictiona 3 de
1'application y de S° x I dams I x R définie par

Y(X:Y:X)=(7\sf(x’}’s7\) H

de mBme y' est la restriction & 3' de 1l'epplication ?’ s Voisine de ? « Donc
1'application y" = y! o g | 3 est voisine de Y 3 or les points de rebrous-
sement du graphique de f (respe f' ) sont les images par Y (respe Y" ) des
points & tangente horizontale de 3 « D'ou le 2%

3° I1 existe d'aprés le 2° du lemme 7 un voisinage ¥ de la diagonale A 5 de
J

2
3 tel que yz(Y - 2) ne rencontre pas A o 3 on choisit un tel ¥ qui

(IxR)
soit en plus compact. D' apreés le lemme 8, on peut choisir U de fagon que pour

tout f'eu, (y'o g, | 3)® (¥ =4 ,) ne rencontre pas non plus A .
£ 352" ) , (IxR)2
Soit ® wun voisinage de la diagonale A de (S™ x I)® tel que, pour tout

f' € U, on ait :
2 2
® n 3' = (gfl) (v) ;

(un tel ® existe si U est assez petit § car si d désigne une distance sur

Sz x I, etsli e8>0 est tel que ¥ contienne tous les couples de points

(ul ’ Uz) tels que d(ul ’ “2) < e, alors dés que gpr ©st assez petit am sens
c® , (gf,) (¥) contient tous les couples (u’1 s ué) tels que d(ui , ué) < ef2)e

On a alors :



Owl?

¥ (@2 -a )= (mns?) -n
3! ‘

2 L4
2 ()" (v =0, 3

3
de sorte que ¢

o @ )= (e g |97 (a0

par conséquent Y(® n (3‘2 - A 2)) ne rencontre pas A e D'ol le 3%
g!

IR)%
4° On applique le lemme 8, avec & , xp et y' o Ept } 37 dans les rbles res~

pectifs de ¥ , & et y" .

Deuxiéme tempse =~ Application du théoréme de transversalité au but : chemins
excellentse On note Nb la partie de J2(S2 x I, fp définie en coordonnées

locales par les équations
(11) p=qg=0 .
Ona: Nc N, , puisque N est défini par (7).

On désigne par n (respe ¥ ) la projection de Jz(S2 x I 4 R) sur la compo-
sante I de 1l'espace~source (respe sur 1l'espace=but R )¢ On note AIn la dia=

gonale de ™ (ensemble des points ayant toutes leurs coordonnées égales) e
est la projection de (J2(S2 x I, ﬁ))n sur I® canoniquement définie par 7 3}
notations analogues : A4 , x* « La notation Z, est celle définie dans 1'énoncé

R
du théoréme de transversalité au but (avec r = 2 )« On pose &.

-12 —12
(N xN) nn®(A,) nx“(A,)="P .
o ) 12 E?

Définition 2« = On dit qu'un chemin dans ¥ est excellent s'il est correct,

et si en plus, les conditions suivantes sont simultanément vérifiédes s

2) 2)

1) La restriction de f( X f( 4 I, est transversale sur P

2) La restriction de f(z) x f(z) 3 z, est transversale sur (Nx N) n =« AIZ);

(2) X f(z) x f(z) a 23 est transvergale sur

3) la restriction de f
1

-1 -1,
(N, x N xXN)nan (AI3) nox (ARB)

e

o~

4) La restriction de f(z) x f(z) x f(z) a Z3 eat transversale sur

5) La restriction de f(z) x f(z) x f(z) X f(z) a 24 est transversale sur
-l ’
(PxB) nnt(a,) .
I
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Description d'un chemin excellent. = On note O (respe Gy » etcs) 1'ensemble

des chemins corrects vérifiant la condition (1) (respe (2), etce) de la définition
Re

Description de C1 « = La source de f(z) x f(z) est de dimension 6 ;3 P est

défini par les six équations indépendantes s

p=p' =0
q = q' =0
<
(12) A= A
Z:Z' .

Supposons f € Cl 3 il résulte en particulier du théoréme de transversalité au but
que pour tout voisinage ¥ de la diagonale A de (Sz x I)z s 1'image de la

restriction de f(z) x f(z) au complémentaire de ¥ rencontre P en un nombre
fini de pointse Or, d'aprés le 3° de la proposition 2 (qu'on utilise dans un cas

particulier simple qui est une conséquence immédiate du 2° du lemme 7), on peut

choisir ¥® de fagon que 1l'image de la restriction de f(z) x f(z) 3 Red ne
rencontre pas P 3 1'image de la restriction de £ 2) x f(z) au complémentaire

de A ne rencontre alors P qu'en un nombre fini de pointse La condition de

trensversalité en ces points s'éerit

D(FJQ3P')Q')K'>\':Z”Z')£0
D(X’Y,X3X'9.V'y)"')
clested=dire ¢

6(x,y,?»)D(Z"Jp"q})-é(x’,y',N)W—J—chwi b #0 .
D(x* , y' , M) s Vs

I1 résulte donc de (9) et (10)

Les éléments de C1 sont les chemins corrects vérifiant les conditions sui-
vantes 3 le graphique n'a qu'un nombre fini de points multiples 3 il sont distincts

des points de rebroussement 3 et en un point multiple, deux branches quelconques

se croisent transversalemente

-l
- Description de C, « = Les équations locales de (N x N) n nz(AIZ) sont

p:q:é:p’:q':é'zo
A=A

Elles sont au nombre de 7 ; elles sont évidemment indépendantes ;3 la condition

de transversalité se réduit donc & la condition d'intersection vide j par consé=
quent
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les éléments de Cz sont les chemins corrects tels que, quelle que soit la vam

leur de A, fk ait au plus une singularité non de Morse.

Descrirtion de 03 o - La source de f(z) x f(z) x f(z) est de dimension 9
Les équations locales de la variété sur laquelle on transversalise s'obtiennent
en ajoutant au systeéme (12) les équations

J' pM=q"=0
7\: }\‘"
] z = z" .
Cette variété est de codimension 10 3 la condition de transversalité se réduit

donc & la condition d'intersection vide ; par conséquent ¢

Les éléments de 03 sont les chemins corrects dont le graphique n'a pas de

point multiple oi se croisent plus de deux branches (autrement dit tous les points

multiples sont des points doubles)s

Description de C4 « = Les équations locales dec la variété sur laquelle on trans—

versalise s'obtiennent en ajoutant au systéme (12) les équations

’

p' = q" = én = 0
A= AN i
Cette variété est de codimension 10 ;3 la condition de transversalité se réduit

donc & la condition d*intersection vide ; par conséquent ¢

Les éléments de C, sont les chemins corrects tels que, pour sucune valeur de

Ay fx n'ait trois points singuliers distincts, tels que 1'un soit non de Morse,

et‘que les deux autres aient des valeurs singuliéres égalese
2) 2 2 ()

12 . les équations de la variété sur laquelle on transversalise s'obtiennent =n

Description de C5 o = La source de f( est de dimension

ajoutant au systéme (12) les équations

p" - p"' - q" - q"‘ - O

Z" - z"f

Cette variété est de codimension 13 ; la condition de transversalité se réduit

by

donc & la condition d'intersecction vide ; par conséquent ¢

Les éléments de 05 sont les chemins corrects dont le graphicue n'a aucun

couple de points multiples distincts correspondent & la mme valeur de A o

En rassemblant ces résultats, on obtient une caractérisation nouvelle des
chemins excellents 3
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PROPCSITION 3¢ = Pour qu'un chemin dans ¥ soit excellent, il faut et il suffit
qu'il soit correct, et que son graphique n'ait gu'un nombre fini de singularités,

qui soient toutes de 1l'un des deux types suivants s

- points de rebroussement de premiére espéce 3

-~ points doubles, en lesquels les deux branches se croisent transversalemente

Notationse = On rappelle qu'on a noté %° le gsous=ecspace de ¥ formé des fonc-

tions excellentese.
On note K; le sous-espace de X formé des fonctions qui

8e ont un nombre fini de singularités, toutes du type de Morse, & 1l'exception
d'une seule, qui est du type f = x? + y3 3 et

be ont toutes leurs valeurs singuliéres distinctes.

On note Kl le sous=~espace de X formé des fonctions correctes qui ont exacte~

ment deux valeurs critiques égalese

On a
1
Kanx]é:ﬂ 'y
On note
1 1 1
Kaui}{ﬁ::'}ﬁ °

Avec ces notations, la proposition 3 s'interpréte comme suit @

PROPGSITION 3'e = Pour qu'un chemin dans ¥ soit excellent, il faut et il suffit

by

1
qu'il soit correct, 3 valeurs dans ¥ ux u'il ne rencontre 3} uo pour un
s 4 B gue_pour un

nombre fini de valeurs de A, et que, pour chacune de ces valeurs, les deux bran=

ches du graphique de croisent transversalemente

Remarques ~ Un chemin correct rencontre K en un nombre fini de points ; donc
un chemin excellent rencontre K en un nombre fini de pointse

PROPOSITION 4.

1° Ies chemins excellents forment un ouvert partout dense dans Hom(Sz x I, fp .

2° Soit f un chemin excellent ; soit f' wun chemin voisin dc f j; 1'ensemble

des points de rebroussement du graphique de f' , ainsi que 1l'ensemble des points

singuliers correspondants, varient continuement en fonction de f! « Mdme résultat

pour l'ensemble des points doubles du graphique de f' s ainsi que pour 1l'ensemble

des couples de points singuliers correspondantse
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Démonstratione = Le théoréme de transversalité au but entreine que les ensembles
Ci 5 Gy 03 Y 05 des chemins corrects vérifiant respectivement les condi-

tions (1), (2), (3), (4), (5) de la définition 2, sont des sous~cnsembles partout

denses de Hom(S2 x I, R) 3 donc si 1'on montre que C, 5 Gy s 03 s Gy et

G, n C; sont ouverts, on aura établi le 1% D!'aprés la proposition 1, il suffit

de montre; que C; , Gy, 03 » G4 et O n 05 sont ouverts dans le sous-ensemble
de Hom(S™ x I, R) formé des chemins corrects ; c'est ce qu'on va faire ci~dessous;
en plus, on démontrera au passage le 2%

C et Cl n 05 sont ouverts dans 1l'ensemble des chemins correctse = Soit ¥

un voisinage de la diagonale A de (S2 x I)2 3 tout f' suffisamment voisin de
£ est tel que la restriction de f'(z) X f'(z) a (S2 x I)2 - ® soit transver-
sale sur P e« Or le 3° de la proposition 2 peut s'interprétcr comme suit ¢ on paut
choisir ® de fagon que, pour f' assez voisin de f , la restriction de

ft (2) x ft(z) 3
1'image de la restriction de f‘(z) x f'(z) & %= (32 X 1)2 ~ A rencontre P

transversalement, donc suivant un cnsemble fini de points, qui est voisin (¢n tent

¥ = A ne rencontre pas P ¢ Donc, pour f' assez voisinde f,

que sous-variété de dimensian zéro) de celui relatif 2 £ « Outre le fait que G
est ouvert, on a donc démontré que la partie du 2° qui concerne les points doubles

du graphique est vraie dés que f € Cl 3 et ceci entraine que C1 n 05 est ouvertes

C, est ouvert dans 1'ensemble des chemins corrects. ~ En effet, les éléments de

02 sont les chemins corrects tels que les plans tangents horizontaux & 1l'indica=
trice soient tous distincts. D'aprés le 1° de la proposition 2, si cette propriété
& lieu pour f , elle a licu aussi pour f' assez voisin de f , et les points &
tangente horizontale des indicatrices sont en nombre égal et deux & deux voisinse

Ceci montre que G, est ouvert, et, en plus, achéve la démonstration du 2°

03 est ouvert dans 1'ensemble des chemins corrcctse = On procede comme pour 01.
Soit ® le voisinage de & fourni per le 3° de la proposition 2 j soient @ o
W, 5 ©3 les projections de (S2 x I)3 sur (Sz x I)2 qui, a (u1 ’» Uy s u3)
associent respectivement (u2 s u3) , (u.3 , ul) s (ul ’ uz) « Posons 3
-l
U o.(8)=w H
i=1,2,3 1 3
®; est un voisinage de (S2 x I)3 - 23 tel que, pour f' assez voisin de f,
la restriction de (f'(z))3 ¥y n I3 ne rencontre pas

(0]

o

D

-l -l
3 3
7 (AIB) n x7(a 3) o

o~
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Or il en est de mBme, pour f' assez voisin de f , de la restriction de (f'(z))3

s (aR 3
a (S X I) '-WB .

C, est ouvert dans 1'ensemble des chemins correctse = C'est une conséquence

immédiate du 2° et du 4° de la proposition Re
La proposition 4 est ainsi démontrée.
1 1 2} . ‘
COROLIAIRE. = X (X° U X') est dense dans (%) (muni, conformément aux nota=

tions du n® 3, de la topologie de la convergence uniforme des applications de I
dans K)o

Démonstration. - En effet, 1l'ensemble des chemins excellents dans ¥ est con=

tenu dans zl(xo U Kl) d'aprés le proposition 3', et d'aprés le proposition 4,

il est dense pour la topologie C de Hom.(S2 x I, R) , qui est plus fine que
celle de zl(x) .

PROPCSITION 5. = %°u Kl est la réunion des images des cheming excellents &
valeurs dans X .

Démonstratione - D'aprés la proposition 3!, il suffit de montrer que, par tout

f e x° u ?1 s 1l passe un chemin excellent. C'est clair si f, e x° eu f, e xl .
Si f, e Ka s on choisit une carte locale U d'origine le point singulier non de
Morse de f , et un diffépmorphisme de R, tels que fo prenne la forme &

fo(X » V) = x? + ;y'3 (cfe ci-dessus, ler temps, 3°)e Soit ¥ le disque de rayon

1 de Uj; soit @ une fonction de classe C° , & support compact, égale & 1

sur ¥ « On pose pour A e R @

2
fx(x s ¥) =X+ y-3 + Ay w(x, y) pour (x, y) el

(13)

fX =f sur Sz - U
o)

En particulier, pour (x, y) € Y, ona:

(13%) fx(x , ¥) = x? + y-3 + Ay

done, avec les notations utilisées précéderment, ® = = 24 ; d'autre part, sur le
complémenteire d'un voisinage quelconque de 1'origine, fo est excellente 3 il

suffit donc de se restreindre & un intervalle de variation assez petit de A pour

obtenir, aprés changement de parametre, un chemin excellente

COROLLAIRE 1.

1
1 %°u X~ est ouvert dams X 3
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1 1

2° X et % sont tous deux ouverts (et par conséquent fermés) dans X

p

Démonstratione

1° Soit £ € X u %' 5 il passe par £, un chemin excellent f o Soit f!
voisin de fo dans ¥ j; le chemin f' défini par ¢ pour tout A e I,
f;\: f?\ + f(') - fo (au sens de la structure vectorielle naturelle de X ) est
excellent d'aprés le 1° de la proposition 4 ; donc f:) e %° u Kl .

2° I1 est clair que Kl est ouvert dans Kl s car les éléments de Kl sont
corrects et ceux de Ktl ne le sont pas (et les éléments corrects de X forment
un ouvert)e Supposons f e :K,;; soit f:) voisin de f_ = dans 34:1 s et soit £
comme au 1° ci-dessus j d'aprés le 2° de la proposition 4, un point de 1'image de
f' , qui est dans %! s et qui est voisin de f_, est nécesseirement dans K; 3
donc f:-, € 3{; P

COROLIAIRE 2. - ¥° S iil ’ 3{,; et Jﬁ: sont stables pour les opérations dens

X du groupe ¥ des difféomorphismes de s<

Démonstratione = En effet, 1'ensemble des chemins excellents est stable pour les

opérations de # 3 donc ¥° u 34;1 est stable 3 or %° est stable, donc :K', 1'est
aussi; %, ost steble, domc X l'est aussi.

p

PROPOSITION 6e - Soit f € 1 o Il existe un voisinage %X de f dans '.K et
un homéomorphisme ¢ de 3: x [0, 1] sur un voisinage de f, dens X, tels que '

pour tout f:) EX ¢

1
Qe (p(fé,-2-)= f(');

be le chemin A - ¢(f' , A) soit excellente
—_— 0

En plus, on peut choisir ¥ et ¢ pour que 3

. 1 1
-5l feX :+ LXK ; cp(fo s A) ait deux singularités du type de Morse
voisines du po:Lnt smgaller non de Morse de f_ (qu'on note 0) pour A€ (0 "2(’
et n'ait aucune s:.ngularlte au voiginage de O pour A € )2- 9 1) .

-si f < 3{'[3 s %Kl 3 si on désigne par Yl(f:-, s A) et yz(f") s A) les
valeurs singuliéres de (p(f:) s A) qui correspondent respectivement (par conti-

nuité) aux valeurs singulidres égales de £, alors yl(f; s A) =y (£ 5 2)
change de signe en mPme temps que (A = -2-) .

Remargue. - On peut interpréter la proposition 6 en disant que x° et 3{1

définissent une "subdivision cocellulaire" de %° u Kl s pour laquelle Jco est

de codimension O et Kl de codimension 1 .
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1
Démonstration de le proposition 6e = On se borne au cas o £ e %, (1e cas ou

fo € xl est pi.us simple)s D'aprés le corollaire 2 de la proposition 5, on peut
choisir % e Xy o Comme pour la proposition 5, on met fo sous la forme

fo(x » V) = =+ y3 j on définit £, par les formules (13) 3 on fait varier A
dans un intervalle J de centre O, assez petit pour que 1l'arc ainsi défini soit
excellent (¢ €ey le chemin défini par changement linéaire du paramétre est excele-
lent)s On pose, pour (f; s A) e%x T

Lp(f;,?\)::f)\-l-f;-fo .

On as q)(f:) s 0) = f") e On ve montrer que Y est un homéomorphisme local, et
pour cela montrer qu'il existe, au voisinage de f dans X , une application
continue réciproque de Y o Soit fg € X , suffisamment voisin de fo $ on cher=
che f(')exl et AeJ tels que @

LI - N o
£y ¥ fo fo = fo
On cherche donc A e J tel que, en posant £, + fg - fj=h , oneit:

e xl o« Or (h;'\) est un arc dépendant continuement de :E‘g $ 1'arc (hk) qui
correspond & f% = f , est tel, d'aprés la linéarité en A de 1'équation (13'),

que, pour (x, y) € ¥, on ait s
2 3
hix, V) =X +5y - %
c'est 1'arc opposé de (f}\) s 11 est excellent ; done, pour fg assez voisin de
£, s le chemin correspondant a (hg\) est excellent ;3 il existe donc une valeur

et une seule de A, voisine de 0, telle que hY %! s et cette valeur dépend
continuement de A .

Ainsi ¢ est un homéomorphisme local 3 1'application ¢ de 1'énoncé s'obtient
a partir de ¥ par un changement lindaire du paramdtree

5. Application 3 1'étude de (5/%) ; subdivision de (5/%) définie par ¥° et X

Comme au n® 2, on note gq la projection $ - 5/% « On note j 1'injection
N Hom(S2 R f) o On fait choix d'une projection w de Hom(S2' , 53) (qui

stidentifie 3 X x ¥ x X ) sur X = Hom(S2 ’ ﬁ) s Par exemple celle définie par
la projection (x, y, 2) »z de R sur R+ On a le diagramme suivent g

S/xeg—ﬁ—iaHom(Sz,Ea)LK H

on rappelle les propriétés suivantes des applications g 9 Jyet o



ae q est une fibration surjective et localement triviale

be j identifie F 3 un ouvert de Hom(Sz s B?) 3

6e @ est la projection d'un espace produit aur l'un de ses facteurse

1
On note 3° ’ 31 R Si , ﬁé les images réciproques respectives de *° , Xy
-1

1
ko 2 %

IEMME 9.

par wo’jo

1
10 g° 4 51 et 5 n %q sont vides, 5° et 0 5 sont des ouverts partout
denses de & 3 5& et 5

sont ouverts (et par conséquent fermés) dans & .

2° L'espace X (so U “l) est dense dans 1'espace Zl(ﬁ) de tous les chemins

continus dans $ (muni de la topologie c® ).

3° Pour tout fbess; s 11 existe un voisinage % dé f dans & et un homo-

———— [0 B

morphisme ¢ de % x [0, 1] sur un voisinage Y de f dans $, tels que

!

pour tout fé eX :
. 1 1
(1) (P(f:,) ) 5) = f; H (p(f:) 5 A) € 5° pour }\,-,éi.;

(ii) le chemin A ->w@o j o (p(f; s A) soit excellente

1
49 §° est localement connexe par arcse

1 1 1 . .
5¢ & , &, 5& et 3ﬁ sont stables pour leg opérations de X dans S o

Démonstrations ~ Toutes ces propriétés se déduisent (& 1'aide de (b) et (c)) des

propriétés de %° 9 xl , x; et Ké démontrées au n® 4 « En particulier :

- le 1° utilise le théoréme de borse ( X° est un ouvert partout dense de ¥ )

et le corollaire 1 de la proposition 5 3
- le 2° utilise le fait que Zl(Hom(S2 ’ §3)) s'identifie a (ZI(K))3 et le
corollaire de la proposition 4 ;

- le 3° résulte immédiatement de ‘=) et de la proposition 6 3
- le 4° résulte immédiatement du 3° et du fait que $ est localement connexe
prar arcse

- le 5° résulte immédiatement du corollaire 2 de la proposition 5e

On note (8/%)° , (5/%)1 , etcs, les images respectives de 3° , gt , etce par qe
PROPCSITION 7a

1 1 1
o (5/%)° n (5/%)" et (5/%) 0 (3/%), somt vides ; (s54)° et (5/1)°y (k)
sont des ouverts partout denses de /% ;3 (5/%)° et (S/R)l sont ouverts (et
- 3 ! @ — 3
par conséquent fermés) dans (5/%)
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20 Ltespace TX(5/%)° u (5/%)}) est dense dans = (S/k)

3° Tout point FO € (Sﬁ%)l admet un systéme fondamental de voisinages Y dans

(5/%)° u (5/%)" aysnt les propriétés suivantes 3

- Y et Yn (sﬂm)l sont tous deux connexes par arcs }

- Y n(5/4%)° a exactement deux composantes connexes par arcs, Y, et Y,
1 -
qui (dans chacun des cas Fo € (Sﬁm); et F e (S/Jﬁ)[3 ) peuvent 8tre caractéri-

sées comme dans la proposition 6.

40 (3ﬁm)l est localement connexe par arcs j pour tout voisinage Y du type

T
ci~dessus, si X désigne l'intersection de Y et de (ﬁﬁm) ’ Yl est locale=

ment connexe par arcs dans Y, u X en F_ (cfe n° 3 pour cette notion) ; mlme

résultat pour Yé 0

1
59 Par tout point F € (sﬂm)l passe un chemin qui "traverse® (3/#) en F°

(ceci a un sens dfaprés le 3°).

Démonstration. = Le 1° résulte de la condition (a) ci-dessus, du 1° et du 5°
du lemme 9. Le 2° résulte de la condition (a) et du 2° du lemme 9.

Démonstration du 3°. ~ Soit fo € qfl(FO) $ fo posséde deans 5° un voisinage

du type du 3° du lemme 9 ; par conséquent, & tout systeme fondamental de voisi-
nages % suffisamment petits de fo dans 51 s On peut associer un systéme fone
damonfal de voisinages Y de f = dans 5° , du type du 3° du lemme 9, tels que
Yn% =% . D'aprés le 4° du lemme 9, on peut choisir tous les % connexes par
arcse Solent Y; et Y, les deux compossntes de Y = % 5 on note X,Y,Y ,%
les images respectives de % , Y, Yy 0 yz par q 3 Yl et Yé sont connexes
par arcs, et d’aprés (a) ils sont ouverts dans Y ; d'aprés le 5° du lemme 9,

Yl U Y2 = Y~ X 3 il reste & montrer que Yl et Yé ne se coupent pas, autre-
ment dit, que, pour Y assez petit, un point y; de Y; ne peut Btre équiva~
lent, pour les opérations de ¥ , & un point Yo de Y, 3 cela ré?ulte des car?c-
térisations données 3 la proposition 6 pour chacun des cas f € 8 et f € & 3
(cela résulte d'ailleurs aussi de la stabilité de 51 et du gait 2ue ® :st P

localement connexe par arcs)s

Le 4° est une conséquence ‘mmédiate du 3% Pour le 5°, il suffit de projeter
sur 5/% un chemin de § traversant 31 en fo .

CCROLLAIRE 1, « Ie théoréme 1"' ci-dessous entraine le théoréme 1" (cfe n° 2)
(et, par conséquent, le théoréme L et la conjecture de Schdnflies différentiable
2
pour 8% ) ¢
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s
"THEOREME 1"', = le revltement R = 8/90 de %/® admet une section continue
au~dessus de (5/%)° u (3/36)1 n,

Démonstration du corollaire le = $/® est localement comexe par arcs d'aprés

(a), puisque § est localement connexe par arcs ; et d'aprés le 1° et le 2° de
la proposition 7, (5/%)° u (%/Ja)l vérifie les conditions du lemme 6e

COROLIAIRE 2. = Soit Q une composante connexe de (s/zc)° s €t soit Q son
——:—-—— 1“
adhérence dans (3/%)° u (5/3@)1 « Supposons que, pour tout F e Q n(5&),
Q ne rencontre qu'une des deux composantes commexes locales de (5/%)° au voi-

sinage de T o Alors, pour tout revBtement R de 5/% , toute section continue

0 de R au-dessus de Q se prolonge & Q.

Démonstration du corollaire 2. =~ Il résulte du 4° de la proposition 7 que les
hypothéses du lemme 5 sont vérifides si 1'on prend

€= (5/%)° u (5/%)" , 8=Q .
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