CLAUDE MORLET

Le lemme de Thom et les théoremes de plongement de Whitney.
IV. Les théoremes de Whitney et de Morse

Séminaire Henri Cartan, tome 14 (1961-1962), exp. n°7, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1961-1962__14 A7 0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961-1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1961-1962__14__A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire Henri CARTAN 7.0l
(Topologie différentielle)
l4e annde, 196L/62, n° 7 22 janvier 1952

IE IEMME DE THOM ET LES THRCREIES DS PLONCEMEST DE WHITNEY

par Claude MORIET

IVe Les théorémes de Whitney et de lorsee

COROLLATRE 4. = L!'ensemble des applications de classe ® (sx1l) de V
dans M, qui sont des immersions locales, est partout dense dans Hom® (V s M

pour la topologie & pourvu que dim M >2 dim V »

I1 suffit d'appliquer le lemme local avec r =1, N étant la sous-variété
stratifide formée des jets qui ne sont pas de rang meximum, et de voir que la
codimension de N est strictement supérieure & le dimension de V e (Pour cela
on remarque que N estfitrésur V x M j c'est mlme un sous-fibré de It v, M,
donc on regarde la codinension dans la fibre qui s'identifie & 1'ensemble des
matrices de rang non maximum dans 1'ensemble des matrices a (dim V) 1lignes et

(dim M) colonness

COROLLAIRE 5. = Soient deux variétés V et li de classe c® (s >0) 3 1'en~
semble des applications injectives de classe ¢® de V dens M est partout
dense dans Hom" (V s M) pour le topologie c® , pourvu que dim M >2(dim V) +1 .

On applique le lemme au but avec r= 0, N dtent le sous-variété de
J° x J° , image réciproque de lo disgonale du produit N x M (c'estmi~dire
1'ensemble des points de (V x M) x (V x M) dont les deux projections sur M
sont égaless Cette sous-variété & donc pour codimension la dimension de M,

d'oy 1'hypothése qui essure que la transversalité est en falt une disjonctione

7 N
THEOREME de plongement de Whitney. - Les plongements de classe c® (s >1)
d'une variété V dans une veriété M forment un ouvert partout dense pour la
topologie CS de 1'ensemble des applications propres de classe ¢® de V dens

M, pourvu que dim M >2(dim V) + 1 .

C'est une conséquence triviale des deux corolleires précédents et de 1'exposé
5

COROLLAIRE 6o = Si dim M >2(dimn V) + 1 , il existe des plongements de V
dans M, sauf si V est non compacte et M compacte (repoelons que M a été

supposée connexe une fois pour toutes) o
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Tout revient & montrer qu'il existe des applications propres de V dans M.
S8i V est compacte, c'est triviale Supposons donc que V et M soient toutes

deux non compactes, M dtant connexee Soit (fi) une partition locelement

ielN
finie de 1'unité sur V , les fi étant & support coimpact 3 la fonction

X o2 ifi(x) est une application propre de V dons R o Il restc donc & mon=-
i
trer 1'existence d'une application propre de R dens !, lorsque M est cone

nexe et non compacte § grice au corolleire 11 ci-dessous, i1l suffit de trouver
une epplication continue propre de R dans I, ou_mﬁme gimplement de

R; = (0 s + o dans M e Voici comuent on procédes

Soit (Ui)ieN un recouvrement locclement fini de M par des ouverts U,
connexes et rclativement compactse Appelons "chalne®" de longueur p toute suite

(io gy voo 4 ip) d'indices distincts, telle que Uik n Uikgl # £ pour
0$k<p;% s'appelle 1'origine et % Tlextrémltd de la chafne. Pour chague
p >0, soit Ep 1'ensemble des chaines d'origine O et de longueur D j
1'ensemble Ep est non vide (parce que i est connexe), et fini (parce que le
recouvrement est locelement fini)e Pour p >1 , soit %5 : Ep - Ep—l 1'ap=
plication qui, & chaque chaine (0, i) , eee, ip) e Ep , associe

(0, i) 5 ooy ip—l) € Ep—l « La limite projective des cnsembles finis Ep ,
suivant les ¢p , est non vide, en vertu d'un théoréme connu sur les limites
projectives d'especes compoctss Un élément de le limite projective définit une
suite infinie (O, i 5 seey ip s eee) d'indices distincts, telle que

Uip n Uip+ £ f pour tout p . Prenons xp € Uip s et joignons xp a Xp+l
par un chemin contcnu dens 1'ouvert comnexe U, @ Ui 3 on obtient un chemin
p+l
joignant x, € Ui & "'infini" dans X, d'oi une application continue propre
"y

de R@ dans N .
Ce Qe Fe Do

COROLLATRE 7. = Soient V ot M deux variétés do classe C° (s 1) , et
£ une fonction proprc de classe ¢° de V dans M $ on suppose que
dim M > 2(dim V).+ L , et que f est injective sur un fermé 4 , et que, sur
L, f est une immersion locale (c'est-a-dire qu'en tout point de A, f est
de rang égel & la dimension de V )e Alors il existe, aussl prés que 1'on veut
de f au sens @ , une gpplicetion g qui est un plongement de V dans N
et colncide avec f sur A .
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Démonstratione = Si f(4) n £(V = A) = §, il suffit d'appliquer le théoréme
de plongement aux variétés V= A et Mw f£(4) , en remarquant qu'une applica=-
tionde V = A dans M se recolle & la restriction de £ & A si elle est

by

suffisamment proche de la restriction de f & V = A, eou sens cs.

Si f£(4) n £(V - 2) # £, on commence par modifier f sur V - L pour se
ramener au cas précédent. Pour cela on applique le lemae suivant (oq 1'on reme

place F par Ve A et G par V)

IEMME. - Soient trois veridtés F, G, M de classe C° (s 1), et g une
epplication de classe C° de G dens M. Si dim F + dim G+1<dimM, Tensanbledes
applications f de classe C° de F dans M, telles que f(F) n g(G) =g,
est partout dense (et ouvert) dans Hom"(F , M) muni de lo topologie ¢ .

Puisque Hom®(F s M) est un cspace de Baire, il suffit de montrer que pour
tout compact K de F, l'ensemble des f tels que f£(K) n g(G) = p est un
ouvert partout dense. C'est un ouvert & cause du lemae 2 (Exposé 5)e Montrons que
1'on peut aprocher n'importe quelle fonction fo par une fonction de cet en-
semblee Pour cela on remarque d'abord gque 1l'on peut toujours supposer que M ost
un ouvert de RY pour q assez grand : en effet on peut plonger ¥ dans rd
si g >2(dim ) + 1 ; soit alors t(i) wun voisinage tubulaire de M3 si 1'on
approche f = par une application f; de F dans t(M) , telle que
£,(F) n p-l(g(G)) =f (x p désigne 1= prajection de (M) sur M) il res=
tera a prendre p o fl qui sera proche de fo si fl est elle-m@me proche de
fo e On peut alors supposer que K est contenu dans une carte locale de F ¢ Si
a est un vecteur suffisciwaent petit de RY s on définit f£_ (cfe le déuonstras
tion du lemme local (Exposé 6)) qui sur K est définie para fa(x) = fo(x) + a e
Et on applique le lemme fondamentel & 1'spplicetion

UxFx G -» Mx G

(= s Xy 3’) - (fa(X) ’ ) »

oi la variété des paramétres U est un voisinage de 1'origine damns R% s et o

N est 1'image de G damns M x G par 1'application : y - (g(¥) , y) « On voit
ainsi qu'il existe des paramétres a tels que 1l'epplication (x , y) < (f.‘a(x) s V)
restreinte & N soit transversale & N, c'est-d-dire, &tent données les con-

ditions de dimension et en projetant sur M, fa(K) nglG =420
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COROLLATRE 8. - Soient V et M deux veridtés de clesse C° (s >1) , et W
une sous-variété (fermée) de V o Soit f une application propre de V dans
M qui soit un plongement de W o Alors si dim ¥ >2(dim V) + 1 , on peut ap=-
procher f outent que 1'on veut par un plongement de V qui coincide avec f

sur W e

On applique le corollaire 7, pourvu que l'on ait su d'abord spprocher f par
une application g qui soit wae imsersion loczle en tout point de W e (A priori

en un tel point f est sculcment de reng érel & le dimension de W o)

Pour cela, on se place dans le scus-ensemble A(W , f) de Hom" (V y M) qui
est formé des spplications qui cofncident avec f osur W o C'est un fermé pour
la topologie c® s donc un espace de Baire pour c® « Soit zlors une famille de
compacts (Kl) de V dont la reunion est un veisinage de W 3 il suffit de
montrer que l'ensemble des applications de A(W , £) qui vérifient le condition
en tout point d'un Ki est un cuvert pertout densee C'est un ouvert & cause des
lemmes 1 et 3 « Il est partout dense car si les compacts sont contenus dans des
ouverts de coordonnées tels que dens chamun d'eux W epparaisse comme un inore
ceau de sous-variété linéaire, on ajoute & f une applicetion linéaire quelcone
que qui s'annule sur W, et on applique le lemme fondauentale (Je laisse au
lecteur le soin d'écrire le detail de cette déuonstration gqui se fait comme celle
des théorémes 5 et 6.)

COROLLATRE Ye = Soient V et M des variétés de classe C° (s > 1) avec
dim M > 2(dim V) + 1 « Soit f wune spplication propre de classe ¢® de V dans
M qui soit un plongement du bord de V « Llors on peut approcher f autant
que 1l'on veut, au sens ¢ , Par un plongement de V qui coincide avec f sur
le bord de V |

C'est une applicetion du corollaire précédente

COROLLAIRE 10+ = Soient V, W, M trois veriétés de classe C° (s >1), f
un plongement de V dans M, et g un plongeuent de W dans M e Alors si
dim V + dim W + 1 <£dim M, on peut gpprocher f autent que 1'on veut par un
plongement f' de V dans M, tel que £ (V) ngW)=0.

On applique d'une part le fait que 1'ensemble des plongements est ouvert, d!au-

tre part le lemme local, ou le leuawe qui a servi & démontrer le corollaire 7e
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CCROLLAIRE 1le « Soient V et M deux variétés de classe G (r 2 1) « Alors
Hem® (V s, M peut 8tre considéré comme un sous~espace de Hom?'(V s M)
(0<r' <r) ; ce sous-espace est partout dense pour la topologie Gr' e (On
pourrait énoncer un corollaire enalogue pour les fonctions qui coincident avec

une fonction donide sur un fermé donnée)

Si V est un ouvert de RP et si M= R? s clest le lerme b (Exposé 4)e On
peut se ramener & ce cas de la fegon suivante 3 on plonge V et M dans RP
et R® pour des p et n assez grands 3 soient $(V) et +(il) des voisinages
tubulaires (avee des projections py et By )e Soit f la fonction & approcher;
on considére f o By £(V) > t(M) c R® ., On appligue le lemme b, et on obtient
we application f; de (V) dans R (et mfme dens t(i) ) si f; est suffi-
samment proche de f o Py ° I1 ne reste plus qu'd prendre la restrictiona V
de Py ° fl o

Ve Le théoréme de Morsee.

Définitions - Etant donnde une veriété V de classe C° (s >2) on appelle
fonction correcte sur V ume spolication de V dans R de classe C° telle
que, en tout point o la différentielle est nulle, le hessien (matrice des déri-
vées partielles secondes) soit de reng maximume

Il en résulte que les points ot la différentielle s'annule sont des points
isolése ’

On dira qu'une fonction est excellente si elle est correcte et si les points
oi la différentielle s'annule ont des images distinctess

THECREME (de Morse)s = Les fonctions correctes forment un ouvert partout dense
dans Hom?(V , R) pour la topologie c® o les fonctions excellentes forment un
ensemble partout dense ; de plus celles qui sont propres forment un ouvert (tou=
jours pour s e

I1 suffit de voir que les fonctions correctes sont celles dont la dérivée pree
.s . . 1 " .
miere est une application de V dams J (V, 1) qui est transversale sur 1'en-

semble des jets qui correspondent & une différentielle nullce

Les fonctions excellentes sont celles qui sont de plus tellcs que fl x fl_
soit transversale (= disjointc) de la sous-variété de J° x J°- formée des cou—
ples de jets dont les différecntielles sont nulles et qui se projettent sur la
diagonale de R x R
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Celles qui sont prepres forment un ouvert, car si une fonection f est excel~
lente, il existe un voisinage U de la diagonale dans V x V , tel que, si
(x, y) est Gans U, ct si g est suffisemment voisine de f, on n'a pas

en mime temps g(x) = g(y) , dg(x) = 0 et dgly) = O (c'est analogue & ce que
1'on o vu pour les plongements)e

COROLLATRE. = Soient V une variété et W une sous-variété de V (par exem~
ple son bord)e Si une fonction f dc V demns R, restreinte & W, est une fone-
tion excellente, il existe aussi pres que l'on veut de f une fonction g, qui

coincide avee £ sur W et qui est excellentc.

Cele se démontre comme les corollaires 7 et 8a
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