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Séminaire Henri CARTAN 101
(Topologie diffdrentielle)
146 année, 1961/62, n° 1 30 octobre 1961

VARIETES h BORD ANGUILEUX ET VOISIMAGES TUBULAIRES
per Adrien DOUADY

I, Variétés & bord anguleux.

le Secteurs d'espaces vectoriels.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R « Un secteur d'indice k
ou k-secteur de E est un sous-espace A défini par les conditions
£,00 20, e, £,(0 20, b £ ,eee , i sont des formes lindaires sur
E , lindairement indépendantes. E lui-mfme-est un O-secteur de E .

Une base {e;, y eee ; e } de E sera dite adaptée au secteur A si les fy

sont choisis parmi les formes coordonnées relatives & cette bases Un secteur
4 de §n sera dit adapté si la base canonique de R est adaptée & A .

Soit j € k « Les conditions f, (x) = oo = £y (® =0 ,0h i , 000y ij
sont j indices distincts pris dafis {fL, eee 4 k}, définissent un sous-ensem-
ble F du sectewr & , qui est un secteur de dimension n - j et dtindice
k~jeOndit que F est une face de codimension j , ou une . j~face, de A .

Le nombre des j-faces de A est (g:) = Ci .

Par définition, 1'indice de A en un point. x est la plus grande codimension
des faces de A contenant x . Alors 1l'indice de A n'est autre que 1lt'indice
de A au point O .

2+ Application G%.

Une fonction ¢, définie dans un ouvert U d'un secteur A d'un espace vec-
toriel E , & valeurs dans un espace vectoriel F de dimension finie sur R,
est dite différentiable en un point x € U s'il existe une application linéaire

telle que

oy = o(x) + gly -2 + n (@ ’

N,

o n, est une fonction définie sur U , & valeurs dans F , telle que

ling &N

+0 quand y*x,yeU,.Yf-X .
lly - x|
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Cette condition est indépendante des normes choisiese L!application ‘P::c est alors
unique, d'ou la notion d'application continflment différentiable sur U , d'appli-
cation r-fois continfiment différentiable ou ¢ , dtapplication C¢* ou CF

pour tout 1 »

3. Catégorie de modéles.

On définit une catégorie M~ de la fagon suivante @

Les objets de mn sont les ouverts U des secteurs adaptés L de B_n y d'in-
dice variablee.

Les morphismes d'un objet U dans un objet U! sont les difféomorphismes €%
de U sur un ouvert UM de U' ,

54 ¢3 U >U' est un morphisme de M, pour tout point x de U, U' a
m8me indice au point ¢(x) .que U au point x . ‘

4+ Définition des variétéds & bord anguleux.

Définition. — Une variété & bord enguleux est un espace topologique V , loca=
lement compact dénombrable & 1'infini, mini d'une classe de mn-atlas.

. 1 - s . N -
Rappellons qu'un mn atlas est une famille (Ui ’ Vi » (pi) je1 O les V, for

Y

ment un recouvrement ouvert de V , et ol, pour chaque i, ¢y est uh homéemar-
phisme dtun ouvert Ui d'un secteur adepté A de ﬁn sur Vi 3 ces données
étant astreintes & la condition suivente & pour tout couple i, j ,

-1
Y. . = (p o (P -1
> J | 1"!’5_ (Vian)

est une application C® d'un ouvert de U, dens Uj .
Deux mn-atlas sont équivalents si leur réunion est encore un mn-atlas.

Soient V wune variété & bord anguleux, et x wun point de V «

Ltindice de Vi au point (pgl (x) , est le mfme pour toutes les cartes
Py 8 Ui"vi ol Vi o>x , et est appelé indice de V au point x »

On peut toujours trouver dans un atlas complet de V wune carte
Pyt Ui - Vi
telle qﬁe

Cpi (O) =X
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U est alors un voisinage de O dans un k-secteur adapté L de En p OU k est
1tindice de 7V en x .

5 Espace et secteur tangent.

Soient V wune variété & bord anguleux de dimension n , et x wun point de V .
Ltespace tangent TX(V) en x & V est le dual de ’e'Sx/GJi s o0 8 est 1tidéal
de 1l'anneau local O formd des germes de fonetions C® gur V qui stannulent
en X o Clest un espace vectoriel de dimension n sur R .

Soit @, 3 U; =V, une carte telle que (pi(O) = x « Cette carte définit un
isomcrphisme (p:'.L(O) de gn sur TX(V) .

Ltimage par cet isomorphisme du secteur 4L , dans lequel U est ouvert, est
un secteur Ax(V) de TX(V) 5 qui ne dépend pas de la carte choisie, et qu'on

appellera sscteur tangent & V en x , ou secteur des vecteurs rentrantse

C'est 1l'ensemble des vecteurs X e TX(V) s tels que (X, df) > 0 pour toute
fonetion f , de classe C*, définie sur un voisinage de x dans V , >0, et
telle que f(x) =0 &

6« Diverses notions de borde.

Soit V une variété & bord anguleux, de dimension n «

Ltcensemble bk V des points de V , ot V est dtindice >k , est un fermé

de V. bV= bl V n'est autre que le "bord topologique" de V o
o :
Le sous-espace O Ky formé des points de V , ot V est d'indice k , est

une variété sans bord de dimension n -k .

by

On va maintenant définir une variété & bord anguleux o“ v de dimnsion n -k ’
telle que ok v - b V) stidentifie a 3KV , Les points de 3¥ ¥ sont les
couples (x , F) ot x est un point de bk V,et F une k~face du secteur
tangent Ax(V) + Cet ensemble bk V est muni de la topologie et de la structure
de variété définie par les cartes suiventes : pour toute carte ¢ 43 Ug»V, de
V., o U, est un ouvert d'un secteur Ay de R" s et pour toute k~face

’ s s . k ros
Fi,:j de 4y s om considére 1'application 95,5 ° Ui n Fi,j » 0"V définie par
— t .
(Pi,j (X) - (‘Pi(x) ’ (Pi(x) (Fi,j)>
k
Les 93, forment un M , -atlas de 07V .
Tout point x ot V est d'indice ¢, est représenté par (12{) points de ok v R
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qui sont dtindice ! - k dans o5V , Enfin & (ak V) est un revétement a

(J;k) feuillets de 6j+k V.

7+ Sous-secteurse.

Soit Ac En un sccteur adapté, défini par les inégalités
X 2 O,y eee 5 X, >0 o« Un sous-secteur adapté A' de L est 1l'ensemble défini

pazl' les conditions obtenues en remplagant £ des k inégelités qui définissent
L par des égalités % = 0 , ct en ajoutant p - £ égalités de la forme

X, = 0, et j indgalités de la forme X, > 0 , portent sur de nouvelles coordon-
ndes distinctess A' est donc un secteur de dimension n - p et dtindice
k~-2+j3 p estla codimension de A' dans Ly L est le co-indice de A!
dans A , (c'est la plus grande codimension des faces de i contenant A? ) et

j est 1ltindice complémentaire.

les faces relatives de A' dans A sont obtenues en remplagent dens la défi-

nition de A' certaines des j indgalités complémentaires par les égalités cor-
respondantes.

Par cbus de langoge, L' eera dit sans faces relatives dens LEy81 J=0.

Un sous-sectcur %dapté, scns faces relatives de A , est donc la trace de i
. n .
sur un sous-espace vectoriel adapté de R , 1. ¢. un sous-espoce vectoriel engen-
dré par certains éléments de bases

Un sous-sectour A' d'un secteur 4 d'un espece vectoriel E est un sous-
ensemble de £ qui devient un sous~-secteur odapté pour unc certalne base de E
adaptée 3 L . Une telle base est dite adaptée & & et Ly W

8« Sousg=-variétése

Pormi les diverses notions de sous-veriété qu'on pourrait donner ici, nous

choisissons la plus exigeante @

Définition. - Nous appcllerons sous-veriété de codimension p et de co-indice
2 dtune variété & bord anguleux V un sous-espace fermé W de V tel que,
pour tout ppint x de W , il existe une carte ¢, 3 Ui" V, de V,or U
est un ouvert d'un secteur adapté Ai de R% telle que

(pi(O) =X,
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et que

g7 (0 0 W) =T nh
ou Ai est un sous-secteur adapté de Ai s de codimension p et de co~indice
L o
Une telle carte sera dite adaptée & W .
W sera dite §§¥§_ bord relatif duns V si L} est toujours un sous-secteur

sans faces relatives de Ai o

Remarque. - Le fait dtimposer la valeur de la codimension et du co-indice n'est
pas essentiel : si on les laissait variables, ils resteraient constants dans
chaque composante connexe de W o

9« Secteur transverse.

Soient V une variété a bord anguleux de dimension n , W une sous-variété
de codimension p et de co-indice 2 « En un point x de W , on a l'espace
Tx(V) tangent & V de dimension n , l'espace TX(W) tangent & W de dimen-~
sion n - p, et 1'espace transverse 3 W dans V , TX(V T W) = Tx(V)/Tx(W) y de
dimension p

Le secteur transverse AX(V tW) & W dans V est, par définition, 1'image
du secteur tangent AX(V) a V dans TX(V ¢ W) + Clast un secteur de dimension
p et d'indice £ . Les AX(V : W) sont les fibres dtun fibré A(V : W) de base
W , de groupe structural G , groupe des automorphismes du secteur AO de ﬁn

défmpm‘ xlao,...,szO.
G est le groupe des matrices de la forme
X i 0
CEE

ou X est une matrice £ x £ , qui a dans chaque ligne et dans chaque colonne un

coefficient >0 et tous les autres nuls ;3 Z est une matrice réguliére
Pp~2 x (p=2) 4 et Y est quelconque.

D'autre part, les fonctions de transition sont de classe €% , & valeurs dans
le groupe de Lie G .
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II. Voisinages tubulaires.

l. Tubese

Soit ‘ﬂ‘o le 2-secteur de Ep défini par xl?,Q g vee o XR.Z' 0 , mni de la

métrique euclidienne canonique de Ep .

Le grovpe des isométrics de L s'identifie au produit 6(¢) x O(p = 2) , et
il opdre sur la trace B, de L, sur la boule unité de ﬁp .

Définition. = Un (p , &)~tube T , ayant pour &me une variété & bord anguleux
W, est un fibré sur VW , de fibre-type B_ , de groupe structural 6(t) x O(p - &) ,

3 fonctions de transitions ¢~ . W sera toujours identifié & son image dans T
par la section nulle ("8me" du tube).

T est une variété 3 bord anguleux, et W est une sous-variété sans bord rela-
tif de T dont la codimension est p et le co-indice £ . Le fibré transverse
A(P 2 W) stidentifie au fibré de base W associé & T , de fibre A .

2. Définition des voisinages tubulaires.

Soient V wune variété & bord anguleux, W une sous-veriété sans bord relatifs
Un voisinege tubulaire (N , g, §) de WV dans V est donné par §

ge Une famille p = (px) i » O, pour chaque xe W, p_ est une métrique
euclidienne sur TX(V :+ W) , dépendant de fagon €~ du point X e

be Un difféomorphisme ¢ du fibré en boules de secteurs transverses
B=B(V ¢ VW j;p (oh, pour chaque x, B est la trace de E (V2 W) sur la
boule-unité de px) sur une sous-variété N de W , tel que

as la restriction de y & la section nulle de B identifiée & W , soit 1'in-

jection canonique de ¥ dans V 3

Be 1t applicatioﬁ

gt A(B W - AN 2 W)

induite par ¢ sur les fibrés en secteurs trensverses de base W , soit 1tiden~
tité de A(V s W) .

Ces conditions entrafnent que N est un voisinage de W dans V , d'ol la ter-
minologies '

Nous nous proposons maintenant de démontrer l'existence d'un voisinage tubuleire
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pour toute sous-variété W sans bord relatif d'une variété & bord anguleux V .

3+ Comnexions adaptéese

Sodent V wune veriété & bord anguleux, E un fibré vectoriel C~ sur V . On
notera T['(E) 1'espace vectoriel des sections C” de E j ctest un OV)-module,
o(V) désignant 1'algébre des fonctions C* sur V & valeurs dans R « On pose=

ra
o) = r(r() ;
ctest 1l'espace des champs de vecteurs C° gur V .
Une connexion de E sur V est une application Rebilinéaire
A s (V) x I'E) » I'E) ’

notée
(x . Y) aend AX (Y) ’
satisfaisant aux relations @
" (Con 1) By (D) = £8,(9) ,
(Con 2) AX(fY) = fAX(Y) + X ’ afd .Y ’

pour toute fonction f € O(V) «

Soient (Vi) un recouvrement ouvert de V , (qi) une partition €% de
1tunité sur V subordonnée a (Vi) , et donnons-nous, pour chaque 1 , une con-

nexion Ai de la restriction de E & Vi e On définit alors une connexion

A=zini de E sw V par
Ay (¥) = 2, AiX (¥) .

Si ¢@: W -V estune application C” , on définit pour toute conmexion A& de
E sur V une connexion ¢~ A du fibré image réciproque ¢*E sur W . [3]s
Quand on parlera de connexion sur V saens préciser le fibré, il stagira dtune
connexion du fibré tangent T(V) .

Définitione - Soient W une sous-variété de V et A une connexion sur V .

On dira que W est géodésique pour A si la connexion

a0 el 1, 0F TW) & 1)



e
e
e

W~ V désigne 1l'injection canonique, applique
1
W) x ©(W) dens OW) . ()

1A  induit elors une connexion sur W , qu'on notera Alw o La propriété pour

W dtétre géodésique pour A est locele eu sens sulvant

Si (Vi) est un recouvrement ouvert de V , et si, pour chaque i, WnV,
est géodésique pour le connexion induite par A sur Vi s W est géodésique pour
A

Soient (V i)
le que, pour cheque i, W n Vi soit géodésique pour une connexion A sur

un recouvrement ouvert de V , et W une sous-variété de V tel-

i
V, » Alors, pour toute partition de 1l'unité (ni) sur V subordonnée & (V i) ,
W est géodésique pour la connexion & =2 niAi .

Définitions = Soit V wune variété i bord anguleux.

Une connexion A sur V sera dite adag*bée & V si toute sous-variété de V
de co-indice égal & se codimension est géodésiques

Pour cela, il faut et il suffit que, pour chaque carte Py ¢ Ui - Vi d'un
atlas de V , ob U, est un ouvert dtun secteur A, ‘de RR , les traces sur

U:.L des faces de Ai , soient pgéodésiques pour la connexion Ai = (p’;A sur Ui .

Définitions = Si W est une sous-variété de V , une connexion A sur V
sera dite adaptde & V et W si A est adaptéed V , s1 W est géodésique

pour A et si la connexion induite A, est edeptée & W o

IEMME. - Pour toute veriété & bord anguleux V et toute sous-variété W , il
existe une conmnexion A sur V adaptée & V et W

Démonstratione = Si U est un ouvert de En , A un secteur de ﬁn et At

un sous-secteur, unc comexion A sur Un A sera odaptée @ Un A et Un A,
si et seulerment si, pour toute face F de A oude A', UnF est géodésique
pour A o En particulicr, le connexion canonique de gn est adaptées Soit main-
tenant (Ui » Vs s (pi) un atles de V tel que toute carte ¢, 3 U, >V, ob

Vi nWAP soit adaptée 3 W , et soit, pour tout i, Dy la connexion sur Vi
transportée par ¢ g de la connexion canonique sur Ui . Soit ng une pertition
o

c¢® de 1'unité sur V subordonnée & (V i) o La comnexion A = Zni Ai répond a

la question, ce qui démontre le lemme.

(1) Ceci entratne que toute courbe géodésique tangente & W reste dans W o La '
réciproque n'est vraic que si on suppose A sans torsions
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Remarque. — Toute métrique riemannienne p sur V définit une connexion
A(u) o Dans sa thése, J. CERF a montré que, pour toute variété & bord anguleux
V et toute sous-variété W , il existe une métrique riemenniemne p sur V
telle que la connexion A(H) soit adaptée & V et W o En cessant d'exiger que
la comnexion A proviennc d'une uélrique riemannienne, idée due & Marie-Héléne
SCHWARTZ, on simplifie considérablement la démonstration de ce lemme et celle du
théoréme dlexistence des voisinages tubulaires.

4o Chemins géoddsiques.

Soit ¢ 3+ I-V un chemin C° dans V , c'est-a-dire une application C®
dtun intervalle I de R dans V . Une comnexion A sur V définit une con-
nexion ¢* A du fitré ¢* T(V) osur I . Le chemin ¢: I~V sera dit géodé-
‘sique pour A gi (p* AX(Y) =0 quand X est le champ de vecteurs unitaire
sur I et Y=¢'(X) »

Dtaprés un théoréme connu de géométrie différentielle, si V est une variété
sens bord et A une connexion sur V , pour tout point xe V et tout vecteur
XeT (V) , il existe un intervalle ouvert I de R, I3 0, et un chemin
géodésique E - y(x , X , t) dens V , défini sur I unique tel que

y(x,X,0) =x et Y’(x,X,o) (1) =x .

. Dang la mesure ou il est défini, vy(x , X , t) ne dépend que de¢ x et du pro-
duit tX , nous écrirons donc y(x , tX) , et 1l'application (x , X) - (x, Yk ,X)
est un difféomorphisme d'un voisinage de la section nulle du fibré T(V) sur un

voisinage de la diagonale dans V x V . L'application Yy sera appelée application
intégrale de la connexion A »

5« Théoréme d'existence des voisinages tubulaires.

¢ N\

THEOREME le = Soient V wune veriété & bord anguleux, W une sous-variété de
V sens bord relatif. Alors il existe un voisinage tubulaire @ , p, ¢) de

W dans V , .

Démonstration. - Soient A un secteur d'un espace vectoriel E , E' un sous-
espace d¢ E tel que A' =E'n A sgsoit un sous-secteur de A o Un relévement 1i-
néaire o de E/E' dans E sera dit adapté & A s'il existe une base de E
adaptée & A et A' , telle que o soit le relévement défini par cette base. Pour
cela, il faut et il suffit que o(E/E!') soit contenu dans tout hyperplan de E
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engendré par une L-face de A ne contenant pas A o Si les o; sont des relé=
vements adaptés et les n; des nombres vérifiant X n, = 1 , le relévement
oc=2 ny 0, est adapté.

Ceci permet de construire un reldvement différentiasble o du fibré T(V 3 W)
dans le fibré sur W induit par T(V) , adapté en chaque point x de W au
secteur AX(V) + On a donc, en chague point x € W

oa, 0+ W0) c AW
Soient A une connexion sur V adaptée da V et W, (U, , V., (pi) des cartes

de V eadaptées & W , telles que les V, recouvrent W .

Chague Ui egt la trace sur un secteur Ai de gn d'un ouvert Qi « Soit Ai
une connexion sur Qi prolongeant la connexion transportée sur. Ui par ¢4 de
la connexion A induite sur Vi s et telle que les hyperrlens engendrés par les
l-faces de Ai soient géodésiques, pour &, o

Posons
-1
I = = At Q .
Ui Lpi (W n Vi) Al n

Soit ¢ N le reldvement différentiable de fibrés sur 'Ui

'61 2 AU, ¢ ut) - T(Ui) 9

et posons

A

oy, T(Ui) » Q; cst 1'application intégrale de la comnexion A, e

Si x est un point de Ui qui se trouve dans une 1-face F de Ai ne contenant
t ‘ T. s Ut
pes A} , pour tout vecteur Xe A:;(Ui : Ui) ’

?s'i(x,X)=(x,Y) ’

on YeT (F) car g g estun relévement adapte au secteur A (U ) dont 4 (F)
est une L-face ne contenant pas A&, (Ui) « L'hyperplan engendre per F etant
géodésique pour A 30 yi(x s Y) restera dedanss

Si x est un point quelconque de U_,:_ yetsi XeF , ot F estune l-face
\ ° 1 °
de Ax(U : Ui) ’
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3i(x,X)=(x,Y) ’

ou Ye X-l ® , X"l (F) est une l-face de AX(Ui) contenant r’x(U_}L) « Clest
ltespace tangent & une l-face F, de Ai contenant Af « Lthyperplan engendré
par F, étant géodésique pour By s Yi(x , ¥) restera dedanse

Ltapplicaticn Ilii vérifie done les propriétés suivantes : Clest une application
de A(Ui : Ui) dans Q; qui induit 1tidentité sur U identifié & la section
nulle du fibré A(U ;8 Ui) 3 elle induit également 1'identité sur les fibrés vec—
toriels transverses & UJ!. s qui s'identifient. tous deux & T(Ui : Ui) o Enfin
elle envoie les l=faces de A(Ui H U:!L) dans ceclles de I‘.i o Elle induit donec
un difféomorphisme dtun voisinage de la section nulle dens ;;(Ui : Ui) sur un
voisinage de U:!L dans Ai n Qi = Ui .

On en déduit en particulier que les cheimmins géodésiques qui ont servi & cons-
truire xpi sont géodésiques pour la connexion (p; A et ne dépendent pas de la
fegon dont on a prolongé cette métrique en Ai o I1 en résulters, par unicité des
géodésiques d'une comnexion, que les applications xpi se recollent en une appli-
cation ¥ qui est un difféomorphisme d'un voisinage C de la section nulle
dens A(V : W) sur un voisinage de W dans V .

I1 ne reste plus, pour terminer le construction du voisinage tubuleire, qu'a
mmir les fibres de T(V : W) dtune métrique euclidicmne variont de fagon C°
et telle que, pour chague x e W , la trace de la boule unité Bx sur AX(V t W)
soit contenue dans C n AX(”V t W) o Ceci est facile, ce qui détermine la démons-
tration du théoréme.
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