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Sémineire Hen»i CARTAN 1401
13e annde, 1960/61, m° 14

6 et 20 mars 1961 (l)

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GHOMITRIE ANALYTIOUE

par Alexander GROTHENDIECK

VII. ETUDE IOCALE DES MORPHISMES : ELEMENTS DE CALCUL INFINITESIMAL

INTRODUCTION. = Nous Zévelopponsici un formalisme utile, valable pour des espaees
analytiques quelconques. La possibilité d'utiliser des espaces annelds & éléments
nilpotents est particulisrement agréable pour pouvoir formuler géométriquement,
et sans contorsions, les notions fondamentales, la géométrie infinitésimale d‘un
espace analytique X apparaissant comme 1'étude de diverses constructions géomé-
triques au-dessus de certains espaces analytiques & &léments nilpotents canonique~
ment associés & X . cf: n° 2. Nous nous bornons & développer quelque peu les
énoncés qui nous seront utiles par la suite, en particulier (en plus des foncto-
rialités indispensables des n°® 2 et 4) le critére jacobien de simplicité, et les
questions de prolongement infinitésimal de morphismes et de structures complexes,
quton retrouve sous une forme plus ou moins identique dans toutes les guestions de
"modules". Parmi les développements passés sous silence, et qui se traiteraient
avantageusement dans le point de vue adopté ici, signalons : formes différentielles
de degré quelconque et différentielle extérieure, opérateurs différentiels d'un
Module dans un autre, les opérations S associées & une transformation infini-
tésimale X , les phénomenes spéciaux & la caractéristique du corps de base. Enfin,
le lecteur constatera que la nature trés formelle des définitions et démonstrations
données dans le présent exposé permet de les transcrire pratiquement sans change-

ment dans dtautres cadres que celul envisagé ici, en particulier dans la théorie
des schémas. '

1, Invariants normaux d!'une immersions

Soit
i ¥ -X

un morphisme d'cspaces arn<lés qui soit une immersion, ou plus généralement tel que
1thomomorphisme correspondant
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(g - &

soit surjectife Soit 3 1'Idéal noyau de cet homomorphisme. Nous appellerons
voisinage infinitésimal d'ordre n de Y dans X (relativement & 1) ltespace
annelé

n -1 1
Y:.E) = (T, 17 () /5™ .
On a un morphisme canonique

i(n) . Yj(_n) > X

et une immersion fermée canonique
1(@0) . -.Y:.fn)

. (n)

dont le composé aveec i est i . Plus généralement, si m >n , on a un morphis-

me canonique d!immersion fermée

g(mn) oy g
1 1

(m)

dont le composé avec i est i(n) s €t d'autre part on a un isomorphisme ca-

nonique
Y.(O) =Y
i

o
compatible avec i( ) et 1 , par lequel nous identifierons Y & Y§°) y Voi-

singge infinitésimal d'ordre O de Y dans X . Le faisceau structural
.~1 1
& (n) =17 (Q) B
i

est un faisceau d'anneaux sur Y , augmenté vers OY s Qu'on pourra appeler le

n-iéme invariant conormal de Y dans X ; sa connaissance équivaut & celle de

Yén) « On notera que ce n'est pas un faisceau d!Algébres sur Y .

Lorsque Y est un sous-espace annelé fermé d'un ouvert V de X , défini par

un Idéal J sur V , alors Yﬁn) stidentifie au sous-espace annclé de X défini

. +1 .(m,n . . . ,
par 1'idéal gn sur V , et les 1( »n) sont les immersions canonicues entre
ces sous-espaces annelése
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Lorsque i est un morphisme dlespaces analytiques, alors 1l'hypothése implique
que i est localement une immersion fermée ([3], VI, 1.9). Il en résulte aussi-
t8t que les Yin sont également des espaces analytiguese De plus tous les mor-

phismes envisagés i(n) s i(m;n) sont des morphismes d'espaces analytiques. .

Hous aurons surtout & utiliser le voisinage infinitésimal du premier ordre. Le
noyau de l'homomorphisme d‘asugmentation

OYfL) ~ Oy

est un idéal de carré nul, canoniquement isomorphe a 55/32 « On 1'appellerz le

faiseeau conormal de Y dans X (pour i) ; notation

a2
Ty = o/3° = Ker(oy(l) -+ 0y) .
i

Lorsque Y est défini comme plus haut par un Idéal J dans V , on a aussi un
isomorphisme canonique

G 70

qui montre en particulier que lorsque X et Y sont des cspaces analytiques,

(donc i wune immersion locale), alors le faisceau conormal cst de type fini, et
mme cohérent (en utilisant le fait que & est cohérent) .

Le mfme résultat s'applique aussi aux composantes homogéncs g:n(i) de
i*(OX) f£iltré par les puissances de 3 (dont le faisceau conormal est un cas
particulier, en faisant n =1 ).

La donnée dtune structure de OY-algébre sur O (n) ? compatible avec 1liaugmen-—
Y.

tation, équivaut a Ja donnée diun morphisme

yle)
T

> X
induisant 1tidentité sur Y . Un tel morphisme s!obtient par exemple & ‘1l'side
“d'un morphisme

p X 5Y

tel que pi = idY , en prenant p o i(n) '
< i & augientécss i L
OI () - OY (n) sont dec homomorphirmes de Oynalgebres ugieintéess S1 1 est un

o Llors les homomorphismes canonicues
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morphisme d'espaces analytiques, les O f n) sont des Modules de type fini et

mfme cohérents sur Y , car munis d'une éiltratlon finie dont les quotients
(:L) le sonte

Supposons qu'on ait un carré commtatif

it
Yt —— Xt

ou 1 et i' satisfont aux conditions envisagées plus haute On en déduit, pour
tout n , un diagramme commutatif

. i(o,n) . Y.(n) i(n) L
(oY) £l ]
¥t — .(n) » X!
il(o’rD il(n) ™

ot la fléche verticale médiane est déterminde de fegon unique par cette condition.

On a donc commitativité dens les diagrammes

Y i(n) Y(m) 5 X

Y' (n) Y' (m) X

b

et de plus une propriété de transitivité que le lecteur explicitera, et quton peut
exprimer en disent que 1 ~~ Yj(.n) est fonctoriel en i
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PROPOSITION le.le = Supposons que i soit une immersion et que le carré D soit
cartésiens Il en est alors de mdme des carrés dans (D!).

L'hypothése signifie que, si Y est défiri per un Idéal J sur un ouvert V
de X, Y' est défini par 1'idéal g™*(9) 6y, sur V! = g"l(V) e Comme on =a
évidemuent

(g*(j) 'OVt)n+l - g*(grul).ev'

il en résulte bien que le carré droit dans (D!) est cartésien, donc aussi le carré

gauche puisque le rectangle composé 1ltest. Plus généralement les carrés

Y f‘) ‘ Tj(.m)
h 5 7™

sont également cartésiens,

Des morphismes Yif’“) - Y:([n) , on déduit des i-morphismes de Mofules - ( égals~
ment fonctoriels)
n,. .
ZhE) — gtEn
et en particulier des morphismes fonctoriels pour les feisceaux conormaux -
ni - fﬂ,i|
ou ce qui revient au mfme -
*
f (ILi) —)ni‘ .

I1 n*est pas vrai en géndral, mdme sous les conditions de l.l, que ce soit la un
isomorphisme. Cl'est vrai cependant (comme il résulte facilement des définitions)

lorsque g : X' » X est plat, et également dans ie cas suivant

COROLLAIRE 1le2¢ — Considérons un disgramme commtatif cartdsien d'espaces ana-—
lytiques

g
XV

A 4

g
}-Q)
e
[+

Yt
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soit i une sectionde X sw Y, i' 1a section image réciproque de X' sur
Y' , définie par if = gi' . Alors pour tout entier n , le carré correspondant

pe - Y

est cartésien.

En effet, il en est ainsi du carré (D), donc aussi du carré droit dans (D'), donc
aussi du rectangle suivant, composé de deux carrés cartésiens :

y () L y(@)
I > T3
X S X
': -E ' \ 4

ce qui achéve la démonstration.
Considérons alors O (n) et O ) ~comme des Algebres sur Y , resp. Y! , le
1P 7 -
i it
carré commtatif dans la conclusion de 1.2 définit alors un f-homomorphisme d!Al-

gébres de 1l'une dans l'autre, ou encore un homomorphisme
*
£ N .
(%) (OY () OY! (n))
, i i

Ceci dit, la conclusion précédente s'exprime zussi per le

COROLLAIRE 1.3, = Sous les conditions de 1.2, l'homomorphisme précédent est un
isomorphisme. '

En effet, comme les anneaux locaux de stn) sont finis sur ceux de Y on a vu

([3], III, 3+2) que les anneaux locaux du produit fibré de Yj(_n) et Y' sur Y

sont des produits tensoriels d'annecux locaux, ce qui signifie précisément que (»
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est un isomorphisme.

Pour n=1, 0o (1) s'identifie comme Algébre sur Y & la somme
Y.
i

V) [/

[aV]
Nog
Yf51) vty

ou T, est considéré comme un Idéal de carré nul. On a la formule analogue pour
Yt , et le corollaire précédent prend la forme :

COROLLAIRE l.4. =~ Sous les conditions de le2, 1'homomorphisme canonique
*
£7(n) » 7,
est un isomorphisme.

2. Invariants différentiels d'un morphisme d'espaces analytiquese

Soit
ps XX

un morphisme d'espaces analytiques, feisant donc de X un espace analytique au-

dessus de Y , et considérons le morphisme diagonal, noté diagp ou diagx/Y

XX xy X .

Clest un morphisme dtimmersion ([3], III, 2.6), et les réflexions du numéro pré-
cédent steppliquent. Nous noterons Ap? ou Aé?% le voisinage infinitésimal
dtordre n de X dans X xy X pour le morphisme diagp 3 son faisceau structu-

ral s'eppellera 1'invariant différentiel d'ordre n du morphisme p « On peut

congidérer que la gdométrie infinitésimale d'ordre n de X relativement da Y,

p . n .
est 1'étude de 1l'espace anclytiaue AS‘) et des espaces analytiques au-dessus dc
I
Al
P
On o deux morvhismes pry et Pr, inverses a4 gauche de diagp s dfou sur le

faisceau dtanneaux O n) sur l'espace X deux structures d'Algébres augmentdées
A

eu-dessus de Oy , i« €+ on a deux homomorphismes

* *
prl ) pr2 H Ox —’OA(n)
P
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inverses & droite de l'homomorphisme dfaugmentation, dtailleurs transformés 1l'un

de 1l'autre par 1l'automorphisme de symétrie de OA(n) (induit par la symétrie de
P

X Xy X )¢ Par la suite, on considérera O (n) comme un faisceau dtAlgébres pour
A
P
% gréce a prf s €t on 1l'appellera aussi algébre des parties principales d'ordre
n de X relativement & Y , ou simplement algébre des parties principales d'ordre
n lorsque Y = EO est 1'objet fimal de (An) « On lc notera ausel @I()n) ou

n,

e _ o
R

' . . * ros
On fera attention qu'avec cette convention, proy ntest évidemment pas un homomore

* *

phisme linédaire en général, (puisque cela signifierait Pr; = pr, ) 3 on lec note
parfois aussi dI()n) ou dX?Y ou simplement d(n « I1 joue le r8le d'un "opéra~-
teur différentiel d'ordre n " universel sur X (relativement & Y ). Nous n'au~

rons guére & nous servir que du calcul différentiel d'ordre 1 « La structure

d'algébre envisagée sur O (1) définit un isomorphisme

A

X/Y

1) _ N 1
(% P/ =0 @) ~ % Uy
/Y

\ l L] N (] 3 L]
ou QX/Y est le faisceau conormal & X dans X Xy X pour 1'immersion dlagX/Y .
On 1'appelle aussi faiscecau des I-différentieclles relatives pour p , ou de X

au~dessus de Y , et on le note aussi Kl)l(/y o C'cst done un faisceau de type fini

et m8me cohérent sur X , isomorphc aussi au faisceau imege inversc par diagx/Y
de g ou 3/32 s o J est un Idéal sur unc partic ouverte V dec X xy X qui
définit lc sous-espacc analytique diagonal. Nous poscrons
* *
prz -prl =d
de sorte que d est un homomorphisme de faiseccoux additifs
dx/Y=dp=a: GX_’Q-X/Y .
la formulc précédcnte s'éerit dgalement

* *
pr2 :prl + 4
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ie. ee elle détermine l'homomerphisme pr; = d(l) rar la formule

d(l) (£) -_-pr;(f) =f + d4af

(formile qui utilise 1'identification (*)). Ecrivant que pré* est un homomorphisme
d'Anneaux, on trouve
d(1) =0 ’ d(fg) = fdg + gdf

iec ee 4 est une différentielle. La formile d(1) = O se généralise en

a(p*(n) =0
pour toute section h de OY sur un ouvert, formule qui résulte du fait que

-1
Ijr*;' et pr; sont tous deux lindaires pour p (OY) .

Les propriétés fonctorielles des invariant s différentiels d'un morphisme ré-
sultent aussit8t de celleadun® l. Considérons un carré commitatif de morphismes

dtespaces analytiques
(a) p p’

on en conclut un diagramme commutatif

£
X e—— X1

W
(b) X xY X @___X' XY' X
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(i=1,2), dot un diagramme commtatif

(@ , (n)
A/ € %1 /v
A 4 R
Pty ]
4 f v
X ¢ X
et en particulier
(m (n)
A)(/3{ b AX'/Y'
(c) | Py Py
v f W
X ¢ Xt ’

d!'ol en particulier, faisant i =1 , un homomorphisme d!Algebres

(" P — P

Lorsque le carré (a) est cartésien, on voit "formellement" qu'il en est de mfme

des carrés dens (b), donc en vertu de 1.2 il en est de mme du carré (c), ie e.

en vertu de le3 1l'homomorphisme

(em) f*(@;‘(l/y) - P)Izl/y'

est un isomorphisme. Explicitant le ces n =1 , on trouve par 1.4 @
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PROPOSITION 2+1s ~ Supposons que le carré de morphismes (a) 8oit cartésien, alors
1thomomorphisme canonigque

*,.1 1
£* @y /y) — 2oy
est un isomorphisme.

En particulier, prenant pour Y! 1le sous-espace analytique r éduit de Y réduit
a un point y , on voit

COROLLAIRE 242+ = Soit X un espace anslytique sur un espace analytique Y .
Pour tout point y de Y , le Module induit par Q.}l{ /Y sur la fibre Xy est ca-
noniquement isomorphe au faisceau Q%( des l-différentielles "absolues" de Xy .

_ y

Le résultat analogue est vrai, dtaprés ce qui précéde, pour les Algtbres de par-
ties principalese Intuitivement, on peut dire que la théorie relative développée
ici est la théorie des invariants différentiels "le long des fibres de X au-dessus
de Y ", .

REMARQUE 2.3+ - La commutativité de (c), pour i =2 , s'exprime en disant que

les homomorphismes canoniques (c!) sont compatibles avec les opérateurs différen-

tiels d.)gr/xz‘Yr et d}gﬂ/Y, e« Pour n =1, cela signifie que l!'homomorphisme de fais-

ceaux

1 1
g.x/y" QX: /11

est compatible avec les différentielles dX/Y et dX’/Y’ o« Ces conditions suffi-

———

sent & déterminer 1l'homomorphisme (c!) , respe Qy /Y-)fl%. /yr » cer on montre que

@(}I?/Y est engendré comme @X—Module per 1l'image de d)g%f o Pour le voir, an note
que le sous-liodule engendré per cette image est une sous-algébre augmentée, et
comme 1'Idéal dlaugmentation & de @)gr/% est nilpotent, on est ramené & montrer
que 3/@2 est engendré par les éléments de la forme df , et il suffit pour ceol
de prouver que 1'Idéal diagonal dans X xy X est engendré par les germes de la
forme prr(f) - pr;(f) , ce qui exprime simplement que le germe du sous-espace
analytique diagonal de X Xy X en un de ses points est le noyau du couple des
deux morphismes de germes pr; et .

PROPOSITION 2¢4¢ ~ Soient X wun espace analytique sur Y , 8 une section de

X sur Y . On a2 un isomorphisme canonique
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TN | n
S (Px%)__’ OY én)

(ot le deuxiéme membre ddsigne 1'invariant normal dlordre n de 1l'immersion s ).

En effet, la section s peut &tre considérée comme déduite, par extension de 1la
base s : Y X , de la section diagonale de X xy X sur X (qui joue le r8lc
de "section universelle"), conformément au diagramme

pr (idy , sp)
X ¢ ! X xy X X X
~ \
\ \
\ \
. .
P Pry 1 dlagy/y P 's
i
] !/
/ /
’ /
v NP s vy
Y ¢ X ¢ Y ’
p

dtol, grfce & l.2 appliqué au carré cartésien de droite et aux sections diagx/s
et s , l'isomorphisme voulu R2.4. On notera que 1l'isomorphisme envisagé transforme
s*(d%(f)) en f moa %t (oi 3 est 1'Idéal de 1l'immersion s ).

COROLLAIRE 245, = Pour tout point x de X au-dessus d'un point s de Y, on
" a un isomorphisme canonique
1
@(n) ® k(x) —% O 3
X/1,x %,x Kgox Kgox
(o k(x) =k est le corps résiduel en x , X, est la fibre de X au-dessus

de s, et my _ 1'idéal maximal de son anneau local en X )e
g?

On conjugue le fait que l'homomorphisme dc changoment de base (c") est un iso-
morphisme, ce qui raméne au ces obi Y est l'espace analytique final, réduit & un
point s , et on applique 244 & la section de X sur Y définic par le point
X o Les énoncés 2.4 et 2.5 donnent une justification intuitive du nom : Algebre

des parties principales d'ordre n , que nous avions donné a 'P(?Y e« Pour n=1

X ’

on trouve les cas particuliers suivents @

COROLLAIRE 2+6e = Pour toutc section s de X suwr Y , on a un isomorphisme
canonique
*, 1 n
S (QX /Y) —_— TCS y
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S,

ol TCS désigne le faisceau conormal & 1'immersion s .

COROLLAIRE 2.7, - Pour tout point x de X au~dessus d'un point s de Y,

on a un isomorphisme canonique

Quloq 10 om oy

’

Ltisomorphisme 2.7 fait correspondre & la valeur de df en x ls classe de
2
£ - ex(fx) mod mXS,x )

PROPOSITION 2.8, ~ Soit X =E" et soient z; (1§ 1i§n) les fonctions
coordonnées. Alors Q}]i /x est un Module libre ayant pour base les dz 1 (Ne Be =
On désigne par (y /i on X les lModules des différentielles de X au~dessus de
1tespace analytique final).

Commé 1'Id8al diagonal de X x X est engendré par les pr? (zi) - pr;(zi) s ON

voit que les dz:.L engendrent Q;'( e Il reste & montrer que si on a des scctions

fi l<ign de Ox sur un ouvert U , telles que > fi dzi =0 , alors les
1 = - 1ot

fi sont nulles. Or pour tout x € U , posant 2} =1z, ax(zi) €m_, dtou

dzi = dzi s on aura en vertu de 2.7

2
! =
fi z} = 0 mod me
dtou fi(x) =0 pour 1£i&n, puisque les zf forment unc basc de m)/m;?'c
sur k o Comme x était arbitraire, on en coneclut fiz 0 (1gign) « On laissc
au lectcur le soin dc déterminer de m8mc les Algébres de parties principales de
X = En Y

~

Utilisant 2.1 ot lc critére dc simplicité (VI, 3.1, (1ii)) par cxcmple, on cn

conclut ¢

COROLLAIRE 249 -~ Soit p ¢ X -»Y un morphisme simple. Alors Q)li/Y est un
Module localcment libre sur X , son reng en tout point x € X cst égal & la di-

mension relative dc X sur Y en X o

3. Caractérisation différentielle des immersions localcs, des espaccs analytiqucs
simples.

PROPOSITION 3el. = Soicnt p ¢ X - ¥ un morphisme dlespaccs snzlytiques, ct
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x € X au-dessus de s € Y . Les conditions suivantes sont équiv-lentes :

(i) p est une immersion locale en x .

(1) o Tk
s?

L BN 3 l 3 s
(iii) QX/Y est nul en x (donc au voisinage de x ).

DEIDNSTRATION. - (i) => (iii), car si p est une immersion,alors le morphis-
me diagonal X - X Xy X est un isomorphisme donc le faisceau conormal est nul.
(1ii) => (ii), car en vertu de 2.7, l'anneau local de la fibre X, en x sa-
tisfait & m, ’:Jm)% x = 0 , donc il est réduit & son corps résiduel. {ii) => ()
en vertu de (\?I, 103) (No Bs = En géométrie algébrique, on a encore 1l!'éguivalence

de (ii) et (iii), qui sont alors des conditions moins fortes que (i) et expriment
seulement que p est Ynon ramifié" en x ).

COROLLAIRE 3+2. - Soient X un espace analytique, x€ X , £y (1< 1ig&n) des

sections de OX , définissant un morphisme f ¢ X - En e Pour que p soit une

1
immersion locale en x , il fout et il suffit que les df i engendrent QX en
X o

C'est un cas particulier de l'équivalence de (i) et (iii) ci-dessus, compte
tenu de la formile 4.2 plus base Une démonstration directe est facile, par utili-
sation de WI, 109)0

COROLLAIRE 3.3 {Critére jacobien de simplicité)es — Soient X un espace analy-

tique, x un point de X et n = dim OX x * Conditions équivalentes :
’

(1) X est simple en x ; i. e. Ox,x est un enneau local rézulier (ef. VI, 1.10)
(ii) 9;1( . admet un systéme de n générateurs.
y ;

(iii) f}}l{’x est libre de rang n »

On a (i) = (iii) en vertu de 2.9, (iii) = (ii) trivialement, prouvons
(i1) == (i). En effet le nombre minimum de générateurs de Qy . est égald la
’
. . 1 , . . ,
dimension de Q =) k(x) , donc égal & 1lc dimension de m :/mz en vertu de
~X.x q{,x b g

2+7 donc ne peut €tre < dimension de Krull de SX - Qque si ce dernier anneau
,A
est régulier.

Ce Qo Fo Do
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REMARQUE 3e4e. —~ On peut prouver que lorsque la caractéristicue de k est nulle;
on peut remplacer la condition (iii) par la condition plus faible en apparence
Q-X % est libree Cela n'est plus vrai en caractéristique p >0 , comme on l¢ woit

’

sur le cas de 1l'espezce analytique X réduit & un seul point x , d'anneau local

k[t)/ (D) .

4. Deux suites exactes canoniquese

PROPOSITION 4ele = Soient X wun espace anaglytique sur un cutre Y, Z un
sous~espace analytique de X , défimi par un Idéal de présentation finie J sur

un ouvert de X , i : Z - X 1'immersion canonique, n un enticr >0 . Alors

@Z(% est canoniquement isomorphe, comme OZ-Algébre augmentéeg, au quotient de
i*(@}g%) par 1'Idéal engendré per d(}?)/y(g) .
Ce quotient est aussi le quotient de @)gl}).z par 1'Idéal engendré par J et

d,g%(?) s ie e par P;@) et P;(g) y Ou les Py sont les deux homomorphismes

) (n)

d*Anneaux O - X/Y définis par les deux projections pr; X xy X +» X . ¥otons

qu'ton a un diagramme commutatif

e

X

i
<

XxYX(__.__.__.Z xYZ

ou les fléches verticales sont les morphismes diagonaux, qui est cartésien, car

i est un monomorphisme. En vertu de l.l1, on en déduit un earré cartdsien

An , An
X/Y~ zZ/Y

X xy X e 7 xy %

qui montre que Ag /X est le sous-espace analytique de A; /Y image inverse par

ny du sous-espace znzlyticue 2 xy Z de X Xy X « Or ce dernier sous-espace
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analytique est défini par 1'Iddal prr(g) + pr;(g) (ou les pry désignent les
projections de X xy X sur ces facteurs, et ol pour simplifier les notations, on
suppose J défini sur tout X , ce qui est loisible). L'image inverse de ce der-
nier Idéal dans A)?/Y ntest autre, en vertu des définitions,que pt @ + p;(g)

et il stensuit que Ag /Y s'identifie au sous-espace analytique de A; /Y défini
par cet Idéal.

Ce Qe Fe Do

Faigant n =1 et interprétant le résultat obtenu en termes de formes différen~

tielles, on trouve

COROLIAIRE 462 =~ Soit ﬂi = 3/32 le Module conormal & Z dans X , on a alors
une suite exacte de liodules sur 72 ¢

1
b[4 -)1(QX/)-+Q -0

i z/Y

ot la deuxiéme fléche est l'homomorphisme canonique défini par le Y-morphisme i

(cfe n° 2), et le premidre est déduite par passage au quotiert de l'homomorphisme
1 . . .

J "’QX /Y induit par l'opérateur 4 .

REMARQUE 4.3s - On fera attention que le premiére fléeche dans 442 n'est en géné-
ral pas injectives On peut montrer cu'il en est cependant oinsi si X et Z sont
simples sur Y o

PROPOSITION 4e4e = Soient £ ¢ X ->Y et g¢ Y +72 des morphismes d'espaces

analytiques, et n un entier >0 . Considérons les homomorphismes fonctoriels
(définis au début du n® 2)

.
)

@(;1) @ s (@(r/z)

X/z ¢

alors ces homomorphlsmes définissent un isomorphisme de 63( n) avec le quoticnt
de 1*Algebre P)g/z par 1'Idéal engendré par 1llimage de f ( I/1Z+ (o 1le signe

+ désigne 1'Idéal d'augmentation).

Considérons en effet le diagramme commutatif
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X
£
i
v
X %y X - y Y
J lj'
v
X%, X T Y%, Y

Y

o i, j' et ji sont des morphismes diagonaux, u étent le morphisme structu-
ral. On 1it sur la premidre colonne que le n-iéme invarient normal Pé% de
1'immersion i est le quotient du n-idme invariant normal Pénz de 1lt'immersion
Ji par 1'Idéal définissant 1l'immersion j . Comme le carré inférieur du diagramme
est cartésien, cet Iddal est aussi 1l'image inverse par u de 1!'Idéal diagonal

définissant j' , ce qui implique cu'on a un diagramme cartésien

A§c1/yt > I

| |

A n n
X/7 » Bysy

La proposition en résulte.

COROLLAIRE 4.5+ = On 2 une suite exacte
*,.1 1 1
£ Qys) » K Ky O
(ot les homomorphismes sont ceux définis su n® 2).

REMARQUE 4.6 — On fera attention qu'len général la premiére fléche de ce diagram-
me nlest pas injective. Il en est cependant ainsi si f est un morphisme simple.

5« Prolongements infinitésimaux de morphismes.

Soient p: X »Y un espace enzlytique X au-dessus d'un autre Y ’
q: Y'-» Y un espace anclytique au-dessus du mfme Y , Yé) un sous—espace
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analytique de Y défini per un Idéal de type fini ¢ ; on suppose

3n+1=0 ,

ie es que Y!' est dans le voisinage infinitdsimal dtordre n de Y:D s Soit
f: ¥+ X un Y-morphisme, et f_ 3 Y! » X se restriction a I! , de sorte
qu'on a le diagramme commtatif suivant

O
X ¢ Yé
{ i
Y é Y' °
q

Nous nous proposons de déterminer les Y-morphismes f!' : Y!' + X ayant mfme

restriction fc') a ch’ que f , c'eci-d-dire f* 1 = fi . Pour cool, introduisons
X’:XxYY', Xé:XxYY:J:X'xY,Y.g ’

et utilisons la correspondance biunivoque canonique entre les Y-morphismes de
T+ (resp. Y! ) dans X , et les sections de X' sur Y' (resp. de X! sur
Y(’) Je A £, fo correspondent donc des sections g de X' sur I' et sa res-
triction g section de Xr') sur YB , et notre cquestion initiale devient équi-
valente & celle de déterminer les sections g' de X' sur Y! ayant m8me res—
triction a Y(‘) Que g , savolr g _ . Donc ensemblistement g!' doit coincider avec
g 5 et par suite est donné par un homomorphisme de faisceaux de k-algebres

g (OX') -+ Oy, o Ce dernier sfannule sur la puissence n~iéme de 1'homomorphisme
composé de precedent avec l'homomorphisme canonique GY' OY' , et a fortiori

sur la puissence n-iéme du noyau de l'homomorphisme gl(Ox.) = Oy, défini par

g lui-mfme. On peut exprimer ce f2it en disant que g' se factorise nécessaire-
ment par le voisinage infinitésimel d'ordre n de l'immersion g!' : Yt - X!

I
quc nous dénoterons par Y° (@) » Considérznt Y! (n) comme un cspace analytique

au-dessus de Y! grfice su morphisme induit par l= projection X' » ¥' , ot intro-

-

duisant de mfme le voisincge infinitdésimel d'ordre n de g, s soit Y’(

stidentifie a Y! (n) Xy Yé en vertu de l.1, on a le diagrammec

s qui
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(n) (n)
e Y
ﬁ‘\ @ O&
‘: g(n) ‘ g (Sn)
/ /)
’ i P

e ey ’

sont les morphismes induits par g , 8, » ¢t nous sommes ra-

ou g(n) et go(n)

menés maintenant & trouver les sections gt () de Yt () s Y' ayant mfme
restriction 'gon que g(n) e Or ici lcs espaces topologiques sous-jacents aux
quatre espaces analytiques en présence sont les mfmes, et nous sormes ramenés a wne
question de faisceaux de k=algébres sur Y! o Pour la formiler, rcmarquons qu'en
vertu de 2¢4 et de 1l'assertion de compatibilité qui précéde 2.1, on a un isomor-

phisme canonique de O -Algébres augmentées
1

o ()-'_\’_, g*(@(n) A (@(1/1))
ct de mdmo

0, )~ e O e oy,

avece

Considérons donc le diagramme de faiscesux sur Y!

WV
(<]
QO =
"
o

0 >J _".OYI

(n)y

0__...__.)3f *(y Ry ——>t (P(I/l))___..gf (@(?)____,o y

qui est commtatif et dont les deux lignes sont exactes, on a de plus un homomor-
phisme dtaugmentation de Gy,-Algébres

= g(n)* £ (@(I/I)Y) — y:
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induisant

B o= g e e

Ceci posé, on a donc 3

PROPOSITION 5.1 ~ Les notations étant celles du début du numéro, l'ensemble
E(f,) des Y-morphismes f! : Y'- X qui sont tels que f' i =f_ , esten cor-
respondance biunivoque avec liensemble des homomorphismes de GY,-algébres

vi: f (@(n) ~ O,

tels que le morphisme déduit par réduction mod J

. e* ey
vyt fo(@X/)I - OY;)

soit égal & l'augmentation uj e

le cas le plus important est celui ol on se donne aussi une rétraction de Y:

swr Y3 , i. e. un morphisme J : TP - ¥: tel que ji =1dy, ou ce qui revient
au mfme un homomorphisme de faisceaux de k-algebres

OY: - OY’
[«

relevant 1l'homomorphisre czanonique OY’ - OY3 , de sorte que OY' devient une
(o]

OYéneJﬁ‘ebre augmentée. Etant donné alers un Y-morphisme £ : Y! o X, ilya

vne fagon canonique de le relever par f = fo j 5 et on suppose que f a é%é choisl
ainsi. Alors, posant pour abréger

b

(%) O}:: = G&, > QI: = a4, @)gr}/) = 3 s T (@(r/l)) =8

on aura un isomorpaisre de C-Algébres augmentées :

B =68 c a
OC’_O

(résultent des définitions et de £ = £, j - Donc les homomorphismes des

a-Al~ébres v de B8 dons @ corresporcent biunivoquement aux homomorphismes de

&o-Algébres v de @, dans @ , et lthomomorphisme v, ¢ (Bo —»flo déduit de v

par réduction mod g niest ~utre que le composé B —— L+, ou la deuxidme
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fldche est 1'homomorphisme canonique. On obtient ainsi @

COROLLAIRE 5.2. — Sous les conditions précédentes, ltensemble E(f) des
Y-morphismes f!' ¢ Y!' -+ X +tels que f!' i = fo est en correspondance biunivogue
avec 1l'ensemble des homomorphismes de ab-Algébres wioB, @ qui relévent
1'homomorphisme d'augmentation &, -+d, (o &, 8, & , B, sont définis dans
(¥) ci-dessus).

Cela reméne donc le probléme géométrique de llextension infinitésimale d'un
morphisme d!espaces analytiques, & des questions standar d de théorie des algébrese

Lorsque n =1 , 541 s'explicite de la facon suivante en termes des faisceaux de
différentielles ¢

COROLIAIRE 5.3. = Sous les conditions de 5.1 (donc sans supposer l'existence
d'une rétraction de Y' sur X ), mais supposant en plus que n = 1 , 1. 8. que

J est de carré nul, 1l'ensemble E(i‘o) est en correspondance biunivoque avec
l'ensemble

G = Hdmoy. (£ @}]-{/Y) + J) ’
o]

ct est donc muni d*une structure de groupe, et a fortiori d'ensemble principal

homogéne sous le groupe G « Cette dernidre structure ne dépend pas du choix du

prolongomont f de f  enun Y-morphisme ¥t X, (lequel choix a uniquement

pour r8le de "fixer l'origine" dans l'ensemble principal homogéne obtenu).

On laisse au lecteur la vérification de cette invariance. On notera que sous

les conditions de 5.2, l'ensemble principal homogenc envisagé ici a cn outre unc
origine naturelle, savoir f = £ d e

Si on part de fc s Mais qu'on nc scit pas a priori s'il cxistc une cxtension
£ de fo cn un Yemorphisme Y!' o X , i1 y a lieu d'cnvisager lc faisceau
.S(fo) sur Y! des germes d'extensions de f_ cn dos Y-morphismes f 8 Y! - X .
Applicuant 5.1, on voit que le faisceau

® = Homg, (c.@x/p) + 9

operc dc fagon neturelle sur le feisceau S(fo) s ¢t quec pour tout ouvert
Ucyr, I(U, S(fo)) = E(fo]U) est vide ou un ensemblc principal homogéne sous
T, 9 . On ait sous ces conditions que &f,) est un faisccau formclloment




M-22

principal homogéne sous le faisceau en groupcs 8 o On a ainsi obtenu ¢

COROLIAIRE 5.4+ = Sous lcs conditions de 53 lc faisceau &(f 0) des germes de
prolongements de f un Y-morphisme Y! -+ X c¢st un faisceau formellcment prine—
cipal homogéne sous lc faisceau @ « En perticulier, si le prolongemcnt cst pos-—
siblc localement, par cxemple si X ost simple sur Y (VI, 3.1, (iv)), &(f)

cst un faisceau principal homogéne sous ¢ , donc donnc licu & unc classc dc co-
homologic canonigue

c(f,) eHl(Yé ) ’

dont 1'annulation cst néeessaire et suffisante pour 1ltexistence d'un prolongement
global de f  cn un Y-morphisme f ¢ Yt - X,

J-Rappcll.ons d'ailleurs que lorsquc X est simple sur Y , alors d'sprés 2.9,
& /v cst un lodule localement libre sur X , ct on peut écrirc aussi

= ®.

G)[/Y = E.?}Eq(@:;/y ’ OX) .

Cc dernicr faisceau sur X , qui cst défini dtailleurs pour tout cspace analytique
X sur un autre Y , cst appelé faisccau des dérivations dc X sur Y , ou lc

faisccau tangent de X relativement & Y , ou le feisccau des automorphismes
infinitésimoux de X sur Y o

Nous renvoyons lc lecteur & [4], III, n°® 5 pour diverscs variantes utiles qui se
déduisont formellement de 543 ct 54, permettent dans certains cas dc construirc
dc prochc cn prochc des prolongements infinitésimeux de £, dtordrc crbitrairc.

6« Prolongement infinitésim=l de structurcs complcxcse

PROPOSITION 6ele — Soicnt p ¢ X - Y un espacc anclytiquc X sur un sutre

Y, Y, un sous—cspacc analytiquc de Y défini par un Idézel J de type fini tel
que 32 =0, X0 =X Xy YO ct P, ¢ Xo-» YC 1lc morphismc structurcle Alors lc
faiscocu sur X des germes de  Y-automorphismes de X induisent 1'identité sur

Xo cst canonicucment isomorphc &
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1
8 = I-Iom@XO @:xo /Yo y 3o %) .

Il suffit d'cppliquer 5.3 cn y remplagent X , ¥ , 7 , ¥! par X, Y, X ; X,

ct f par lc morphisme identique idX « Lorsque 9;'{ /X cst localement libre sur
o

Xo (ce qui cst le cas en particulier si X o cst simple sur Yo s ct a fortiori

si X ost simple sur Y ), ou si Je0y est localement libre sur X, on peut
aussl éerire

S = GXO/YO @ex g.ox ’

o)
ou be /Yo cst le faisceou tangent de X sur Y ; enfin si X est plat sur
Y (en particulicr si X cst simple sur Y ), on a eussi JeOg = p*(g) d:ou

J0 = p2 (D .

Sous lcs conditions de 6e%, ¢t supposant X simple sur Y , considérons licn-
scmble E(Xo) des classcs, & um isomorphisme preés, d!espaces analytiques X3
simplcs sur Y , munis d‘un .Yo-isomorphismo

X DL, xe
o}

xy Yo

LX)

étant cntendu qulon tiont compte de cette donnée pour la notion d!'isomorphisme
cnvisagécs En vortu de [3], VI, 3.1, (iii) un tcl X' ost "localement isomorphe!
& X sur l'cspace X o D!'aprés un principe général bicn cormu, 1*cnscmblo
E(X,) cst donc cn corrcspondance b’univoque avee 1'ensemble e X, 58 . ch ¢
est lc faisceau dos Y-automorphicrcs de X pour le structurc onv:.sagée;' ie ce
dcs Y-zutomorphismes de X  qui induisent 1tidentité sur Xo o Nous veners pré-

cisément dc détermincer ce failscccue Done @

COROLIAIRE 6.2. — Licnscmblc E(Y, ) des classcs, & un isomorphismc prés, d'os-
paccs a.naly’taquo« X* simples sur Y , munis d*un Y -—:.somorphlsmo
Xt xy Y o, X. 5 est on corrcspordence biunivogue avee Bt X, » 8) o0 8 cst
lc faiscceu sur XO défini dens 6-1lo

Cet cnscmble cst done muni d'unc siructurc d!cnsemblc principal homogenc s
le groupe H1 (Xo , ) . ct on constctc quc cette structurc nc dépend pas du choix
do 1lc solution X choisic du prebléme 2°sxtension de structurcs complexes s_mples
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sur la basc (ce choix consistant simplement & fixer une origine dans l'ensemble
principal homogéne envisagé). Nous en laissons la vérificetion au lecteur.

Un raisonnement & peu prés formel développé dens [4], III, 6.3, permet de tirer
de 6.1 1'énoncé suivant plus complet que 6.2 :

.

PROPOSITION 643« = Soient Y un espace analytique, Y, un sous-espace analy-
tique défini par un Idéal de type fini J tel que 32 =0, X, un espace ana=-
lytique simple et séparé au-dessus de T E(Xo) et 9 1'ensemble défini dans

6e2 et le faisceau défini dans 6el. Alors

(1) Il existe une classe d'obstruction canonique dans H2(XO sy 8) , dont 1t~=-

oulation est nécessaire et suffisante pour qu'on eit E(Xo) £0 .

(ii) Si cette classe est nulle, alors E(Xo) est de fagon naturelle un ancem-

ble principal homogéne sous le groupe Hl(XO ; 8) .

REMARQUES 6e4¢ = Dans [4] on utilise un recouvrement de X par des ouverts
affines Ui s tels que dans chaque Ui un prolongement infinitésimal de Ui en
un schéma simple sur Y existes Si on ne veut pas utiliser le théorie des espaces
de Stein (remplagant les schémas affines), on peut faire intervenir un argument de
paracompacité, dont le déteil est leissé au lecteur, pour choisir des ouverts
Ui recouvrant XO tels que dans chaque Ui n U, les deux structures induites
par les prolongements infinitésimoux cghoisis de Ui et U, solent isomorphes
(et non seulement localement isomorphes) (cfe le livre de GODEIENT [2], Chap. II,
lemme 3.8.1). Ce procédé est dtailleurs artificiel et 1l'hypothdse de séparation

de Xo relativement 2 Y5 certainement inutile, comme nous 1l!avions déja noté
dans [4], III, 6.4.

6e5+ ~ Nous nous somme bornds ici & 1'étude des qucctions de prolongements in-
finitésimrux de morphismes, ou de structures complexes, lorsqu'on fait des h;-
pothéses de simplicité relative, assurant que "localement" les choses se pascent
biene Il importercit cependant de feire aussi une étude détaillée du prolcngzment
infinitésimal dens des cas ol on ne f2it plus de telles hypothésess Par eiervle,
une étude géométrique de le compectificetion naturelle (sens doute celle de
BAILY-SATAKE) des especes modulaires d'échelon n pour les courbes de genre gy
est certeinement liée a4 1'étude des familles de courbes de genre g pouvani
avoir des singularités (dont les types peuvent dtzilleurs sc mrdeiser par des ar-
- guments heuristiques). L'étudc infinitésimale des déformations dc telles cou:bes
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singuliéres devrait nous indiquer par exemple si (pour un n ‘assez grand) cette
compectification est non singuliére, ou permettre de déterminer quand l'espace
modulaire local pour les déformations d'une courbe donnéc est non singuliers Il y
aurait lieu également de préciser les phénoménes d'obstruction supérieure 1liés
au procédé des prolongements infinitésimaux de prochc cn prochce

7« Ltinvariant de Kodaira-Spencers

Soit pt X -+ Y un morphisme simple d'espaces analytiques. Considérons le voi-
sinage infinitésimal du premier ordre al = A]i de la diagonsle de Y x Y , et
ses deux projections

1
Py » Pyt A" > X ’
posons

X, = X x, (A1

1 v > Py) pour i=1,2 ’

d'oli deux espaces analy'biques simples sur Al , dont les restrictions & Y sont
canoniquement isomorphes & X « En vertu de 6.2, 1l'obstruction & 1l'existence d'un
Al-isomorphisme Xl—r\i-» X2 induisent 1t'identité sur X = Xi x 1 L4 estun
&lément bien déterminé ' A

o(%/7) € H X , Sx/v O, @) ’

qu'on appellera la classe de Kodaira-Spencer de X sur Y . Elle est définie ici
sans hypothése de régularité locele sur Y o Considérons 1l'image canonique de

e (X/Y)

ct (X/Y) € (Y , Rl p*(mx/Y) QGY @é)) ’

son annulation en un point y e ¥ est évidemment nécessaire et suffisante pour
llexistence d'un voisinage ouvert U de y dszns Al tel qutil existe un U-iso-
mor phisme XlIU N, X2|U induisent 1'identité sur X|U .

Lorsque X est "triviel sur Y ", i. e. est Y-isomorphe & un espace analytique
Yx2Z , o0t Z estun espece analytique, =lors c(X/Y) est évidemment nul, car
alors X xY et Y x X sont Y x Y-isomorphes (car‘ Y x Y~isomorphes a
Y x Y xZ), donc = fortiori leurs restrictions 2 A*  sont Al-—isomorphes. De
m™me ¢! (X/Y) est nulle lorsque X estMocalement trivicl sur Y ", ie e. lors-
que tout point de Y a un voisinege ouvert U sur lequel X soit trivial.
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Rappelons que la réciproque de ce dernier fait est vraie, d'apres KODAIRA~SPENCER,
lorsqu ' on est sur le corps des complexes, si on suppose Y simple et X propre
sur Y , [L]s Dans le cas d'ailleurs o Y est simple, donc 9_;'[ est localement

libre et isomorphe au dual du faisceau localement libre (SX des dérivations de
Y , on a un isomorphisme canonique

R p, Gy /y 6, @) - Homg (5y R p, (G ) s

de sorte qu'on peut aussi considérer c! (X/Y) comme un homomorphisme

1
e! (X/Y) Gy >R p (G /Y)
clest le point de vue de KODAIRA-SPENCER, adopté dans [17.

Jlignore si 1tanmulation de c! (X/Y) est encore suffisante pour la locale tri-
vialité de X sur Y en supposant seulement X propre sur Y , sans hypothése
de non singularité sur Y ; 1le prenrl.er cas & regerder serait celui o Y est

réduit & un point dtanneau locel artinien, i. ec le cas d'une déformation infini-
tésimale dtune structure complexe. Une autre question suggérée por la définition
de ¢! (X/Y) adoptée ici est la suivante : On suppose que Y est au~dessus d!un

espace analytique S , et on trouve alors per le procédé précédent une classe

c(R/T/5) e H' (X , Gy 0 D*@sg))

d'ou une classe
N /Y/S) €T LR Gy 8 0¥ Q) s

qui sont d'ailleurs images des classes précédentes c(X/Y) et o! (X/Y) par les
homomorphismes cononiques évidents. L'annuletion de c? (X/Y/S)

est nécesscire pour
gue X soit localement acu-~dessus de

Y isomorphe & 1l'image inverse d'un espace
analytique simple sur S o Sous quelles conditions a-t—on encore une réeciproque,
généralisant le théoréme cité de Kodaira-Spencer ?
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