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VARIÉTÉS ET ESPACES MIXTES

par Adrien DOUADY

Séminaire Henri CARTAN
13e année, 1960/61, n° 2

7 nevembre 1960

1. Catégorie de modèles.

Soit B un espace topologique. On définit la catégorie §~ de la façon sui-

vante : les objets sont les ouverts de B x C ~ un morphisme
f : U i U’ d’un ouvert U c B x C dans un ouvert U’ * C B x C est une

application continue f : U ~ U’ satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1° Le diagramme

est commutatif, fi désignant la projection de B x en sur B.

Pour tout x ~ B , l’application f : Ux -~ U~ est holomcrphe, où

U 
x 

1 z E z) E U} , (re sp. .

Lorsque B est muni d’une structure de variété C~ (resp. variété R-ana-

lytique, resp. espace C-analytique) on obtient une catégorie C~ SB
(resp. R resp. C en astreignant les morphismes à être des applica-

tions C~. (resp.... )

Plus généralement, si B a Bt est une application continue d’un es-

pace topologique dans un autre , un morphisme de Sf1 est une application con-
1

tinue f d ’ un objet U dans un objet U’ de , f telle que

1° le diagramme

soit commutatif.

2° d x E B t Uf (x) 
est holomorphe.

1



Si f 
1 

est une application C~ d’une variété dans une autre ~ f sera

un morphisme de Si, de plus, c’est une application 
On obtient ainsi, pour toute catégorie d’espaces topologiques, une catégorie
fibrée Sn (resp. resp....).

II. Définition des espaces et variétés mixtes.

’’ Première définition~

Soient B et V des espaces séparés, n : V -~ B une application continue.
Une structure d’espace mixte sur B est définie sur V par un système de- cartes

~i ~ ~ ~ ~ les sont des pour chaque i ~ (p .
est un homéomorphiame de U. sur un ouvert de V tel que le diagramme

soit commutatif ; enfin ( V i j) le * changement de carte" 0 cp , est. un

isomorphisme de SB d’un ouvert de U1 sur un ouvert de 

La structure ainsi définie est une structure d’espace mixte C) . Si B

est un espace C-analytique5 et si les changements de cartes sont C-analytiques,
on a un espace mixte C-analytique. Dans ce V est lui-même un espace C-
ahalytique, et les fibres Vx = 03C0-1 {x} sont des sous-variétés C-analytiques.

Si B est une variété C (resp- resp. et si
les changements de cartes sont C~ (resp....) , on a une variété mixte (C~, C)
(resp. (R , G) ; i resp (C , C) ) . V est alors elle-même une variété. Remarquonsr",, ,,,",, ~~ 

~ ~° ° ~’ "" ..

que la notion de variété mixte (C , C) , ou se réduit à celle de
variété C-analytique V , munie d:une projection r ; a V ~ B sur autre

variété C -analytique , de rang maximum en tout point.

Soient 03C0 : V ~ B et w : : V: ~ B: deux espaces f1 ; B ~ B
une application continue (re sp... ) . r Un morphisme de ‘,T dans V’ au-dessus de

fl est une application continue î : : ~’ -~ telle que le diagramme



(soit commutatif, et que , quelles que soient les cartes V et

o’ : V’ , l’application (p ! -1 o f o ~. , soit un morphisme de S~J J 
~ j-~ J ~ Y ~ ~ 

1
(resp....) d’un ouvert de U. dans U! J o
2. Définition équivalente.

Donnons un mode de définition des espaces mixtes , équivalent au précé-
dent e.

donnés deux espaces B et V et une application continue

71 : V ~ B , une structure d’espace pré-mixte consiste en une structure de va-

riété C-analytique sur chaque fibre V = 03C0-1{x}. Et- nt donnés deux espaces
pré-mixtes 03C0 : V ~ 13 et V’ ~ B’ , et une application continue

f ~ s 13 -~ un morphisme d’espaces pré-mixtes au-dessus de f I est une appli-
cation continue f : V ~ V1 telle que le diagramme

soit commutatif) et induise sur chaque fibre une application C-analytique.
~B~~

Un espace mixte est un espace pré-mixte yi : V - B tel que tout point

y e V admette un voisinage W dans V isomorphe comme espace pré-mixte à un

ouvert de B x C , avec un isomorphisme au-dessus de l’identité. Les morphismes
d’espaces mixtes sont les marnes : les espaces mixtes forment une sous-catégorie

pleine~

3 . Déformationsc

Un espace mixte ~ : V -~ B est dit propre si B est localement compact et

si l’application 03C0 est propre (i e. l’image réciproque de tout compact est

compacte) . Si c’est une variété mixte , on peut montrer que c’est une variole fi-

brée localement triviale pour la structure C~ sous-jacente, mais l’exposé pré-
cédent montre bien qu’en général deux fibres ne sont pas isomorphes comme varié-

tés C-analytiques.

DEFINITION. - Soient V une variété C-analytique compacte , B un espace la-

calement compact, b c 13 . Une déformation C-analytique de V 
0 

au-dessus de

(B , b ) est constituée par un e space mixte C-analytique propre m : V - B



et un isomorphisme de variétés C-analytique s i s Vo ~ 03C0-1 {’h ) 
L’obj et de ce séminaire est au moins locale, et une tentative de clas-

sification des déformations C-analytiques d’une variété C-analytique compacte
V donnée.

DEFINITION. - Soient V 
0 

une variété C-analytique compacte. Une déformation

C-analytique (03C0 : V ~ 13 y i : V ~ V) de V est dite localement "ver-

selle" (en anglais : "complete") si, pour toute autre déformation (03C0’ : V’ ~ B’,

il : VI) de Vo , il existe un voisinage Bi de bô dans B’ , une

application analytique fi : B’1 ~ B , avec fi (b’) = bo , et un morphisme d’es-
pace mixte C-analytique f : 03C0’-1(B’1) ~ V au-dessus (le fi tel que

f o i’ = i . La déformation sera dite localement universelle si de plus le germe
de f~ en est déterminé de façon unique par cette condition.

Il semble que toute variété C-analytique compacte V 
o 

admette une déformation

C-analytique localement "verselle", et localement universelle si le groupe des

automorphes de V est discret.

III. Champs (le vecteurs.

î . Etude sur les modeles.

Soient B un espace. U un objet de i. e. un ouvert de B x en ,
b 0 un point de 13 ~ U 0 
Un champ holomorphe de vecteurs tangents sur ? (i. e. une application holo-

morphe de U dans C ) sera dit chs..mp vertical holomorphe sur U . Un champo ~~c~ 201420142014-2014! . - 2014"" ’ - o

vertical holomorphe sur U est une application continue (resp....)
e : U ~ Cn , qui induise sur chaque fibre U un champ vertical holomorphe.
Si f : U ~ U’ est. un isomorphisme de le transporté par

f , est défini par

Où D2fx,z est l’application linéaire de dans tangente à f 
x 

au

.point z e U . C ’est encore un champ vertical holomorphe, car il résulte

intégrale de Cauchy que la matrice Dfx , z dépend continuement du couple (x , z) .

Supposons maintenant que B soit une variété C~ , pour fixer les idées, et soit
T l’espace tangent à B en b . Un champ défini sur U de vecteurs tangentso o o



à U , i. e. une application w: U ~ T x sera dit champ projetable
0 0 ~.". ’ ’ 2014’2014

holomorphe si z) = (to , 03B8(z) ) , où t e T est un vecteur ne dépendant
pas de z , appelé projection du champ w , et e (z) est un champ de vecteurs ho

lomorphe. Si B est un espace C-analytique , pouvant présenter une singularité
en bo’ on donne la même définition. T alors l’espace tangent à B en

b 
o 

au sens de ZARISKI, i. e. le dual de m e st l’idéal des germes en

b de fonctions holomornhes sur B , nulles en b .
Si f : U ~ U’ est un isomorphisme de (resp....), le transporté

f 03C9 est défini par f 
* 

z)) = 
Z 

03C9(bo , z) , où i

Dfb z 
: T x Cn ~ T x C est maintenant l’application linéaire tangente à

f au point z) . C’est un champ projetable holomerphe. En la matrice

Dfb z 
’ 

.

dépendent holomorphiquement de z (pour Dl f , cela résulte (le ce que fx est

holomorphe pour tout x ) . En posant f z’ ) - (t 03B8’(z’)) , on a

ce qui montre bien est un champ projetable holomorphe.

Un champ proj etable holomorphe sur ’tJ est un champ n (resp. ...) de vecteurs

tangents à U ~ qui induise sur chaque fibre un champ holomorphe.

2. Champs de vecteurs sur une variété mixte.

Soit 03C0 : V ~ B une variété (C~ , C) (re âp.... s resp. un espace

mixte on définit par partir des certes les notions de
*B~~ 

. 

- champ vertical holomorphe sur un ouvert d’une fibre

-- champ vertical holomorphe sur un ouvert de i

-- champ projetable holomorphe sur un ouvert d’une fibre

.- champ projetable holomorphe sur un ouvert de v .



Soit ? un champ de vecteurs C~ (resp....) sur V . On obtient en inté-

grant 03BE une application notée d’un ouvert W c R x V contenant

~ 0~ x V (resp. C-analytique d’un ouvert tr~ c C x V ) dans V , caractérisée

par

(1) + t2 , y) = et; (t1 , e(t2 , y) ) , le premier membre étant défini
~ chaque fois que le second l’est.

~(t,y)j~=~(y) .
Remarquons que W e st une variété mixtc sur R x B (rcsp. un espace mixte sur
C x B ).

PROPOSITION. - Pour que el : W ~ V soit un morphisme d’espace mixte au-

de ssus de la proj ection R x 13 -~ il faut et il suffit que ~ soit un champ
vertical holomorphe. Pour que B.Il ~ V soit un morphisme d’espace mixte

au-dessus d’une application d’un ouvert de R x B contenant {0} x B dans B,
il faut et il suffit que 03BE soit un champ proj etable holomorphe.

La démonstration est laissée au lecteur.

IV. L’application de Sponcor-Kodqira.

Soient 03C0 : V ~ B une variété mixte (resp. un espace mixte 

13 , V = n-1{bo} . Soit T 
. 

l’espace tancent à B en b 
0 

sens

de Nous introduisons les faisceaux suivants sur V :

0398o : faisceau des germes de champs verticaux holomorphes sur V ;

03A0o : faisceau des germes de champs localement projetables holomorphes sur V ;
A : faisceau 03C0* To , i. e. faisceau des germes d’applications localement cons-

tantes de V dans T .
e o

On a une suite exacte de faisceaux sur V :

qui donne naissance à la suite exacte de cohomologie

D’autre part, on a une application canonique
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qui est injective si Vo est non vide, et surj ective si V, est connexe.

,
DEFINITION. - L’application de Spencer-Kodaira est la composée

Cette application est un outil essentiel pour l’étude locale des déformations de

variétés C-analytiques. Remarquons que 3 n’est autre que le faisceau des ger-

mes de champs holomorphes de vecteurs tangents à V , donc ne dépend que de V ,
tandis que To ne dépend que de la base. D’autre part, 3 o est un faisceau ana-

lytique cohérent sur V , et si V 
0 

est compacte y H1 (V ; 0 0 Î est un espace

vectoriel de dimension finie sur C ([1 ’]) . On voit donc que dans ce cas. qui est
le seul où on puisse dire quelque chose de non triviale po pourra 8tre accessi-

ble au calcul.

Il est clair que , si la variété mixte donnée est triviale, i. e. V = B x V ,
fi étant la projection sur B , l’application po est nulle. Le prochain exposé
a pour but de montrer que, dans une certaine mesure, p o indique la non-triviali-

té de V au voisinage de V .
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