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7 nevcnbre 19/

VARIETES ET ESPACES MIXTES

par Adrien DOUADY

I. Catégorie de modeéles.

Soit B un espace topologique. On définit la catégarie Sg de la fagon sui-
vante : les objets de 8; sont les ouverts de B x‘E? s un morphisme
f ¢ U - U' dtun ouvert U CB x’gfl dans un ouvert U!' C B x&n est une

application continue f 3 U - U' satisfaisant aux deux conditions suivantes 3

1° Le diagramme

est commutatif, désignant la projection de B «x c® sur B

Pour tout x e B , 1'application ot Ux - Uz'c est holomerphe, ou

U =1{z e'gjl(x,z)eU}, (resp. UY) .

Lorsé:,ue B est muni d'une structure de variété C° (respe variété R-ana-
.lytique, respe espace Agranalytique) on obtient une catégorie CG’SB
(resp. R 85 , resp. G Sy ) cn astreignant les morphismes 4 &tre des applica-
tions C% (respe eee)

Plus généralement, si f; ¢ B - B' est une application continue d'un es-

pace topologique dans un autre, un morphisme de Sf est une application con-
1
tinue f d'un objet U de SB dans un objet U' de SB, telle que

10 le diagramme

Uf,U'

|
7 TT
'&1 f1,1
B s X

foit commutatif.

2 VxeB, f_ 3 U -» U? (%) est holomorphe.
1



2--Ce

81 £, est une applicatihn c” Ad'une variété CT dans une autre, f sgera
un morphisme de G“’Sf si, de plus, c'est une application G‘”(resp. ces)e
On obtient ainsi, pourltoute catégorie d'espaces topologiques, une catégorie

fibrée 8" (resp. c¢®g? y TESPe ees)s

II. Définition des espaces et variétés mixtes.

-+« Premiére définition-

Soient B et V des espaces sépards, m ¢ V - B une application continue.
Une structure d'espace mixte sur B est définie sur V par un systeme de. cartes
¢4 B Ui -» V , ou les (Ui) sont des objets de Sg 5 pour chaque i g ¢y

est un homéomorphi-me de Ui sur un ouvert de V tel que le diagramme

(p.
U oy

i —
A\ /7
"B

soit commutatif ; enfin (V i , j) 1le "changemen* de carte™ ¢31 °©9; estun

isomorphisme de SB diun ouvert de Ui sur un ocuvert de Uj o

i N . -0 .
La structure ainsi définie est une structure d'espace mixte (C »C) « 81 B
est un espace C-analytique, et si les changements de cartes sont C-analytiques,
~no e
on a un espace mixte C-analytique. Dans ce cas, V est lui-méme un espace C-
Lavav ~

ahalytique, et les fibres Vo :;1—1 {x} sont dessous-variétés C=analytiques.

S5i B est une varidté ¢~ (resp. R-analiytique, resp. C~analytique), et si
. . AL . 2, ’ 2 %
les changements de cartes sont €~ (resps +..), on a une voriété mixte (C , C)
yorieve mixte o

(resp. (® ,C), resp (C ,C) )c V est alors elle-mfme une veriété. Remarquons
~ ~ A ~~ h

que 1+ notion de variétd mixte (C , C) , ou C-analytique, se rdduit a celle de
AN AN
variéte C-an=lytique V , munie diune projection n: V -5 B sur une autre

variété C-analyticue, de rang maximum en tout point.
LV

Soient 7+ V o5 B et g5+ : Vi 5 B! deux espaces mixtes. fl : B = B
une application continue (resps ...). Un morphisme de YV dans V' au-~dessus de

f, est une application continue f : V 5 V* teliz que le diagramme

1

v £ oy

R f, I

4

3 - B!
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(soit crmmutatif, et que, quelles que soient les cartes ¢y ¢ Ui > V et

. . -1 . . 5
@3 : U5 - V! , 1tapplication @5 o f o ¢y soit un morphisme de Sfl
(respe «..) d'un ouvert de U; dans Ul

2. Définition équivslente.

Donnons un -~utre mode de définition des esprces mixtes, équivalent au pricé-
dent s

étnnt donnés deux espaces B et V séparés, et une application continue
n: V - B, une structure d'espace pré-mixte consiste en une structure de va-
riété C-annlytique sur chaque fibre Vx = n-l {x}. ét“nt donnés deux espaces
pré-mixtes m: V - B et n' ¢ V' - B! , et une application continue
f1 ¢ B - B! ; un morphisme d'espaces pré-mixtes au-dessus de f1 est une appli-
cation continue f : V o V! telle que le diagramme

v £wn
ne |t
N ~
B B!
£

soit commutatif, et induise sur chaque fibre une application 117analytique.

Un espace mixte est un espace pré-mixte nm ¢ V - B +tel que tout point
Yy e V admette un veisinage W dans V isomorphe comme espace nré-mixte & un
n . . - . P K]
ouvert de B x‘gw , avec un isomorphisme au-dessus de 1l'identité. Les morphismes

d'espaces mixtes sont lcs mfmes ¢ les espaces mixtes forment une sous--catégorie

pleine.

3. Déformationse.

Un espace mixte m: V - B est dit propre si B est localement compect et
51 l'applicztion n est propre (i« e. 1l'image récivrogue de tout compact est
copacte) - Si c’est une variété mixte, on peut montrer que c'est unc varidté fi-
brée localement trivizle pour la structure C% sous-jacente, mais l'exposé pré-
cédent montre bticn qu'en général deux fibres ne sont pas isomarphes comme varié-
tés j%ranalytiques,

’
DEFINITION. -~ Soient V_ une variété C-nnalytique compacte, B wun espace lo-
calement compact, t%)e B . Une déformation C-an~lytique de Vo au—~dessus de

® , bo) est constituée var un espace mixte C-analytique proore m ¢ V - B



et un isomerphisme de varidtés C-analytiques 1 3 Vo - n-l{ho} .

Ltobjet de ce séminaire est 1'étude, au moins locale, et une tentative de clas-
sification des déformations C-analytiques d'une v-riété C-analytique compacte

Vo donnéee

DEFINITION. = Soient V_ une variété C-analytique compactes Une déformation
C-analytique (n: V - B, i: V o V) de V_ estdite localement "ver-

selle" (en anglais : "complete") si, pour toute autre déformation (' ¢ V' - BI,

it: Voo V) de V, » il existe un voisinage B! de b! dons B!, une
application analytique fl : Bi - B, avec fl(bé) = bo s et un morphisme d'es-
-1

pace mixte C-analytique f : n (Bi) » V au-dessus de f£; tel que

foi* =1 . La déformation sera dite localement universelle si de plus le germe

de f; en bl est déterminé de fagon unique par cette conditio:l.

I1 semble que toute variété C-analytique compacte VO admette une déformation

C~analytique localement "verselle", et localement universelle si le groupe des
A

automorphes de VO est discret.

III. Champs de vecteurse

1s Etude sur les modéles.

Soient B un espace, U un objet de Sg 9 1e e¢ un ouvert de B x c s
. _ =1
b, un point de B, U =x {b} »

Un champ holomorphe de vecteurs tangents sur Uo (i. e. une 2pplication holo-
morphe de Uo dans C" ) sera dit champ vertical holomorphe sur Uo e Un champ

vertical holomorphe sur U est une application continue (respe ees)

e: U » ¢ s Qui induise sur chaque fibre Ux un champ vertical holomorphe.
Si f s+ U <« U' cst un isomorphisme de SB , le transporte f* ® de © par
f 4 est défini par

£, o(f(x 4 2)) = D2.fX’Z.9(x y Z)

ou D2 fx ” est 1'application linésire de ,g? dans lui-mfme, tangente a f. au
’

point z € UX . C'est encore un champ vertical holomorphe, cer il résulte d'vne

intégrale de Cauchy que la mat-ice Dfx ” dépend continuement du couple (x , z) .
’

3 3 s 7 7 S . . s I
Supposons maintenant que B soit une variété C  , pour fixer lcs idées, ct soit

To ltespace tangent & B en bo e Un champ défini sur U0 de vecteurs tsngents
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a U, i. e. une application w: U o To x'gf , sera dit champ projetable

holomorphe si w(b0 y Z) = (to ’ EXz?) » ot e T = est un vecteur ne dépendant
pas de 1z , appelé projection du champ w , et 6 (z) est un champ dec vecteurs ho
lomorphee Si B est un cspace ii;analytiquc, pouvant pr senter unc singularité
en b, on donne la mfme défrniticn, To €tont alors 1l'esprce tangent @& B en
b, au sens de ZARISKI, i. es le dual de rnﬁnz sy OO m cst 1'idéal des germes en
bo de fonctions holomorphes sur B , nullcs en bo .

Si £ ¢ U - U' cst un isomorphismec de C“’%B (respe ...), le transporté

w 3 , - . - . ’:
£ est deflnlnpar £, w(féPO y 7)) beo’z w(bo y Z) , OU
be . TO xC = TO x G est maintenant 1'apnlie~tion lineaire tangente a
- , La¥a ~n
®
f au point (bO y 2) » C'est un champ projetablc holomorvhece En effct, lo matrice

beo,z stécrit

et

D, f 1 T_>~gn et D, T 3 c® 5 c®

dépendent holomorphiquement de z (pour D1 f 4 cela résultc de ce que fx est

holomorphe pour tout x ). En posant £ w(bo , 2') = (t. , 6%(z')) , on a

er(z') = D, fbo,Z(to) +D, fbo,z(w(z)) si z' = fbo(z) ’

ce qul montre bien que ﬁ* w est un champ projctable holomorphes

. 00 ,
Un champ projétable holomorphe sur U es5t un chomp 2 (respe «»s) de vecteurs

tangents & U , qui induise sur chaque fibre un champ projetacle holomorphe.

2. Champs ée vocteurs sur une variété rdxte.

Soit m: V = B unec varicété mixt: (Gw, C)  (respe eeey Tospe un cepace
nixte Agjanalytique). On définit par transport a partir cdes cortcs ies neticns 4.
— champ vertical holomorphe sur un ouvertv d'une fibre
-~ champ verticzl holonorphe sur un suvert de V
-~ champ projct2ble holomorphe sur un cuvert d'une fibre

~ champ prcjetoblc helomornhe sur un cuvert de Vo,
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Soit & wun champ de vecteurs C% (resp. «..) sur V . On obtient en inté-

grant & une applicution C% , notde b , A'un ouvert Wc R x V contenant
{0} x V. (rcsp. C-analytique d'un ouvert W c C x V ) dans V , caractérisée

par

(1) eg(’c,1 +t, y) = ec’(t1 , eg'(t2 » ¥)) , le premier mewbre étant défini

chaque fois oue le sccond 1l'este
o~ D
@ 55 o, Nl =80 .

Remarquons que W est une variété mixte sur R x B (rcspe un espace mixte sur
CXB).
[aV o ¥

PROPOSITIONs — Pour que e° : W » V

soit un morphisme d'espace mixte au-
dessus de la projection li’x B 5 B, il faut et il suffit que & soit un champ
vertical holomorphe. Pour que ea : W -V

2 50it un morphisme d'espace mixte
au~dessus d'une application d'un ouvert de ﬁE’x B contenant {0} x B dans B ’

il faut et il suffit que & so0it un champ projetable holomorphee

La démonstration est laissée au lectecurs

IVe L'application de Spencer-Kodairsae

Soient 71 ¢ V » B une variété mixte (recpe un espace mixte C-analytique),
-1 . \ T

= - 'es A, > 1 & 2 o ! ens

b eB, V =n {bo} Soit T_ 1'espace tangent & B en b (resp. au sen

de ZARISKI). Nous introduisons les faisceaux suivants sur VO :

@o ¢ faisceau des germes de champs verticaux holomorphes sur V0 H

oo

Ho faisceau des germes de champs localement projcetables helomorphes sur Vo H

. * . . . .
Ao ¢ faisceau To s lea co faisceau des germes d'applicationslocalement cons-

tantes de V. dans T
° o

On a une suite exacte de faisceaux sur Vo H

0 - ® » I = A - 0
o e} o)

qui donne naissance & la suite exacte de cohomologie
° o 6 L{1
ees o H (VO H HO) - H (VO b AO) —_ 1 (VO H 90) - eee @

D'autre part, on a une application canonique
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.
-» A
N | To H (Vc 3 ) ’
qui est injective si Vo est non vide, et surjective si V. est connexe.

, .
DEFINITICNe. - L'application de Spencer-Kodaira est la composée

o) s 9 o
ot T_ - Hl(Vo, o)

Cette application est un outil essentiel pour 1'étude locale des déformations de
variétés _g:analytiques. Remarauons que G% n'cst autre que le faisceau des ger=-
mes de champs holormorphes de vecteurs tangents a Vo s donec nc dépend que de V. ’
tandis que To ne dépend que de la base. D'autre parti EB est un faisceau ana-
lytique cohérent sur Vo s €t si Vo est compacte, H (Vo H @o) est un espace
vectoriel de dimension finie sur C ((1]). On voit donc que dans ce cas, qui est
le seul ot on puisse dire quelque chose de non trivial, P, pourra 8tre accessi~

ble au calcul.

I1 est clair que, si la variété mixte donnée est triviale, ies ee V =B x Vo s
II étant la projection sur B , 1l'application Po est nulle. Le prochain exposé
a pour but de montrer que, dans une certaine mesure, Po indique la non-triviali-

té de V au voisinage de Vo .
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