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Séminaire H. CARTAN - J, C. MOORE 17-01
$ o
12e annde, 1959/60, n°® 17 _ 25 avril 1960

DEMONSTRATION HOMOLOGIQUE DES THEORMMES DE PARIODICITE DE BOTT, II.
HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DES GROUPES CLASSIQUES ET DE LEURS ESPACES HOMOGENES

par Henri CARTAN

Avant d'aborder la démonstration des théorémes de Bott suivant les principes énon-
cés dans 1'exposé précédent (numéro 16), nous ferons, dans le présent exposé, une
revue compléte des algébres d'homologie et de cohomologie des groupes classiques (in-
finis), de leurs espaces classifiants et des espaces homogénes correspondants, en
explicitant chaque fois l'application diagonale. Nous calculerons aussi les algebres

d'homologie de leurs espaces de lacets.

NOTATIONS. ~ Les notations V , X , Y , etce. de 1'exposé 16 sont conservéess

E(uk s osoo s W s eos) désigne une algébre extérieure engendrée par des éléments
1 n

u.kl 9 ooe 9~uk 9 oee QA degrés respectifs kl 9 oo 9 kn 9 vee o De m‘éme,
n

L(vk s eeo s Vi eee) désigne une algébre de polyndmes engendrée par des éléments
1 p

dont 1'indice indique le degré. L'anneau des coefficients est sous-entendu ; en fait,

cet anneau sera toujours Z , “§2 ou «92 o

1. Groupe unitaire U(X} (cf. exposé 11 pour les démonstrations).

(1) H*(U(X) 5 Z) =‘E(a1 » B3y sen s By s eee) 5 les générateurs 851y étant

2
primitifs ;

(2) H¥U(x) 5 2) =E(a! , a

‘ 2’ Ve ' e
Z) ! SRTTREPILY VP ess) 5 les générateurs a}, _, étant

H
3
Erimi‘bifs e

Les conditions précédentes déterminent les 8311 (resp. les 831y ) au facteur

+ \ ’ . - s N .
- 1 pres. On précisera tout & 1l'heure le choix des signes. Dés maintenant, on con-

vient que @

1 -—
(Bpen ? Bpy? =1 ,

ce qui détermine les a4 une fois choisis les ay, , , ou vice-versas
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(3) H_(BU(X) 3 2) =L(xy 5 X, 5 oee , eee) 5 avec l'application diagonale

b, ='i+§ﬁk X3 @ X (on convient que Xy =1 )s
(4) H*(BU(X) ;@ =L(xé , XL'L s e s Xy s eos) 5 avec 1'application diagonale

t - > 1 1 - ant 4

Axh, = i#§=k x5, ® X33 (méme convention) .

La dualité entre les deux algébres de Hopf (3) et (4) est définie comme suit :
connaissant H*(BU(X) 5 2) 5 les x}, sont définis par :

(5) ((xz)k » x}> =1, xj},  orthogonal & tous les mondmes # (x, >,

Connaissant H*(BU(X) ;252 s Z) 5 les X, sont définis par 2

(6) (x2k s (xé)k} =1, x, orthogonal & tous les mondmes # (xé)k

Rappelons comment sont définis les générateurs des algébres H (BU(K) Z) et
H*(8U(%) 'igz o Dans 1'exposé 9, on a démontré qu'il existe des 2k H2 (BU(X) ;.2)

tels que (4) ait lieu, avec l'application diagonale précisée ci-dessus. On définit

alors les Xy, Par (6)5 ot on montre d'une maniére purement algébrique (cfs exposé

10) que (3) a lieu, avec l'application diagonale précisée ci-dessus. Consic.&rons

d'autre part 1'espace projectif complexe

P(X) = U(x ® 0)/U(X) x U(1) 3
il s'envoie naturellement dans U(X @Xﬁ/ﬁ(X)xU(XQ-*BU(?) L*homomorphisme d'algébres
H*(BU(X) 5.@2 - B*(P(X) ; Z) envoie les générateurs xb, (pour k>2 )en 0, et

envoie xé sur = u' , u' étant le générateur de 1l'algdbre de polyndmes

1 (p(x) ;ié? + Choisissons le signe de u' de fagon que x} aille en u' ; par

dualité, on va expliciter facilement 1'anplication de coalgdbres @

H (P(X) z) - H L(BU(X) 3 Z) o

Soit u 1le générateur de H, (P(X) 5.2) , tel que (u, u')=1 ; on sait que le
generateur Yk(u) de H k(P(X) ; Z) est défini par <Yk(u) , u! ) =1, Yk(u)

orthogonal aux mondmes # u' ; 1'application diagonale est donnée par

Ayk(u) ='i¥§=k Yi(u? ® Yj(u) (on convient que Yo(u) =1, Yl(u) =u )

Alors 1'application H*(P(X) 5452 q»H*(BU(X) : Z) envoie ‘Yk(u) sur le générateur
X2k d_-.@ L(x2 9 X4 9 ese X2k ’ ooo) °
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Ceci fixe entilrement les Xy (et par suite les x4y grice 2 (5)),du moins au

signe pres. D'une facon pre01se, le changement de u en «~-u transforme Xy o

(- 1) Xy b xb en (- 1) x}, 3 en particulier, Xy et X4k sont déterminés
sans ambigliité de signe.

Comme on sait, la suspension @

o + BX(eu(0) 5 2) - L) 5 2)
envoie le générateur Xék sur un générateur primitif, donc sur z aék—l s Si on a
choisi les signes des Xék (cfe ci-dessus), et qu'on convient que O*(Xék) = aék-l .

. ps . s ' ] . .
ceci fixe le choix des signes des a3y 1 et par suite eelui des 8oy * Nous

ferons toujours cette convention,

Rappelons que les Xék sont les classes de Chern du fibré universel de groupe
u(x) .

D'aprés 1'exposé. 10, 1'espace des éléments orimitifs de H*(BU(X) 5452 a pour

base les éléments 3

kl( It

(7 T S Xy 5 eee s Py = (- 1)k locy, * 3_1

*2; Pak-2j » **°
qui satisfont 2 (p2k s Xék> =1 , I1 en résulte que la suspension @
Hypq (0(X) 5 2) - H,, (BU(X) ; 2)

envoie a, , en py o

2. Comparaison des groupes U(X) et U(X') .

I1 s'agit de préciser dans quel sens les groupes H*(U(X)) , HYUx) ,
H*(BU(X)) , H*(BU(X)) ne dépendent pas du choix de 1'espace X , supposé de dimen-

sion infinie.

Considérons d'abord deux espaces X et X' de méme dimension finie,Ils sont
isomorphese Alors tous les isomorphismes X - X' induisent le méme isomorphisme
H*(U(X)) ﬁiH*(U(X')) « En effet, tout revient a montrer qu'un automorphisme intée
rieur du groupe U(X) induit 1'automorphisme identique de H*(U(X)) ; or clest
évident parce que, le groupe U(X) étant connexe, tout automorphisme intérieur est
homotope & 1'identité. M8mes résultats pour 1 (u(x)) , H*(BU(X)) , etce
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Lorsque X et X' sont tous d-ux de dimension infinie, on définit un isomorphis-
me canonique de H*(U(X)) sur H*(U(X')) ; pour cela, on remarque que les deux in-
jections X - X® X ot X - XX définiscent dos isouorphismes
H*(U(X)) QYH*(U(X ®X')) et H*(U(X’)) X H*(U(K ®Z%')) . On vérific alors que si

X, X et X" sont de dimension infinie, 1'isomorphisme canoniquc
= z n
B (U() & H (0(2))
est bien composé des isomorphismes canoniques H*(U(X))== H*(U(X')) et

H (U(x)) = H*(U(X")) . De plus, si 1'on a un isomorphisme f : X - X' , il induit
* 3
bien 1'isomorphisme canonique H*(U(X)) (U("‘)) ; cn effet, soit g ¢ X' = X

1'isomorphisme réciproque ; (x , x') = (gx‘ fx) eost un automorphisme de X & X'
qui induit 1'automorphisme id.ntique de H (U(X® X')) (pour le voir, passer i la
limite sur les sous-esvaces de dimension finie) ;3 on a un diagram'e commutatif

E,(U(x)) » H_(U(x'))

|

H,(U(X @ Xi))———i-‘i:—,H*(U(x ®x))

ol les isomorphismes verticaux sont définis par les injections, et le premier homo-
morphlsme horizontal est induit par f .

De tout cela résulte qu'une fois choisis les générateurs 81y (et de méme
' ! . o ° . . 3 3 . .
8oxmy & Xop 2 X5y ) pour un espace X particulier (de dimension infinie), ils

définissent des générateurs bien déterminés de H (J(X')) , rTespe HY(U(X')) , resp.

H*(BU(X')) , resp. H (BU(X')) s pour tout espace X' de dimension infinie. On em-
ploiera les mémes notations 851 » €tec. pour désigner ces générateurs j cela ne
présente aucun risque de confusion, vu ce qui précéde.

Soit maintenant a un automorphisme du groupe U(X) (pas nécessairement un auto-
morphisme intérieur).A r—iori, il transforme a1 et & @opng (ou & = - I )e
Mais i1 résulte du numéro 1 que g = (e ) (en effet, X est transformé cn

» et il suffit d'éerire que 1'automorphisme de H_(BU(X)) est compatible
% %2k ¥
avec l'application diagonale). Donec il y a seulement deux cas possibles : ou bien
1l'automorphisme @ de U(X) induitl'identité de H (U(X)) ou bien il transforme
3
fopey ©D (-~ 1) 85y.1 ° Dans le premier cas, o induitl'identitf pour H LBU(X)) ,

ete. ; dans le second cas, il transforme Xy en (- l)k oy 9 etce
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EXEMPLE., - Supposons X = VC ; & chaque T € U(X) , associons la transformation
imaginaire conjuguée T . Bn'Tegardant le cas ou X est de dimension 1, on voit
que T -»T induit H*(U(K)) —>H*(U(X)) qui transforme a, a4

X de dimension infinie, T - T induit 1'automorphisme non trivial @

en = » Donc, pour

X
By @ (= 1) Ay .

3, Groupe symplectique Sp(Y) .

(8) H*(Sp(Y) ;'&) = E(b3 » by eee s By vee) 5 les générateurs by, étant
primitifs,

(9) B¥(sp(¥) 5 2) =E(b§ L) W evs) 5 los gérérateurs by , étant
primitifs. (cf. exposés 3 et 5).

'e . rd + S 2’
Les b4k 1 et b4k 1 sont déterminés au facteur =1 pres . Lo signes ssront préci-

ge fus lon ;dés maintenant, on convient que <b4k 10 b4k 1)
On a vu (exposé 9) que :

(10) H¥B(sp(¥)) ,'&) = L(y;l- » T s oo yik 5 eee) 5 avec llapplication diagonale

 J— t t 1 —
Byly = safek Thi © Viy (v = 1) .
En raisonnant exactement comme on vient de le faire au numéro 1 pour le groupe
unitaire, on trouve ce qui suit

(11) H*(B(Sp(Y)) ’«E\.) =L(y4 Y IRTTRPI JPR ees) 5 avec l'application diagonale
My = 1 T4 @Yy G0 =N

L'application P(Y) - B(Sp(Y¥)) définit un homomorphisme de coalgebres
H (P(Y) ; Z) - H (B(Sp(V)) ; Z) qui envoie Yk(v) en ¥, ( v désignant le
generateur de H, (P(V) ; Z)) , du moins pour un choix convenable des signes (qui

seront précisés plus 101n) La relstion entre les Yax et les y4k est donnée par ¢

(12) ((y4) s yt‘lk> =1, yjrk orthogonal 2 tous les mondmes # (y4)k s
k k
1 —
(13) (y4k ’ (y4) > =1, Yy orthogonal & tous les mondmes # (y4)
. * . t t 1 ° . X ? -
La suspension o  envoie y4k en b4k-1 3 on conv1ep‘b que O (y4k) b&k-l s

ce qui fixe les signes des (et par suite ceux des ), unc fois choisis

4-k 1 41{
les signes des y!, » L'espace des éléments primitifs de H (B(op(Y)) .3) & pour
4k
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base les éléments ¢
Kk+1 kol j+1
(14) p4 =y4 ) eee p4k = (" 1) k'y4k + jél (" 1) y4j p4k_43 9 ocooe

Pour éviter toute confusion de notation ave. les primitifs de H*(BU(X) 3.2) s

on écrira p4k(y) s TeSpe ka(x) .0na:

Comme au numéro 2, on montre que si ¥ et Y' sont deux espaces quaternioniens
de dimension infinie, on a un isomorphisme canonique de H*(Sp(Y)) sur H*(Sp(Y'))
de H*(B(Sp(Y))) sur H*(B(Sp(Y'))) , etce

4. Comparaison de Sp(Y) et U(Y) .

Considérons 1'inclusion naturelle Sp(Y) c U(Y) o En regardant les fibrations de
Sp(k) et de U(2k) sur la spheére ghk-1 , on voit par récurrence sur k , que le
.generifeur by de H*(op(Y) 3 2) vasur g 81 a1 € H*(U(Y) 3.2) 5 avec
€& = =1 o Par suspension, p4k(y) va en g p4k(x) . Un calcul facile de dualité

montre que XikAZ va dans O (pour des raisons de degré) et que X&k va en

&, ¥jj + En crivant que 1'application H (8U(Y) ; 2) > H'(B(Sp(¥)) 3 2) est compa-
tible avec les diagonales, telles qu'elles sont données par (4) ct (10), on obtient

. k
: -— 1~ —
les relations € ej = €i+j s dlolu & = (sl) R

Nous choisirons Yy (ouy; ce qui revient au méme, b3 )} de fagon que g = 1.

Alors e =1 pour tout k « Avec ce choix ¢
? 1 ]
(15) Dypeq VAR 8y s Xiep vaen 0, Xjy vaen iy .

Les yik sont les classes symplectiques du fibré universel de groupe Sp(Y) o Par

-

agrandissement du groupe structural de Sp(¥) & U(Y) , elles s'expriment a 1'aide

des classes de Chern Xik comme le montre (15).

Cherchons quelle est 1l'image de Yax dans H*(BU(Y) 3 Z) par l'application
H*KB(Sp(Y)) ;AEJ 4»H*(BU(Y) ;Agg . On 1'obtient en écrivant que p4k(y) va en
p4k(x) , et utilisant les formules (7) et (14). Le calcul montre que ¢

X i
(16) (=1)"yy  vaen i+32-_-2k (=17 x4 %y
k-1

2 ; i
+2 ¥ (-1) x4: % .
170 2i- T4k=21

= (- 1)k(x2k)

ce qui s'exprime formellement comme suit 2
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k i
% (- 1) Tk va en (é (- 1) XZi)(§ ij) .
Considérons le fibré

Sp(Y) - U(Y) - U(¥)/sp(Y) .
On connalt 1'application H_(Sp(Y) ; 2) - H*(U(Y) 5 2) yqui envoie Dypoq on
8yl elle est injective, donc les différentielles de la suite spectrale du fibré
sont nulles, ot H*(U(Y)/Sp(Y)) _s'identifie au quotient de H*(U(Y) ; 5) par
1'idéal engendré par les images des éléments de degré >0 de H*(Sp(Y) 52) .
Ainsi :
! ° — LI S

(17) H*(UCY)/SpCY) ’«E} = E(a1 > 85 5 ees s By s eee) 5 les génératours 8141

étant primitifs. Par dualité :

* . = ' ‘nd 5

(18) H*(U(Y)/sp(¥) ,Aé) = E(ai s 8L s see s aik+1 s oee) 5 les générateurs aik+1

étant primitifs.

Par abus de langage, on utilise la méme notation 8pyeq  POUT les générateurs de

H*(U(Y) ;hgz et pour leurs images dans H*(U(Y)/Sp(Y) ;’52 « De méme pour les
ajfkﬂ § HY(U(Y)/sSp(Y) ; 5) s'identifie & une sous-algébre de Hopf de

o~

5. Comparaison de U(X) et Sp(XH) .

Démontrons la proposition suivante @
(19) Lt'inclusion U(X) c Sp(XH) induit un homomorphisme H*(U(X) ,Nz\), - H*(sp(xﬂ) ;5)
quievoie Gypsy D 0, et 8y B 2b4k-1 .

D'abord, les primitifs vont sur des primitifs, et comme il n'y a pas de primitif

de degré 4k +1 dans H (Sp(Xy)) , 814 V@ on O o Pour momtrer quo a, , Vva

» s . . .
en 2b,, , s on observe que 1'inclusion Sp(]ﬁ) - U(XH) envoie by o en 8, .,
et par suite il suffira de prouver ¢

(20) La composée des inclusions U(X) - Sp(XH) - U(XH) envoie a,, ; dans
dans O ).

ey (ot

DEMONST RATION de (20). - XH s'identifie, comme C-espace vectoriel & droite, as
X®X', ou X' désigne un “second exemplaire de X , muni de la structure 'g:vecto—
rielle (x , ¢) » x¢ (le produit xc é&tamt pris au sens de la structure vectorislle
de X ). L'injection U(X) » U(XH) associe 3 T ¢ X - X 1'application
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XeX' > X ®X' qui envoie (x, y) dans (T(x) , T(y)) . Prenons une C-basc

(ei) de X ; on définit un isomorphisme X - X' en associant 2 % ey ¢4 (c:.L 5,82
1*é1ément % ei'zi . Par cet isomorphisme, T se transforme en T (définie par la
matrice imaginaire conjuguée). Linsi on a un Ag:isomorphisme XH ~X®X, et 1'in-
jection U(X) = U(XH) devient 1'application U(X) -» U(X ® X) "qui, 3 T , associe
1'application (x , y) =» (T(x) , T(y)) de X @ X dans lui-méme. Elle induit un

homomorphisme ¢
£ 2 H(U(X) »H(U(X e X)) 3

on va montrer qu'il envoie 8yp1 D By g * (- 1)k 851 Or f se factorise

comme suit ¢

1 (000) & 1, (5(0) & 1 (0(0)29%  (9(0) o 1 (v(x)) 1222

SH(U(XxeX) eu (l(xex) SH(U(xex)

o A est 1'application diagonale (qui envoie ay , en ay @1 +1@a, . ),

A désigne 1'application induite par T » T (qui transforme 8yny OB (= l)k YRR
comme on l'a vu & la fin du numéro 2), Hq et p, sont induites par les deux
injections x - (x , 0) et x- (0, x) de X dans X @®X , et ou P est la mul-
tiplication dans 1'algébre d'homologie. On sait que Hy et Hy envoient 8511

en ay 4 (cf. numéro 2), et en composant toutes les applications ci-dessus on voit

k
bien que f envoie a, . en ay , * (- 1) 833 *

De (19) il résulte, par susvension, que H*(BU(X) 5.&) - H*(B(Sp(XH)) ;h§) envoie
le primitif py,5(x) en 0, et le primitif p,,(x) en 2p,, (y) o Utilisant (7)

et (14), on en déduit facilement, par récurrence sur k ¢

(21) H*(BU(X)) > H*(B(Sp(%gz) envoie x en 0, et x en (= l)k

4%+2 4% Tax
La situation est donc duale de celle décrite en (15) ; par suite, on a la situatim
duale de celle de (16)

(22) H*(B(Sp(XH)) - H*(BU(X)) envoie yp, en i+§;2k (- 1)* x}s Xéj ; de méme,
P4k(y ) va en (" 1) p4k(x )

Pour calculer 1'homologic et la cohomologie de 1'espace homogéne Sp(XH)/U(X) s

on considére le fibré

() Sp(¥g) /0(X) » BU(X) - B(sp(Xy)) .
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En cohomologie & coefficients dans ‘év, H*(B(Sp(XH)) - H¥(BU(X)) ost uno gplication
injective d'aprés (22) (c'est la duale de 1'application surjective (21)),. donc les

différentielles de la suita spectrale de cohomologie sont nulles ; donc ¢

(23) Lrelgébre de Hopf H, (Sp(x,)/U(Z) -z) s'idotific cu quotisnt de 1'algdbre de
o *
(BU(X) ; Z) = L(x s x4 s ser X2k s ess) par 1'iddal engendré par les
é1éments §L2k (- 1)l 5 Xéj « On voit que H*(Sp(XH)/U(X)) est engendrée,

i+
comme algébre, par les classes de Chern du fibré Sp(ij > Sp(X )/U(X) , de groupe

structural U(X) .

On va voir que H (Sp(XH)/U(X)) est sans torsion (donc Z-libre), en explicitant
1'algdbre d'homologie duale. Dans le fibré (%) ci-dessus, H (BU(X)) fx (B(Sp(Xﬁ))
est une application surjective ; donc H*(Sp(XH)/U(X)) s'identifie au "noyau"

(au sens des algébres de Hopf) de la surjection f o Ce "oyau" est formé des 616~

-

ments a ‘tels que l'application composée g t

H (BU(X))—-) H (BU()()) @ H (BU(X)) Lu (BU(X)) ®H (B(sp(xH)))

(b A est 1'application diagonale) transforme o en o ® 1 o L'application g
est multiplicative, Définissons par récurrence $
(24) Wy =Ky oy oeen y Uypun T Xy = kg) Wio Xppaay * o 3

e ]
on vérifie par récurrence que g(u 4k*2) = Wy ® 1 , donc Uy a2 appartient au
"noyau"., L%algébre H*(BU(X)) =L(x, 4 Xy 5 eee s Xpy o ees) est engendrde pa.:
Wy s Xy 9 Vg g eew s Xypo9 Uppon s oo On voit tout de suite qu'un polyndme en

et les x

les u Ak

4k+2
Finalement ¢

n'est dans le 'moyau" que s'il ne contient aucun des Xy

(25) L'algébre H (Sp(XH)/U(X) est une algdbre de polyndmes

L(u, 5 Ug 5 see s u4k+2 ; ess) , OU, par identification avec une sous-algébre de
H*KBU(X) ,Agj s> les u,y ., sont les é1léments de H,(BU(X) ; Z) définis par
récurrence par les formules (24).

L'application diagonale de H*(Sp(XH)/U(X) 3.2) est compliquéc. Toutefois, par
réduction modulo 2 ¢ ~
(26) L'algdbre H*(Sp(faz/U(X) ;«§2) est_engendrée par des éléments primitifs de
degrés 2 9 6 9 oee 4k + 2 9 eeo

En effet, & coefficients entiers, les primitifs p4k+2(x) définis en (7) somt
évidemment dans le "noyau" de H*(BU(X)) a-H*XB(Sp(Xﬁ)) , et on voit facilement que,

par réduction modulo 2 , ils forment un systeéme de “Générateurs de
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L(u, 5 oo s Wyyen 2 ees) » A noter que, modulo 2 , p4k(x) est le carré de
Py (%) «
Revenons 3 la cohomologic H*(Sp(XH)/U(X)) ; par réduction modulo 2 , (23) montre
* . . .
que H (Sp(%gz/U(X) ;.ég) s’ldentlgfé au quotient de L(xé , xi 3 eee 3 Ky ees)
par 1'idéal engendré par les (Xék) o Ainsi
(27) H*(Sp(XH)/U(X) 5A§2) = E(x} , X} g eee s Xy s eee) 5 1'application diagonale
2 ° 1 - z 1
étant ¢ Aka 147=x X3 ® XZJ .
(Par dualité, on retrouve le fait que H (Sp(Xﬁ)/U(X) ’«Az) cst engendrée par des
é1léments primitifs de degrés 4k +2 ).

6.+ Groupes orthogonaux O(V) et SO(V) .

On sait que (cf. exposé 5, numéro 3, théoreme 5) que si V est de dimension
infinie ¢
(28) H*(SO(V) 3«92) est une algtbre extérieure engendrée par des éléments primitifs

de degré 4k -1
(29) .H%(SO(V) ;“Qz} est 1'algébre extéricure duale.
Par silleurs, (exposé 5, numéro 5, théorémes 1, 2, et 3) s

(30) H*(SO(V) ;I\?Q) =E(Cl ’ 02 ’ 03 9 see Ck ’ oco) ’ Ack = l+JZ—k Cl ® CJ ’

(31) H¥(s0(V) 5«%2) ::L(ci , 05 3 eve s Chyaq s ess) engendrée par des Chieet
primitifs. Les ¢, sont définis comme suit : posant V =V' ® R, on a une

application ¢
(32) P(V!) = 0(V' @R)/0(V') x 0(1) »SO(V' @ R)
déduite de 1'application O(V' ® R) - SO(V' ® R) qui, & T , associe le crochet
[u, T], en notant u 1'application (x , ¢) »(x, = ¢) de V' @R dans lui -mémee
Ltapplicgtion (3R) induit H*(P(V') zz) ->H*(so(v) 3 zz) 3 ot ¢ est 1'image de
1'unique élément # O de Hk(P(V') Z2) . L'application diagonale de (30) proviont

de 1'application diagonale de 1'espace projectif réel.

A1)

“wo

Quant aux 12 ils sont définis comme suit ¢ pour tout entier k (pair ou

1
C2x+
impair), définissons cf vpar la condition :

(33) (ck s c&) =1, ci orthogonal aux mondmes # Cp

Les ci sont primitifs (orthogonaux aux éléments décomposables) et on vérifie

immédiatement que (cl'{)2 = ¢}, « La rolation (31) se déduit de (30) par dualité.
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Rappelons encore (exposé 5, numéro 5, théoréme 2) @
(34) Beoy = Cop g ( p désignant 1'opérateur de Bockstein), d'ol par dualité

(35) predy g = (cl'{)2 ( p' désignant le Bockstein en cohomologie).

Enfin (loco citato), l'espace des éléments primitifs de H*(SO(V) 3~Z~2) a pour
base les éléments :

(36) Py =c; s PyT o3t o Cys eer 5 Byt T Oue ¥ ieyboied O3
0<i<]

=, .2
1+§=52%+1%1 %5 °
0<i<j
Calcul de la p-homologie de H(SO (V) ; Z,) : comme pmalgdbre différentielle

gradude, H*(SO(V) ;'3\2) est un produit tensoriel @

o
Sy Blegy 9 opy) s

ol B ost définipar (34).Donc 1'algdbre de pP-homologie s'idertifio au produit tensoriel
des p=-algébres d'honologie des E(°2k’°2k-1) , ctest & dire au produit tensoriel des
algébres extérieures E( c2k°2k-1) « Ainsi 1'algébre extérieure engendrée par les
produits oy Cotcmt est une sous-algébre de H*(SO(V) H ZZ) s contenue dans le

noyau de B, et qui s'envoie isomorphiquement sur Ker p/Im p e Or (35) donne

(37) Pak-1 = C2x Cx-1 T ?(i%:zk 21 °2j) .

0i<
Il s'ensuit que les primitifs Pgy-1 engendrent une sous-algebre extérieure A de
H*(SO(V) : ZZ) » contenue dans Ker B, et qui s'envoie isomorphiquement sur

Ker ﬁ/Im e A estune sous-algebre de Hopfe

D'aprés (28), A et H*(SO(V) ;&2) ont méme rang en chaque degré ; il s'ensuit
que les é1éments de torsion de H*(SO(V) ;&) sont d'ordre 2 (cf. exposé 5,
Appendice)s De plus H,(SO(V) 3&) = H,(S0(V) 3«?\,)/%“ H, (S0(V} 5.&,) est une algé-
bre extérieure engendrée par des éléments primitifs 341{_1 (cfe exposé 4, corollaire

du théoréme 4) ; ceci détermine les E4k-1 au facteur * 1 oprés. Ainsi @
(38) HE,_(s0(V) 5.2) =E(E3 > s see s By eee) engendrée par des %4ke1
primitifs.

Par dualité

vk . = 1 1 =1 2 )
(39) E(so(v) ; z) ---E(-é'3 s & s wee s Bpy g s ees) engendrée par des 1

AN

primitifs,
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et on choisira les signes des générateurs de fagon que ¢

- - _
(40) (egry » fict? =1
(les signes seront définitivement choisis plus loin)e En outre (cf. Appendice au
présent exposé), les éléments de H*(SO(V) ;;é) dont 1'image dans H*(SO(V) 5«%2)
appartient 2 la sous-algébre de Hopf A forment une algébre de Hopf isomorphe &
ﬁ*(SO(V) 3 .2) « Ainsi 1'algdbre extérieure ﬁ*(SO(V) ;.Z) se plonge canoniquement
dans 1'algébre H*(SO(V) ;Aé) , et dans ce plongement E;k-l vient en un élément
(que nous noterons CRW ) dont 1'image dans H*(SO(V) 3«%2) est 1'é1ément primi=-
tif p4k_1(c) .
REMARQUE. - On ne peut pas plonger T*(s0(v) 3A§) comme sous-algébre de
* %
H (SO(V) ;'3) s Car, dans H (SO(V) ;'\?\2) =L(Ci I 0'3 g eoe Cék"'l 9 uoo) I} le

carré d'un élément non nul n'est jamais nul.

Opérations de Steenrod dans 1*(s0(v) ;«32) . = I1 suffit de calculer les Sq— c} *

Ce sont des éléments primitifs, donc on a, a priori @

(41) sqt cp = e(k , i) Chei ’
oi elky i) =0 ou 1 . Pour déterminer e(k , i) , transposons :

Sq; c =gk, i) Cy .

k+i
I1 suffit de faire ce calcul dans 1'homologie de l'espace projectif réel ; par
dualité, on voit que les formules (41) seront les m@mes que dans la cohomologie de

1'espace projectif réel, ce qui donne aussitdt :

(41') e(k, i) =(k -1, 1) (coefficient binomial).

7. Groupe spinoriel Spin(V) .

Comme algdbre de Hopf, H (SO(V) ;«52) est vroduit tensoriel des algdbres de
polyndmes L(cék-l) , dont chacune est engendrée par un élément primitif. Par dua-
1ité, H*!SO(V) 3~§2) est produit tensoriel d'algebres de Hopf
E1 s E3 3 eee s Epp g5 eeey E2k-1 étant une algdbre extérieure engendrée par
des é1éments de degrés 2k = 1 , 2(2k = 1) , 4(2k = 1) 4 eve y 272k = 1) , «us

Spin (V) est un revitement d'ordre 2 (simplement connexe) de SO(V) « On a

donec un fibré :
Smnﬁ)aSMV)»Kgé,l) R

ou K£§2 s 1) est l'espace projectif réel (de dimension infinie).
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H*(K(&g , 1) ;AZQ) est une algdbre de polyndmes 2 un générateur de degré 1 , qui
s'envoie sur le généreteur ci de H*(SO(V) ;«52) ; donc la suite spectrale de
cohomologie & coefficients 2, a ses différentielles nulles (cf. exposé 5, numéro 5,
théorsme 4), et H (Spin(V) 5«§2) s'identifie & 1'algébre de Hopf, quotient de

H¥(s0(V) 5~§2) = L(ci ’ cg y sse s Chyq s ees) par 1'idéal engendré par cl . Ainsi

¥, . .
(42) H (Spin(V) ;«§2) = L(cg s c% s eee s Chi s ..s) engendrée par des ci,
primitifs.
Par dualité, on voit que ¢
(43) H. (Spin(V) 3 Z,) s'identifie 2 la sous-algébre de Hopf
% V2P 2
E;@E,® ... ® Bopag ® ++¢ de H*(SO(V) 3#@9 ; comme algtbre, c'est une algébre

extérieure engendrée par des é1léments de tous les degrés non égaux & une puissance
de 2 o

8. Comparaison de U(X) et de S0(X) .

Considérons 1'inclusion naturelle U(X) c SO(X) « En regardant les fibrations de

k-1

U(k) et de S0(2k) sur la sphére $2k- , on voit que, dans 1'homomorphisme $

B (0(0) 5.25) » B, (000 5.%)

le générateur va sur 1'élément primitif p2k_1(c) « Par dualité,

82k-1
(44) dans H¥(50(X) ;;;2) - B*(U(x) ;«éz) » Chq Vaen &g *

De plus, les fibrations de U(2k) et S50(4k) sur st~ pontrent que, dans
H (U(X) 5 2) = H(S0(X) 5 2) 5 a, 4 vaen z g;k—l . En fait, on peut méme pré-
ciser : dans H (U(X) 5 2) » H(SO(X) 5 2) , &y, vadans e, . , puisque
c'est un éliment dont 1'image dans H,(SO(V) ; Z,) est p4k-1(°) . Nous fixorons
les signes en convenant que 3

(45) L'application H*(U(X) 5A§) - H*(SO(X) ;AZQ envoie &y OB Sy g ¢

Par dualité, H (S0(X) 5.2) = ¥ (u(x) ;Aé) envoie EZk-l en aj, 4 o

9. Espace classifiant BO(V)

On a vu (exposé 9) que ¢

(46) H*(BO(V) ;'“52) =L(Zi ’ Zé g eeso Z]’K ) ooo) I Azi{: i"'JZ:k Z]!’ ® 255

(zé =1) 3

les z& sont les classes de Stiefel-Whitney du fibré universel de groupe o(v) .
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En raisonnant comme au numéro 1 (pour les classes de Chern), on obtient par dualité

(47) H*(BO(V) ;&2) =L(Zl ’ Zz 9 eve Zk 9 ooo) 9 AZk= i"’JZ:k Zi © Zj
(zO =1) .

La relation entre les z, et les zi est donnée par

(48) ((zl)k , zi) =1, z; orthogonal 2 tous les mondmes # (zl)k s

(49) 2y » (zi)k) =1, 2z, orthogonal 2 tous les monSnes # (zi)k .

L'application P(V) - BO(V) défimit un homomorphisme de coalgébres
H*(P(V) ;“22) - H*(BO(V) ;~§2) qui envoie yk(w) en  z, ( w désignant le géné-
rateur de Hl(P(V) ;~g2) , c'est-a-dire en fait 1l'unique élément non nul de

Hl(P(V) 5«%2) )« Ceci explicite entitrement les z, » et par dualité les zj .

L'espace des é1éments primitifs de H*(BO(V) ;~§2) a pour base les éléments ¢

2 2
(50) Py =21 Py = (Zl) 3 see Poy = (pk) ’
2
Pokel = Z2ke1 " jfl %5 Pak+1-] ‘

Ils satisfont aux relations (pk ’ zi) = 1 .. Pour éviter toute confusion avec les
primitifs de H*(BU(X) 3.2) » on les notera pk(z) .

La connaissance des opérations de Bockstein dans H*(P(V) ;AZQ) détermine
aussitdt les Bockstein dans H, (BO(V) 5«22) :

(51) ﬁZZk = Zopg ( B est une dérivation d'algdébre), ce qui entraine

ﬁkaﬂ(Z) = (pk(Z))'2 .

Par dualité, un calcul facile donne les Bockstein dans H*(BO(V) ;~g2) $
1,1 = ! St 1 - gt ot
(52) Blook = 2ok ¥ 21 %2k 0 P22 = 71 Zopm
(pour le voir, observer que p'zl,, est orthogonal 3 tous les mondmes sauf
(zl)f'zzg si n =2k, il en est de méme de A} 23, 5 81 1 =2k=1,il en est
1 1] ]

de méme de 1z}, ., + 2} 2} ).

Calcul de la p-homologie de H_(BO(V) ;«ZQ) t corme P-algdbre différentielle
graduée, H_(BO(V) ;~%2) est un produit tensoriel :

& Lz, , » 2,,) ,
11 k=1 2k

B étant aéfini par (51).

Donc 1l'algébre de B=homologie s'identifie au produit tensoriel des p-algébres

]
.
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d'homologie des L(z2k 1* ZZk) y c'est-a-dire au produit tensorlel des algebres de
polyndmes L((z 2k) ) + Ainsi, 1'algdbre de polynémes L((z, ) y e 3 (Z2k)2 s eee)
est une sous-algébre A de H (BO(V) 520 ) , contenue dans le noyau de f, et qui
stenvoie isomorphiquement sur Ker ﬁ/Im ﬁ Dans chaque degré, le rang de A (com-
me espace. vectoriel sur 7, ) est égal au rang de H*(BO(V) ,AQQ) comme Q,-module

en effet ¢
H,(BO(V) 5.8,) ®»H,(B(SO(V)) ;.8)

puisque B(SO(V)) est un revitement d'ordré 2 de BO(V) . Or, d'aprés le théoréme
de Borel (exposé 7, paragraphe 7, théoréme 1), (28) entralne que H*(B(S0(V)) ;«QQ)

est une algébre de polyndmes avec un générateur dans chaque dimension 4k
Ce Qe Fu Do

Puisque, dans chaque degré, le Lo-rang de A est égal au ~Q,-rang de
H (BO(V) ’-2) s les é1léments de torsion de H (BO(V) ;.2) sont d'ordre 2 (cf.
exposé 5, Appendlce) De plus (cf. Appendice au présent expose), les éléments de
H (BO(V) Z) dont 1'image dans H (BO(V) ’NAQ) appartient 3 la sous-algébre A
forment une sous-algebre B de H (BO(V) Z) canoniquement isomorphe & l'algebre
H (BO(V) =H (BO(V) Z)/Tors H (BO(V) ; Z) . On verra plus loin (numéro 10)

qus ¢ est une algebre de polyndmes engendree par des éléments de degrés 4k .

Soit maintenant A'! 1la sous-algebre de H (BO(V) 3«%2) engendrée par les
(z’ 2 ; elle est isomorphe 2 L((z')2 g e s (zék)2 5 ses) o Elle est dans le
noyau de f' , et comme la dualité entre L(z1 s see s Zy s eee) et
L(z1 3 oo o Zk s eese) induit une dualité entre A et At , il s ensult que A!
s'applique isomorphiquement sur Ker p’/Im g' « Donc (Appendice) les éléments de

H*(BO(V) ; Z) dont 1'image dans H *Bo(V) ; Lo ) appartlent 3 A' forment une
sous-algébre B' de H'(BO(V) ; 3.2) 1somorphe 3 TH(BO(V) ; Z) o Or cette derniére
algébre est une algébre de polyndmes engendrée par des éléments de degrés 4k (en
effet, il en est ainsi pour H*(BO(V) 5AQ2) et pour A ; il suffit alors d'appli=-
quer 1'exposé 4, corollaire du théoréme 4). Par le plongement de (BO(V) 2Z)
dans HT(BO(V) ; Z) (i. e. sur la sous-algébre B' définie 3 l'instant), les
générateurg de cette algébre de polyndmes viennent en des é1léments tik s définis
au signe prés, et dont les images dans 1¥(so (V) 5«%2) sont précisément les
(zék)2 |

On déterminera plus loin [formule (58)] 1'application diagonale de 1l'algébre de
Hopf T*(BO(V) ; Z) , ainsi que le signe des générateurs t), o Cecl permettre, par
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dualité, de montrer que l'algebre 'ﬁ*(BO(V) ;.2) est aussi une algébre de polyndmes

et de déterminer son application diagonales

On obserwrs g B' a pour supplémentaire dans H*(80 (V) 9~Z\,) le sous-espace
Tors H*‘(BO(V) ;NZ;) , canoniquement isomorphe & Im ' ; et que (Zék-rl)z eIm B,
2
1 —_ ] t 1
car (a3y,1)" = B' (25 25p.y)
Passons & 1'espace classifiant B(SO0(V)) , qui ost un rovetenment dtordre 2 de
BO(V) + On a donc un fibré

B(SO(V)) - BO(V) - K(Z, , 1) .
En raisonnant comme pour le calcul de H*(Spin(V) H ~Z~2) s on voit que 3
%
(53) H™(B(S0(V)) ;,\:4\2) =L(Z' ’ 2'3 9 e 9 Zi( ’ eer) 9

quotient de H *BO(V) 5 Z,) par 1'idéal engendré par z! . Les 2z (pour k22 )
«~2 1 k
sont les classes de Stiefel-Whitney du fibré universel de groupe S0(V) + Dans
H¥(B(s0(V)) ;M\z) , les opérations de Bockstein sont données, d'aprés (52), par
151 -— 1 1 —
Bady =2y 0 F2pn 70 -
I1 en résulte que la sous-algébre A' engendrée par les (ZZk)z est canoniquement
isomorphe & la ﬁ'—algebre de cohomologie de H *B(s0(V)) 5.2 ) . Ainsi
H¥(B(s0(V)) 5 2o ) et HXBOWV) ;  Z ) ont méme B -cohomologlo 5 et puisque
1¥B(s0(V)) ; Qz) ~ H*(BO(V) 5.4,) » on conclut

(54) HE(BO(V) 52) »H *(B(SO(V)) 5.2) est un isomorphisme.
Par dualité
(54") ﬁ*(B(SO(V)) ;'&) ->'ﬁ*(BO(V) 3.2) est un isomorphismes
De 12 résulte que H*(B(SO(V)) ,&) ;G,'identifie au quotient de H*(BO(V) 3.2)

par un sous=-espace de torsion .

10, Comparaison de SO(V) et U(V)

Considérons la composée des 1n,]ect10ns s0(V) ~» U(V, ) »SO(&’) . Elle définit
" (SO(V) Z) -»H (SO(\{-}) ; Z) qui envoie e4k L en 28 4 On le voit en rai-
sonnant comme dans la demonstratlon de (20), mais c'est encore plus facile. De plus

H (U(V ) Z) -»H (SO(V ) 3 Z) envoie ay . 10 d'aprés (45). Donc ¢

en e4k_

(55) Dans H*(SO(V) ;5\‘) ->H*(U(VC) ;'é\)' , va_en 2a4k_1 .

~N

Cax-1

I1 s'ensuit qu'?2 coefficients dans ~Q2 ; l'application ¢

H (S0 (V) 5.95) ~H{U(V,) 5.8,)
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envoie bijectivement 1'espace des "générateurst(quoticnt par le sous-espace des
décomposables) sur 1l'espace des "générateurs", en chaque degré 4k = 1 o Donc
H*(B(SO(V)) ;«92) - H*(BU(VC) 5,Q2) envoiec bijectivement 1'espace des primitifs sur

1'espace des primitifs, en chaque degré 4k o Par dualité @
* *
H (BU(\LCQ 5.9) = H (80(V) 5.Q,)

envoie bijectivement 1'espace des'générateurs'de degré 4k sur 1l'espace des Ngéné=
reteurs" de degré 4k . Par suite, 1l'application H*(BU(VC) 3 2) » H¥(BO(V) 5 2)

envoie X}, en A Bl s OB M, oSt unc puissance d 2 541! opposé d!une puissance de 2.

On va préciser ce résultat, et prouver que Xik va en - tik s ce qul permettra

de fixer le choix des tik en convenant que ¢

(56) L'application H*(BU(V,) 5 2) »H'(BO(V) 52) envole xj, om tjy -
Pour le montrer, on va déterminer 1'homomorphisme d'algdbres de Hopf ¢

gt B(0(0) 5 25) » B (UE) 5. 2,)

On sait déja que les générateurs z, de 1'algébre de polyndmes H*(BO(V) 5A§2)
sont les images des générateurs additifs de H*(P(V) ;~22) , que nous noterons
encore z , identifiant H*(P(V) 3«%2) 2 une sous=-coalgébre de H*(BOGV) 3A§2) ;
et que les générateurs x,, de 1'algdébre de polyndmes H*(BU(VC) ;Aﬁz) sont les
images des générateurs additifs de H*(P(VC) ;g&z) , que nous noterons encore

X5y » identifiant H(P(Vy) 5.2,) 2 une SGus-coalgebre de H (BU(V,) 5 2,) « L'ap-

[av e d

plication ¢ sera déterminée par sa restriction :

p o B0 520 » B0 5%
induite per 1'injection naturelle de 1'espace projectif réel dans son complexifié.
Ji dis que w(zzkl =Xy s W(Z2k+1) =0 t en effet, en cohomologic
H (P(VC) 3.2) » B (P(V) ;«§2) , lo générateur de degré 2 de 1l'algébre de polyndmes
H*(P(ng ;“a) s'en va sur le carré du générateur de degré 1 de 1l'algebre de po-
1yndmes” ¥ (p(v) ;«§2) .

~

Ainsi @(ZZk) = Xy s @(22k+1) = 0 o Par dualité :

X N £ 3 . ] 1 ] 2 .
(57) H (BU(XQ? ,ﬂgg - HY(BO(V) ’«éz) envoic x}, dans (zk) 3
en cffet, (zl'{)2 et 1'image de xj, sont orthogonaux 2 tout monbme # (22)k , ot

leur produit scalaire avec (z2)k est égal a 1.

(57) montre que Xikﬁz ve dans un é1ément dlordre 2 de H (BO(V) 5«£) , élément
qu'on peut identifier 2 (Zék+1)2 per 1'isomorphisme Tors H*(BO(V) 3.2) X Inm B!
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De (57), il résulte d'autre part que H*(BU(VC) 3.2) »H H*(BO(V) 3,Z) envoie

x, dans un élémont dont 1'image dans H(BO(V) ;%) est (22,)% 5 c'est-a-dire
deng un élément de la forme tﬂ‘fk +2u! , u' &tant un élément de la sous-algebre

* ° . Yy + ’5 . -
B! ¢ H*(BO(V) ,@ . Or on sait deja que Xz.lk va en }\k t'k ’ "}\k étant une puis

sance de 2 ; par comparaison, on voit que }»'{ -1 , comme annoncés

Ainsi, on 2 le droit de poser la convention (56 ). Les tik ainsi définis s'appel-
lent les classes de Pontrjagin du fibré universel de groupe 0(V) . Elles engendrent

la sous-algébre B' de H¥(BO(V) ;NZ) , qui ost une algdbre de polyndmes (sans tor-

gion) ayant pour supplémentaire Tors H*(BO(V) ; 2Z)
H*(BU(V ) 3.2) ° H¥@Bo(V) ; 3 est un homomorphisme d'algébres de Hopf, et qui
T o T 13
e:ivon.e x4k+2 en O et X4k en t4k s en notant t4l 1'image de t4k dans
T (BO(V) 3 Z)) 1tapplication diagonale de H *Bo(V) ; ) est donc donnée par ¢

A.'E? = Z _'-. ® -—{. (? = 1) e
(58) 4k 14j=k 41 43 0

Par dualité (cf. exposé 10), on obtient @

(59) ®H (BO(V) Z) 2st une algébre de polyndmes L(—4 y eee s t4k s eee) avec

' 2
1 appllcatlon dlagonale At4k i t41 ® t43 (-O

On a défini au numéro 9 un isomorphisme de H *(BO(V) ;NZ:‘) sur une sous-algébre
B de H*(BO(V) 3,\2,'\) . On notera t4k 1'image de _541{ par cet isomorphisme. Ainsi
B =L(‘b4 sy eee s by eee) a pour supplémentaire, dans H*(BO(V) ;‘&‘) s le groupe
de togsmn, formé d'éléments d'ordre 2 o L‘lmage de by dans H*(BO(V) ,v&z) est
(7)

REMARQUE. - La relation (58) e% 1l’spplication diagonale dans H*(BO(V) ; NzQ)
(définie par (46)) déterminent 1'application diagonale dans 1 (B0 (V) ;& , bien
que, & priori, ce ne soit pas une algébre de Hopf 3
2 2
(s81) ael = 2 % etl.+ § (a1 Ve (ay o)
N A RS 2k-21+1
on rappelant qu'on a identifié (Zéj-l)z 3 1té1ément de Tors (H¥(BO(V) ; 2) ,
1 * ° AmA @
image de X}52 € H (BU(V'Q\)’ 3.2) 1.{On a de méme ¢

2
(59') tbyy = 1+;;Z-k s @ty * a2t (Gas)” @ (aain

L'application diagonale (59) permet d'expliquer une base de 1l'espace des é1éments

primitifs de ¥ _(BO(V) ; 2) :

)2
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- Y s N Y L -
(60) p4 —t4 9 oee p4k - ( 1) k-t4k + jgl ( 1) t4j p4k—4j 9 eeo

On les notera p4k(€) .

D'apres (56), 1'application H*(BU(VC) 5.2) »EY(BO(V) 5 2) envoic

en 0, comme on 1'a"d8ja dit. Par duslité ;

Xé'Lk en
tﬂ:k s ot xz'}k+2

(61) T (BO(V) 5 2) »H*(BU(VC) 3 2) envoie p4k(¥) en p4k(x) .

N

De 12 on déduit, comme pour (16)

. k ‘ i
(62) H*(BO(V) ;'&) aH*(BU(VC) 5.2) envoie (- 1) t4k en 'Z (- 1)* X1 %5 °
~A i+j=2k
En raisonnant comme dans la démonstration de (20), on montre que 1'application
composée ¢
—— f —
H(BO(V) 5.2)-> H*(BU(\@ 5.2)-B T, (80(Y,) 5.2)

~N

envoie chaque é1ldément primitif dans le double de ce méme é1lémente Ainsi go f
envoie p4k('€) en 2p4k(T) . Or, d'aprés (61)y f ecnvoie p4k('f) en p4k(x) 3
donc g envoie p4k(x) en 2p4k(-t-) , et (pour des raisons de degré) envoie

p4k+2(x) en 0 .

Ce résultat, qu'on vient de montrer pour 1l'espace complexe VC s vaut pour tout

~s

espace complexe X de dimension infinie. Ainsi ¢
(63) H*(BU(X) 3.2) -;H*(BO(X) 3 2) envole p4k(x) en 2p4k('b) .

On a vu (numéro 1) que la suspension o, H(0(X) 5 2) = H (BU(X) 5 2) envoie

23y OB p4k(x) ; on sait d'autre part par (45) que l'injection U(X) c SO(X)
envole a,, . en e, , €H {80(%) ; Z. ) « En comparant & (63), et on identifiant

H(B(S0(¥)) 5,2) & H(BO(X) ; 2) d'aprés (54'), on obtient t

(64) La suspension o, t ﬁ*(SO(X) ;.&) - (B(s0(x)) 3 2) envoie ) en

* 4k=1

2’p4k('_t,') ; par dualité J

(64') La suspension o s ?I'*(B(SO(X)) ,‘&) eﬁ*(SO(X) 3.2) envoie Tb-ik en

— .
Ry *

La propriété (63) montre, en explicitant p4k(x) et p4k(¥) » ¢t en raisonnant

ar récurrence sur k ¢
p

(63) H,(BU(X) ;EM) > H(B0(X) 5 2) ecnvoile x en (-ll)k "41{ s o6 x5 en O,

4k

De 12 on décuit, en raisonnant comme pour (21) et (22) 1
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{65) H (BO(X) Z) - H*(BU(X) ,g&) envoie b}, en 145k (-~ 1) Xy Koy o

On va préciser la relation (63'), comme suit 3
(66) H(BU(X) 5 2) »H(B0(X) 5 2) onvoie x,, en (- 1)k tyy o

La relation (66) va résulter de (63') et de ceci ¢

. 2
(67) H*(BU(X) 3.2) e»H*(BO(X) 5«&2) envoie x, ~en (zk)

DEMONSTRATION de (67). =L'application H *(U(X) ; ge) - H *(so(x) ; NZQ) induit, en
chaque degré impair, un isomorphisme des espaces 4!'"éléments indécomposables" ;
comme les suspensions ¢

B (U(X) 53,) »H(BU(X) 5 2,) et  H(S0(X) 52,) - H(B(30(X)) ;5 3,)

définissent un isomorphisme des indécomposables sur les primitifs (cfe exposé 7,
paragraphe 7, théordme 3 ; ce théoréme est applicable on caractéristique 2 méme
lorsque le module A de 1'énoneé n'est pas pair, pourvu que L(4A) eit méme rang,
en chaque degré, que 1'homologie de la fibre), il s'ensuit que 1'application (67)
induit un isomorphisme des cspaces d'éléments primitifs, en chaque degré pair. Or
ce fait détermine entidrement 1'application, et la propriété (67) cn découle par

récurrence sur X .
De (67) on déduit aussitdt, par dualité @

(68) H*(BO(X) ; Mze) - B BU(X) ; Z,) onvoic sl . en O, ct 2}, on xb .

11, Homologie et cohomologie de SO(X)/U(X) .

Coefficients n92 « = Considérons le fibré en cspaces do Hopf 3

S0(X)/U(X) - BU(X) - B(80(X)) .

En homologie, 1'application H,_(BU(X) ;Agz) - H,(B(S0(%)) 5AQ2) est surjective
d'aprés (63') 3 donc H_(SO(x)/U(X) ; &2) s'identifie & la sous-algébre de Hopf de
H*(BU(X) ;Agz) » "noyau" de 1'homomorphisme d'algébres de Hopf

H,(BU(X) 3.9, Q,) - H,(B(s0(X)) ; ) « Le calcul est le méme que pour 1'homologic
H (Sp(XH)/U(X) Z) (cfe numéro 5), et on trouve @

(69) H*(SO(X)/U(X) 5«92) est une algébre de polynbmes cngendrée par les éléments
(définis par (24)).

uz 9 u6 9 oo u4k+2 3 eee
Par dualité (cf. (23)) :

(SO(X)/U(X) ,Awe s'identifie au quotlent de H (BU(X) ’«Az) par 1tidéal engen-
dré par les éléments 1+§;k (- 1) x21 j e Puisque la division par 2 est possible
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(coefficients G, ), Xik s'exprime (per récurrence sur k ) comme polyndme en

les Xii-Z pour 1 <k, d'ol ¢

(70) H*(SO(X)/IJ(X) ;'\9\2) :L(Xé ’ Xé s oo X;l’»k'("z 3 ooo) (algébre de pO].ynameS
par rapport aux classes de Chern de degrés 4k +2 ) .

Coefficients %, « - Congidérons le fibré en espaces de Hopf ¢
U(X) - SO(X) - S0(X)/U(x) .

On a vu au numéro 8 que H*(U(X) 3«§2) - H*(SO(X) 35 Zo) envoie 8. ©O
p2k+1(c) 3 c'est donc une injection, et par suite H,(SO(X)/U(X) 5«§2) s'identi-
fie au quotient de H (SO(X) 5.2, ) = E(01 3 Ch oy e 3 C ess) par 1'iddal en-
gendré par pl(c) s p3(c) s aes s p2k+1(c) ; eee 3 d'aprés (36), cet iddal est
aussi 1'idéal engendré par Ci s C3 5 sve s Copiy 5 wee s d'od

(71) H%(SO(X)/U(X) ;i&z) = E(c2 5 Cp s eee s Oy s vv.) (algébre extérieurs),

avec 1'apolication diagocale induite Ac,, = 2 Ch. ®Chy s
2k T, %21 €%

Par duzlite ?
() H*(SOQO/U(X) 37,) = L(c2 5 Gl s eee s Clys ,2...), algébre dc polyndmes cngen=.
drée par des 6léments primitifs cj, .- = (c2k+l .

Par comparaison de (70) et (72), et en appliquant le corollaire du théoréme 4 de

1texposé 4, on voit que ¢
(73) H*(s0(x)/U(x) ; ) est une algébre de polyndmes L(ué s Uy e Wiy s ced)

En fait,on verra plus loin (cf. (88)) qu'on peut prendre comme générateurs u4k+2

de cette algdbre les moitiés des classes de Chern X5k+2 du fibré S0(X) , de
groupe U(X) , de base SO(X)/U(X) .

12, Homologie ¢t cohomologie de U(VC)/O(V) et de SU(VC)/SO(V) .

Rappelons (cf. exposé 16, proposition 1) qu'on peut considérer SU(VC)/b(V) com=

me le revétement universel de U(Ygz/b(V) , dont le groupe fondamental est Z o

Coefficients 92 « = Considérons le fibré en espaces de Hopf :

sSo(V) - U(v ) > U(V )/so(v) .

L'application H*(SO(V) ; ~2) - H LU0, ) 5 Q ) est injective, dtaprés (55) ; donc
By (U(V)/ O(V) 5 Q) = H (U(V, )/so(v) 5 Q) "'1den‘blfle au quotient de

H*(U(Vg? 3 92) par 1'idéal efigendré par les éléments a, , ; ainsi :

(74) H*(U(Vg)/O(V) 3 Q) =E(a , L «e.) , algébre extérieure
angendrée par des éléments primitifs.
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Par dualité @

(74") H*(U(V&)/o(i) ;3\2) = E(ai . a'5 s sss ) a)lrkﬂ y ves) (s'identifie 2 une
sous=algébre de H (U(VC) ;4%2) )

Coefficients 22 . = Considérons le fibré en espaces de Hopf @

U(VC)/O(V) - BO(V) - BU(VG) .

N ~

’ 1 . s ° o T o .
On a vu (numéro 10) que 1l'application ¢ ¢ H*(BO(V) ,“ﬁz) - H*(BU(VC) gﬁgz) envoie

Zop ON Xop s 6L Zppy
H*(U(VC)/O(V) ; gg) stidentifie & la sous-algébre de Hopf de @

on O ; elle est donc surjective, et par Site

H*(BO(V) ;va\Q) =L(Zl ’ Z2 9 eee 9 Zk ’ ooc) 9
"noyau® de ¢ . D'ol ¢

(75) H*(U(VC)/O(V) ;“;Q) =L(p1(z) ; p3(z) s eee s p2k+1(z) s ese) s algdbre de
AN
polyndmes engendrée par des é1léments primitifs, avec ¢

- _ 2
ﬁpzk.'_l(z) - (Pk(z)) . '
Par dualité, H*(U(VC)/o(v) ; 2,) s'identifie au quotient de
% ~n
H (BO(V) ;.\712) =L(2] 5 25 5 eee s 2} s cee)

par 1'idéal engendré par les (z{()2 (cfe (57)) 3 autrement dit @

(76) H*(U(Vb)/b(v) 1332)= E(zi » TY oy eee s 2L ees) » algebre oxtérieure avee

application diagonale Az& = 3 zi ® 23 , 1'opérateur de Bockstein 4tant donné
i+j=k , ' )

par (52).

Calculons la ['=cohomologie de H*(U(VC)/b(V) 3a§2) : comme p'-algtbre différen-
tielle gradude, elle admet une sous-algebre E(zi) (avec p' z] =0 ) 3 le quotient
par 1'idéal qu'elle engendre est E(zé s see 3 zi ’ «es) 5 avec lp Bockstein

B! 28y = 2Y1ey ? B' 2hyaq =0 o De 1a résulte que les éléments 3

1]
Zi 9 Zé Z'3 g oee Zék sz“"l 9 soe
engendrent une sous-algébre extérieure de H*(U(VG)/b(V) ;«52) , contenue dans

Ker p' , et ayant comme supplémentaire Im (' . Or les éléments primitifs de

H*(U(Vc)/O(V) 5«§2) sont donnés par des formules analogues & (36) 3 donc les 81é-
ments ¢

f — ] L - ] ] 1 t P
P] = 2] s eee s Paeug T % T %1 Pak TR Pkl

] 1]
+ o0 * Zz-k ZZk""l g eeo
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sont primitifs, et puisque 1l'on a, dans H *(BO(V) ,AAz) , et a fortiori dans
HHUE) /0(V) 5.5)

o0

o.o"‘Z

Phisr = 23y Z3pen ¥ B'(Bhy t2Y 2 ot B2 Zya) ’

on voit que les 1! (pour k >0 ) engendrent une sous-algébre extérieure de

H (U(V )/0(V) ,Afgﬁkjlengendree par des é1éments primitifs, contenue dans Ker ' ,
et ayé“{ pour supplémentaire Im (' « D'aprés 1l'Appendice, la torsion de

H*(U(v )/0(V) ; z) est d'ordre 2 , et les éléments de H (U(V )/0(V) 3.2) dont
l'1mage dans H (U(V )/0(V) ’«AZ) appartient 3 A! forment une sous-algdbre de
Hopf B' , 1somorph$A§ TT(U(V )/0(V) 5.2) (quotient de 1'algdbre de cohomologie

4 coefficients entiers par la tor51on) L'algébre B' est une algébre extérieure

’ 4 e e . } s 2
engendrée par des eléments primitifs, que nous noterons O e (ces éléments sont,

jusqu'a nouvel ordre, bien déterminés au signe prés). L'image de Gik+1 dans
* . '
OO 5.5) est ply,, -

On se propose maintenant de chercher 1'image de ik+1 dans 1'application
(U(Vc)/b(v) ; Z) - H (U(V ) 3 2) . Pour cela, considérons la suite spectrale de
cohoméfagle, 3 coefficients a§2 , du fibré

U(VC) - U(VC)/O(V) - BO(V) .
~A ~N !
Le terme E2 de cette suite spectrale est ¢
E2 =E(ai 9 soe o aék+1 9 ooo) ®L(Zi 9 eee ZI'{ ’ ooo) 9

Les algébres extérieure et polynomiale étant prises & coefficients dans 2, o De

plus, d'aprés (76), le terme E_ est @
E00=E(Zi s eee Z]::, coo) .
I1 faut donc que, dans le passage de E2 a E°° » les carrés (zl'{)2 soient "tués".,

Un raisonnement facile de suite spectrale montre, par récurrence sur k , que les

aék-l € H*(U(Ygz ;A&Q) sont transgressifs et que la différentielle d2k envoie
aék-l en (zi)z » Or, dans la cohomologie de la base H*(BO(V) ;‘éz) sy On a ¢

2
p p4k+1 (22k+1 pour k >0 .

De 1a nous allons déduire @

(77) H*(U(VC)/O(V) A eH*(U(VC) 5.2) envoie en

] ]
% e+1 2814y *

& v - 3 ? = ] ] s
DEMONSTRATION de (77} = On vient de voir que dpren Bpay = B Plisy * Done il

existe une cochaine u du fibré U(VC)/b(V) (de vase BO(V) , de fibre U(VC))

~n N
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qui induit sur la fibre la classe de cohomologie a4k+1 , et dont le cobord &u=v
est un cocycle de la base, dont 1'image dans H (BO(V) ’«Az) est p p4k+1 « En
ajoutant au besoin & u un cocycle de la base, on peut supposer que (en notant t

une cochaine de la base dont la classe de cohomologie mod 2 soit pik+1 ) ¢
-5 =2u

w étant un cocycle de la base. Ainsi 5(Ru - t) = 4w ; donc la classe de cohomo=
logie entidre de 4w est nulle, et puisque la torsion de H*(BO(X) ;iﬁ) est d'or-
dre 2 , 2w est un cobord & ( s t cochalne de la base) ; en retranchant s de
Z=-cocycle du fibré ; ce
cocycle induit sur la fibre la classe de Z-cohomologle de 2a4k+1 , et sa réduction
mod 2 est 1'image de t dans H (U(V )/O(V),Ahz), En d'autres termes, 2u =t a
pour classe de cohomologie entiére un ﬁﬁltlple impair de Qﬁk+1 , et par suite 1'ap-
plication H (U(V )/0(V) 3 Z) -»H (U(V ) Z) envoie un mﬁltiple impair de ik+1en
1*élément 2a!

u, on se raméne au cas ou s =0 o Alors 2u -t est un

v Coci exige que ce mﬁl’tiple impeir soit - a4k L (77) est ainsi

4k+1

démontrée.

On achévera donc de fixer le choix du signe des Ak+1 en convenant que

(U(V Y/0(V) z) -»H (U(v ) ; z) envoie of, ., en 2814y

Passons maintenant 2 SU(V )/S0(V) , revétement universel de U(V )/0(V) + Consi-
dérons le fibré en espaces dV7Hopf X

su(v )/S0(V) -;U(V }/0(7) ->K(Z , 1) .

En cohomologie & coefficients Z H (K(Z , 1) ’«AZ) est une algdbre extérieure

dont le générateur s'envoie sur zi € H (U(V )/O(V) ’«Az) ;

(78) donc H (SU(V )/S0(V} ’.ve) s'identifie 3 E(z2 , z3 y eee s 24 s vee) s
quotient de H (U(V'?/O(V) ,“ﬁz) par 1'idéal engendré par z} « De plus :

(781) H*(SU(V )/So(v) z) s'identifie & la sous-algébre extéricure
E(a! a5 eee s 4k+1 , ...) de g* (SU(V )/80(V) 5.2) 4 en appelant encore Ofy ..
(pour k >1 ) 1'image de AR (U(V )/0(V) 3 2) dans H (SU(V )/S0(V) 5 Z)

M

13. Homologie des espaces de lacets des groupes SU(X) , Sp(¥) et Spin(V) .

On ne s'intéresse ici qu'aux algébres d*homologie (on laisse de c6té la détermi=-
nation de l'application diagonale). On appliquera systématiquement les théorémes du

-

paragraphe 7 de 1'exposé 7 3 les références se rapporteront toujours & ce paragraphe.

On a vu au numéro 1 que H*(SU(X) 54&) = E(a3 s By 9 see s Byl s ess) coOmme cO-
algdbre (et on a précisé le choix des générateurs 85141 ) D'aprés le théoréme III

(loco citato), on obtient @
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(79) H (Q(SU(X)) Z) =L(g, » s vve s &y s ess) comme algébre, la suspension
envoyant &, en a, . (ceci fixe les &, modulo les décomposables)
De m8me, utilisant (8) et le théoréme LI, on trouve

(80) H*(Q(Sp(Y)) ;Q:L‘(HZ s Mg 2 se0 s Thpen 9 ves) comme algébre, la suspension
envoyant M2 OB b4k+3 (ceci fixe les Ngp42 modulo les décomposables).

D'aprés (29), on a H*(Spin(V) ;&2) = E('é"3 y eee s EZ}k-l s eee) comme algébre,
compte tenu du fait que Spin(V), revétement universel de SO0{V) , a méme cohomolo-

gie & coefficients ‘\9\2 « Appliquant alors le théoréme III,on trouve ¢

(81) H(A(Spin(V)) 5. Q) =L(By 5 Bg s wen s Pypyp » ooe) - o

Do méme, d'aprées (42), H*(Spin(V) ’~42) :L(c'3 y eee s Ch 1y eee) 3 on appliquant
le théoréme V (loco citato), on obtient ¢

(81') B (Q(spin(V)) 5.2) =E(yy 5 Yy 5 eoe s Yoy 9 oee) .

Comparons (81) et (81') : le Q,-rang de H*(Q(Bpin(V)) ;&) et le 7Z,-rang de
H (Q(‘Spin(V)) : ~Z~2) sont égaux dans chaque degré. Donc (exposé 54 Appendice) ¢

() H (Q(Spln(V)) est sans torsion (on verra dans 1'exposé suivant que 1'al-
gébre de cohomologie H (Q(Spln(V)) : Z) est une algébre de polyndmes dont les géné-

rateurs sont de degrés 2 5 6 5 eee 5 Ak + 2 5 ees) o

14, Algébres d'homologie des espaces de lacets de SU(Y)/Sp(Y) , Sp(zCH)/U(X) ,
SO(x)/u(x} SU(V )/s0(V) .

D'apres (17), H (SU(Y)Sp(Y) 2) est, comme coalgdbre, une algdbre extérieure
E(a.5 3 eee s Byl eee) engendrée par les éléments primitifse Appliquant le théo=-
réme IN(les références se rapportent toujours au paragraphe 7 de 1'exposé 7), on
obtient ¢
(83) H*(Q(SU(Y)/Sp(Y)) 5 2) =L(E;4 s see s Guos ees) comme algébre (on note Eaxc
les générateurs, car ce sont les images des générateurs de méme nom de
B (Q(sU(Y)) 5.2) ).

Passons & l'homologic de Q(Sp(XH)/U(X)) . Commengons par les coefficients Q, ;

pour cela, appliquons le théoréme ﬁf, compte tenu du fait que ¢
E3
H (Sp()ili)/u(x) 3.9,) =L(xh 5 XLy eee s Xfpoo s coe)
(ce qui résulte aussitSt de (23)) ; on obtient ¢

(84) L'algdbre ﬂ*(Q(Sp(XH)/U(X)) ’NQQ) ost unec algébre extéricure
E(oy 5 055 eee s Gy 9 +oe) o (Cela résulterait aussi de la considération du fibré




Qsp(x,)/0(x)) - U(X) ~»sp(Xy)

AN,

compte tenu de (19) ).

Passons aux coefficients 2, : d'aprés (27), 1'algébre H*(Sp(XH)/U(X) 3~§2) est
E(xé ’ xi ) see Xék s ess) o Considérons alors le théoréme III $Comme on 1'a déja
vu lors de la démonstration de (67), on pourra 1'appliquer aux coefficients R
méme si le module A de 1'énoncé n'est pas pair, pourvu que 1'homologie de la fi-
bre H*(Q(Sp(XH)/U(X) 3«%2) ait méme rang, en chaquc degré, que 1l'algdbre
L(4) = L(v1 ,'¥; s ees s Vopog s «se) o Montrons qu'il en est bien ainsi : consi-
dérons le fibré

(%) a(sp(iy)) 0(Sp(%)/000) - 000

1'application H*(Q(Sp(Xﬁ)) 9-2) »H (Q(Sp(XH)/U(X)) 5.%p) cst 1hJective (parce
que, dans le fibré O(U(X)) - Q(Sp(Xy)) aQ(Sp(X )/U(X)) , 1'homologie de la fibre
a une image nulle dans 1'homologie di" fibré ; cfA'(19)) done les différentielles
de la suite spectrale d'homologie mod 2 de (x) sont nulles, et par suite le rang
de H*(Q(Sp(XH)/U(X)) ;052) est, en chaque degré, celui du produit tensoriel

H*(O(Sp(%ﬁ 3.2,) @ B (U(X) 5. 25) .,
=L(n2 9 ocee Tl4k+2 9 oto) ®E(a1 ) aB g ese 32k+1 9 00.);

ce rang est bien le méme que celui de L(v1 > Vgs see s Vo s ese) 5 comme

. annoncé. -

Ainsi, on peut applicuer le théorémelIIla 1'espace Sp(X )/U(X) 4 dont la cohomo=-
logie mod 2 est E(x} , «es, Xy ees) 3 dlol ¢

(84') L'algibre H (Q(Sp(XH)/U(X)) ,an) est une algébre de polyndmes

L(v1 »V3s see s Vopag s cee) e

Dans le fibré (%) ,la suite des homologies & coefficients L2 s'éerit

L(% 9 ﬂ6 9 ece T]4k+2 3 ooo) -,L(Vl 9 V3 9 see V2k+1 ’ cot)

f
-—-—’E(al 9 8.3 9 eee 32k+1 ) ooo) °

La geconde application f est surjective, donc envoic l'espace des "indécomposables"
sur l'espace des "indécomposables" ; comme ils ont méme rang en chaque degré, f
induit une bijection des espaces d'"indécomposables’, et Vorey V2 nécessairement
en ay .. (modulo les décomposables)s Alors L(n, 5 ses Mis2 2 ve.) s'identi-

fie au 'movau® de f , au sens des algebres de Hopf. Il est vrai qu'on ignore encore

1tapplication diagonale de L(v1 ’ v3 » eee 3 Vo ess) » mais pou importe @
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quelle que soit cette application diagonale, si on la compose avec 1 ® f , on
obtient une transformation qui envoie a en a ® 1 chaque fois que o est un
carré, Ainsi les earrés des é1léments de L(v1 s wee s Voo s ees) appartiennent
au "moyau', ot comme celui-ci est isomorphe & L(n, 5 ees Myys2 ? ees) 5 lo noyau

se compose exactement des carrés, pour une raison de range Ainsi ¢

(85) L'image de H*(Q(Sp(XH)) 3«&2) a»H*(Q(Sp(XH)/U(X)) 5a§2) se compose des
carrés des éléments de 1'algébre H*(Q(Sp(XH)/U(ﬁj) ;‘52) =:L(vl, Vg ene sy ces) o

Passons 2 1'algébre d'homologic de Q(SO(X)/U(X)) « On sait,d'aprés (73), que 1'al-
gdbre de cohomologie H¥(S0(X)/U(X) 3.2) est une algdbre de polyndmes
L(ué s Uy eee s uik+2 s ees) o Appliquons le théordme IV (loco citato) 3 il vient ¢

(86) H*(Q(SO(X)/U(X)) ;«Z\‘) =E(t1 Y 1:5 9 eee g ‘C4k+1 9 ..o) comme algébreo

Nous allons montrer ¢

(87) Le fibré Q(SO(X)/U(X)) - U(X) - SO(X) induit une application
H,(Q(s0(x)/0(x)) 5. 2) »H (U(X) 5 2) qui envoie

décomposables.

o+
Tﬁk+1 en = 2a4k»1 modulo les

DﬁMONSTRATION. - Considérons la suite spectrale de cohomologie, & coefficicnts
“%\2 9 du fibré H

Q(s0(x)/U(x)) - U(X) - s0(X) .
Le terme E2 de cette suite spectrale est ¢

E, =E(" Ths eee s Ty o cee) ® L(c} 4 cf s eeny Yyl s vee) ;
en effet, puisque H*(Q(SO(X)/U(X) ;052) est une algdbre oxtéricure
E(ti > Tsp see s Gpuq o «es) » le théoréme de Samelson-Leray (exposé 2, théoréme
(55 1)) affirme que cettc algdbre posséde un systéme de générateurs prinitifs ; done
1'algébre de Hopf duale H*(Q(SO(X)/U(X) 5«52) est, commc algébre, une algébre cx-
térieure E(Ti ’ z% 9 vee Takgi s see) » Revenons alors & notrc suite spectrale ;
le terme H_ est isomorphe 2 (u(x) ; Zz) = E(ai EETTRPIE? S ees) et 1'ap-
plication H*(S0(X) ; 22) - H¥U(x) ; 22) envoie cj, ., en 83141 d'aprés (44).
I1 faut donc que, dans le passage de E, & E,, les carrés (cék+1) soient "tuést.
Un raisonnement facile de suite spectrale montrc alors, par récurrcnce sur k% , que
les éléments 11k+1 sont transgressifs, et que la différentielle de la suite

)2

dppee2
spectrale envoie TZk+l en (Cé?+1 « Or, dans la cohomologie de la basc
H*(s0(x) 5.&2) y on a, d'aprés (35),
2
1 At = 1
B chier = ()
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Raisonnant alors exactcment comme pour la démonstration de (77 ) s on obtient (87).

Considérons maintenant les deux suspensions H#XQ(SO/U) ;’52 - H*!SO/U 3.2) ot
H*xU 3.2) H*(BU 3.Z) ; chacune d'elles induit un isomorphisme des "indécomposa=
bles" sur les primitifs ; alors (87) implique que 1l'espace des éléments primitifs
de H*jSO/U ;Aé) est appliqué, par H*(SO/U ;2&) -+ H,(BU ;Aé) , sur l'espace des
doubles des €éléments primitifs de H*(BU ;ié) « Par dualité ¢ l'application
H*(BU ;Aé) - H*(SO/U ;Aé) envoie le générateur de degré 4k-+2 de l'algébro de
polyndmes 18U ;«E) =L(x} , Xj oy eee s xhy s ves) sur =2 fois le génératour
de degré 4k + 2 de l'algdbre de polyndmes H¥(50/U 5 2) = L(ué s Wy eos ,ul’}k_’g, oo c)
(cfe (73)), ces générateurs n'étant encore définis que modulo les éléments décom=

posables. Conséquence $

(88) Dans 1'algébre de polynSmes 1¥(s0(x)/v(x) ;ﬂg) , les images des classes de

' . . . - . ' . . 2
Chern X142 sont divisibles par 2 , et si on note W) yee2 la moitié de la classe

de Chern de degré 4k +2 , on a ¢

H¥(S0(X)/0(X) 5 2) =L(w} , ul 5 eee s Wy o s eee)

(les générateurs u} sont donc maintenant fixés sans ambiguité).

4k+2

REMARQUE. - Entre les classes de Chern xj, du fibré SO(X) , de groupe U(X) ,

on a (cfe (69)) les relations

k" ccon (- 'y xhy 03 =0

ce qui entraine, par récurrence sur k , que les classes Xik sont aussi divisi-

bles par 2 dans H(SO(X)/U(X) 5a§2 ; leurs moitids s'expriment par des polyndmes

3 coefficlents entiers par rapport aux moitiés uik+2 des classes de Chern Xik+2 e
Arrivons enfin & l'algébre d'homologie de Q(SU(VC)/SO(V)) o Commengons par les

coefficients Q, ¢ appliquons le théoréme IV, sachant que ¢

H¥(SU(V,)/50(7) 5.9p)

d'aprés (74'). On en conclut

E(aé 3 soe aik.‘_l ’ ooo)

ce

(89) Comme algébre, H*(Q(SU(VC)/SO(V)) 3~Q2) = L(ea ) eee sik y sae) »

L%

Passons aux coefficients 7, : d'aprés (78),
H*(su(vb)/SO(v) 5.2,) = E(z) 5 «ee 5 2) s cee)
comme algdbre ; on peut appliquer le théorsme III,a condition d'avoir vérifié que
- 1'homologie H*(Q(SU(VC)/SO(V)) ;«%2) a, en chaque degré, méme rang que 1'algebre
de polynémes L(C1 5 82’, ees 3 Gy s vee) o Unc fois cette vérification faite, on

pourra conclure du théoréme IIT uerl :
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(89') Comme algébre, H*(Q(SU(VC)/SO(V)) ;NZQ) L(c1 s Gys e s by R

N

oo

Vérification des rangs : Considérons le fibré

(%) Q(SU(V,)) - Q(sU(V,,)/s0(V)) -80(V)

et 1'homologie & coefficlents 2, ; 1'application 3
H (Q(SU(V,)) 5.3,) -8, (Q(sU(V,)/50(V)) 5 2,)

est injective (parce que dan.:sw le fibré Q(SO(V)) :N Q(SU(VC)) »Q(SU(VC)/SO(V)) ,
1'homologie de la fibre a une image nulle dans 1'homolog{é” du fibré, "ofe (55)) ; donc
les différentielles de la suite spectrale du fibré (%%) sont nulles, et par suite

le rang de 1'homologie du fibré est, en chaque degré, égal & celul du produit ten-
soriel des homologies de la fibre et de la base ; d'ol le résultat annoncé. Ainsi

(89') est démontré.,

En raisonnant pour le fibré (xx) exactement comme on 1'a fait plus haut pour le
fibré (%), on démontre ¢

(%) L'image de H (Q(SU(V )) ’«A2) - H (Q(SU(V )/S0(V)) ’«AZ) se compose des
carrés des éléments de l'algebre H (Q(SU(V )/Sé?ﬁ)) ’«Az) -L(CI,CZ, coesly s cee)

APPENDICE

Espaces dont la torsion est d'ordre deuxe

Les espaces considérés ici ont une homologie de type fini en chaque degré. L'homo-
logie H*(X ;«Qz) (respe. la cohomologie H*(x 5.2 ) ) est munie de 1'opérateur de
Bockstein p (resp. B') ; on note H.(X 3 ) la ﬁ—homologle de H (X ,«ﬁz) ; de
méme pour zP (X ’Q,Q) « On note H (X) 1'homologle 3 coefficients entlers
H*(X ,Aa) et H*(X) le quotient H*(X)/Tors H*(X) c'est un groupe abdlien libre,

ayant une base finie en chaque degré ; notation analogue $ 'ﬁ*(X) o
On va raisonner en homologie ; les raisonnements seraient les mémes en cohomologie.
On sait que si H*(X QJQZ) =rH*(X) ® Q, est Q,-libre en chaque degré, toute la
torsion de H (X) est 2-primaire ; side plus (cf. exposé 5, Appendice) le Zp-rang

de H (X 3 2o
aussi le Z-rang de B (X)) , alors Tors H (X) se compose uniquement d'éléments

) est égal, dans chaque degré, au Q,-rang de H*(X 5A92) (lequel est

d'ordre 2 o Nous ferons désormais cette hypothéses

Dans ces conditions, 1l'image de 1l'application naturelle g ¢ H*(X) eH*(X 3~%2)
est Ker B, et 1'application Tors H*(X) - H (X 5«%2) induite par g est une in-
jection dont 1l'image est Im B (on identifiera donc Tors H*(X) et Im B)e Par
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passage aux quotients, on obtient un homomorphisme ¢

H*(X? - Hﬁ(X ;gQ)
qui induit un isomorphisme H*_(X) RZ, ® Hﬁ(X ,&2) .

Soit A un sous-espace vectoriel gradué de Ker [ ; pour que A soit supplémen-
taire de Im B , 1l faut et il suffit gque 1l'application J Hﬁ(X 3 &2) induite

par la surjection naturelle Ker g -» H (x 5~Z\2) soit un isomorphismees Supposons

qu'il en soit ainsi ; alors H*(X) est somme directe de g-l(A) et de Tors H*(X) .

On a donc un isomorphisme ¢

gl ~ TN,

et par suite le choix de A définit une injection ¢
p: H (x) > H (x)

qui roléve la projection canonique H (X) - | (X) + Sionpose gop=7n, lap=-
plication ,m: H (X) - H (X ,Mz) appllque ﬁ' (X) sur A et induit un isomorphis-
me F*(X) ® 2, ~A 3 1 on le compose avec 1'1somorphlsme A ~Hﬁ(X ,Mz) , on ob=-

tient 1'isomorphisme canonique *(X) © 2, X H (X ’-2) déja considéré.

Fonctorialité. = Supposons donnée une application continue X - X' ; supposons

qu'on ait choisi A cH (X ’~\2) et A' cH (X' ;Mz) comme il vient d'&tre dit,

et supposons que 1'appllcat10n H (1( ,Mz) - H (X' 5«.«2) induite par f envoie

A dans A!' . Alors les deux dlagrammes sulvants sont évidemment commutatifs @

A, (X) —— F (%) T (x) ———H (")
1? lP \n’ ln'
H, (%) —— H (X") H (X ,Mz)---»H (x'5.2,)

ot les homomorphismes horizontaux sont induits par f , et les homomorphismes

verticaux sont ceux @éfinis par A et A' .

[

Considérons maintenant deux espaces X , X' et leur produit X x X' ,31i Tors H (X) et
Tors H (X') ont tous leurs é1léments ‘d'ordre 2 , il en est de méme de Tors H (X x X') ,
comme le montre la formule de Klinneth, Choisissons A C H (X ’MQ) et A' cH (Xl zZQ)
comme ci-dessuse Il est clair que A ® A' s 'identifie & un sous-espace vectoriel de
H (X 5,25 ) @ H (X! ;Mz) =H (X x X' 5.2,) , et que l'application
A oA ->H (X x Xt ) est un isomorphisme (d'aprés la formule de Kiinneth donnant
la p~homologie d'un produ:Lt tensoriel). Donc le sous-espace A ® A' de

(X x X' 3 7.) définit un reldévement p" ¢ H (X x X') —»H (X x X!') et une
5,20 P
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application n" : H (X x X') - H*(X x X! ;~%2) , qui, en fait, s'explicitent com-
me suit ¢ p" est llapplication composée ¢
- —— ? -
(X x x*) = H(x) @ B (x)—L2L5 1 (X) @ B (X') »H (X x X') ,
* * . * * *
et 7" est 1l'application composée

= - ne n!
‘H*(X x X') = H*(X) ® H*(X')-———————e

L3 ' [d = , °
H*(X s,vZ\Q) ® H*(X 9~Z\'2) H*(X x X ’f\/Z\Q)
Par abus de langage, on écrira p® p' au lieude p", et n®@ n' au lieu de =",
Les choses se passent de m@me en cohomologies

Combinons maintenant la fonctorialité et les produits ; on obtient les résultats

suivants ¢

(1) Prenons X' =X x X, eb soit X - X' 1'application diagonale. Alors, si A
est une sous-algébre de H*(X s NZ\2) s contenue dans Ker B et admettant Im [ com~-

me supplémentaire, les applications p et n définies par A sont compatibles

avec les applications diagonales, i. e. les diagrammes suivants sont commutatifs :

T (00T (X x %) (0 —2 ST (1) @ T (%)
lp A J/p@p J/n A !.n:@n
B (X) ——H (X x X) H(X 5 2,)—H (X 5 2,) ® B (X ; Z,)

De méme, si A' est une sous-algdbre de H*(X ,N%z) s contenuec dans Ker p' et

admettant pour supplémentaire Im ' , les applications p' 3 Ti'*(X) ->H*(X) et
s BHYX) - H*x ;N%z) définies par A'!' sont des homomorphismes d'algébres.

(i1) Prenons X' =X x X, X étant un espace de Hopf, et soit X' -»X 1l'appli-

cation définie par la multiplication de X . Alors, si A est une sous-algébre de
1'algébre d'homologie H*(X ;&2) (contenue dans Ker $ et admettant Im $ comme

supplémentaire), p et = sont des homomorphismes d'algdbres. Si maintenant A!

est une sous-coalgebre de H*(X 3 Nz\2) s les applications p' et n' définies par

A' sont compatibles avec les applications diagonales.

On peut combiner les deux situations précédentes ¢ si X est un espace de Hopf,

et s1 A est une sous-algdbre de Hopf de 1'algébre de Hopf H (X ’«?\2) (A étant

contenue dans Ker B et ayant Im $ comme supplémentaire), alors p identifie

'ﬁ*(X) 4 une sous-algébre de Hopf de H*(K) (et ceci a un sens, bien que H*(X) ne
soit pas a proprement parler une algébre de Hopf). Une telle situation se présente

pour X = SO(V) , au numéro 6 du présent exposé.
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[Les conventions de signe faites ici ne concordent pas toujours avec celles de

EOREL, notamment pour la comparaison des classes de Chern et des classes de
Pontrjagin (cf. (56))].




