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LA THEORIE DE MARSTON MORSE, II :
TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

par lichcl ZISMAN

A, Notations, énoncé des théorénes

1. Préliminaires.

Comme dans 1'exposé précédent, M désigne une variété paracompacte munie d'une
structure riemannienne C° compldte. N désigne une sous-variété différentiable
C° de M , P désigne un jroint donné de M , P €N . Les renvois & 1'exposé pré-
cédent seront notés I, suivi du numéro du paragraphe auquel on fait appel.

(1.1) L'espace Q(M , N , P) .

C'est 1l'espace de tous les chemins u différentiables par morceaux, parsmétrés
proportionnellement & la longueur de l'arc pour t € [0, 1], avec u(0) =P,
u(1) € N . On munit Q de la topologie induite par la métrique

du , v) = sup d(u(t) , v(t)) + |L(u) - L(v)|
0£t«1l
oh u,veQM,N,P), et ou L désigne la longusur de 1'arc compris entre
les valeurs O et 1 du parametre.

On démontrera ecn appondice que Qi1 , N, P) a méme type d'homotopie (faible)
que 1'espace des chemins continus joignant P & N, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact. Par définition m@me de la topologie de

Q, L est une fonction continue sur Q .

(1.2) L'espace S(i1, N, P).
—..space

C'est 1'espace de toutes les gfodésiques de Q(M , N , P) normales &8 N . On a
vu que si P est régulier (cf. I, (10.3)), les éléments de S sont isolés dans
Q , et qu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de S de longueur < .

(ef. I, (10.2)).

Dans tout cet exposé, on suppose que P est régulier. Rappelons (I, (10.3)) que

N étant donné, l'ensemble des points P réguliers est dense dans M .

(1.3) Une notation.

Soient E un espace topologique, f une fonction & valeurs réelles définie

sur E . On note
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E(a) ={xeE, f(x) < a} ’
E7(a) ={xe E, f(x)< a} .

(144) Posons Q(t) =Q(M , N, P)(¢) pour tout 2e R, ¢ >0 (la fonction f
étant ici L ). D'aprds (1.2), S( , N , P) est un ensemble dénombrable . Les
points de cet ensemble étant isolés dans Q , et L étant continue sur Q , on
peut ordonner 1l'ensemble des longueurs des éléments de S de fagon & obtenir une
suite strictement croissante 21 <vee <1 n < sse « On notera

Q; 1'ensemble Q(ti) ,
Q; 1'ensemble Q"(zi) ,

Wy 1'ensemble des éléments de S(M , N , P) de longueur Jli « Les ¢, seront
appelés les valeurs stationnaires de L sur Q .

(1s5) Soit a une valeur non stationnaire prise par L sur Q( , N, P) . Il
existe alors un 1 tel que zi < a (en particulier 21 < a ). En effet, désignons
par Q' 1l'espace Q(M , N , P) muni de 1la topologie induite par la métrique

d(u , v) = sup d(u(t) , v(t)) .
t € [0,1]

?(a) est compact et L est semi-continue inférieurement sur Q'(a) « Il existe
doncun geQM , N, P) tel que L{g) soit minimum, et on a L(g) < a o D'aprés
la condition nécessaire de minimum (cf. I, 6), ge€SM , N, P) ; mais a étant

non stationnaire, on a forcément L(g) < a
Ce Qo Fo Do

2. Les théoremes sur Q(M , N , P) (lecs démonstrations seront donndes au paragra-
phe C).

(2.1) THEOREME. - Si i est régulier, on a :
0 si n# Ng)

Hn(Qi"u{g} R Q; 3 Z) = pour ge w, , A(g) = indice de g
L si n= Ng)

(cf. I , paragraphe 3).
(2.2) THEOREME. - S1 P est rdgulier, les inclusions

€,

i b

e7u e, ,a]) c @,

% 4) €@y, a0

induisent des isomorphismes en homologie et en cohonologie.

Solent A et B deux séries formslles en t & coofficients réels. On &crit

A>B
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s'il existe une série formelle C & coefficients 2 0 telle que :
A=B+ (1 +1t)C .

I1 revient au méme de dirc qu'il existe entre les coefficients a; et bi de A

et B 1les inégalités suilvantes :

a8y 2 by

ay = ag> b1 —b0

32—a1+a02b2-b1+b0 .
Soient alors g e S(M , N‘:.]E‘;Sue.i:,‘o?iféjooi‘indice de g . On considére 1l'expres-
sion :
s e
g € S(M,N,P)

Si cette expresrion est une série formel'e en t (i. e. s'il n'y a qu'un nombre
fini de gdodésiques de S(M , N, P) ayant méme indice), on 1'appelle la série de
Morse de (M , N , P) , et on la disigne par N(t) .

(2.4) THEOREME. - Si P est régulier, et si le triple (M , N , P) admet une
sdrie de Morse M(t) , alors

n(t) za(t)

od Q(t) désigne la série de Poincaré de Q(il , N , P) pour 1'homologic i coaffi-

cients dans un corps de caractéristique quelconque.

COROLLAIRE. - Dans ces conditions, si T (t) no conticnt que des termes de degrés

pairs, on a J(t) =Q(t) , et Q(1, N, P) est sans torsion.

En effet, 1'égalité H(t) =Q(t) résultec immédiatement d&e 1'hypothése faite sur
les degrés de M , et de (2.4). Cette égalité ayant lieu quelle que soit la carac-
téristique du corps des coefficicnts, on en déduit, d'aprés la formule des coeffi-

cients universels, que Q(M , N , P) est sans torsion.

B, Quelques lemmes

Dans ce qui suit, le groupc (constant) de coefficients avec lequel on calcule

1'homologic ne joue aucun r8le ; aussi le supprime-t-on des notations.

(3.1) IEME, - Soient E un cspace topologique, F et X deux sous-espaces

disjoints, X étant fermé. Pour tout voisinage U de X , l'application naturecl-
le H((UNF)UuX,UNF)>HF UuX,F) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION, - Posons A =TF u X s, W=F - (UnF) . L'adhsrence de W dans

A est contenue dans F , puisquec U est ouvert ; F est ouvert dans A , puisque
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X est fermé. D'aprés le théoréme d'excision, H(A = , F -W)-> H(A , F) estwm

isomorphisme
' C. Qo Fu D.

(3.2) LEMME. - Soient E un espace topologique, F , X, et X, trois sous-
espaces disjoints, X1 et X, dtant fermés. Soit X = X1 u X2 « Alors les inclu-
sions (F u X, F)-» (Fu X, F) induisent un isomorphisme

H(Fux,F):H(Fuxl,F)oH(FuXE,F) .

DEMONSTRATION. - La composée des deux applieations naturelles
HFUX ,F)—— HFUX,¥)>HFUX, FuL)

est un isomorphisme, cn vertu du lemme (3.1) (ot F serait romplacé par F u %
X par X1 set U par E - X2 ). Donc @ est une injoction sur un facteur direct.
M8me résultat en 4changeant lcs réles de X, ot X, . Finalement, la suite exacte
d'homologic

HEF U X , )=HFULX, )>HFUL X, FuX)

achéve la démonstration.

(3.3) IEMME, - Soit E un espace topologique dans lequel les points sont formés;

soit F un sous-espace de E , et sodent  x, (ie I ) des points distincts de

E , en nombre fini, dont aucun n'apparticnt & F . Alors les inclusions

Fuix}, - Fuliix},F) ;

induisent une décomposition directe  H(F ULJJ_ {xi} , I)X @ H(F u {xi} , F)
iel

DEMONSTRATION & partir du lemwc (3.2), par récurrence sur le nombre des é1lé-
ments de I.

4, Topologic d'unc fonctionnelle de &n o

(4,1) IEME. =~ Soicnt E =3f » ¢t J unc forme quadratique ion dégénérée sur

E , d'indice i. Notons J (0) 1'cnsemble des x€ E tols que J(x)< O , Dans

ces conditions @

_ e 0 sinfL,
H (37(0) u {0} , 37(0) %
anncau de coefficicnts si n=1 .

DEMONSTRATION., - On considdre dans }\f un systeme 4'axes rcctangulaires de coor-
données Xy s ees 5 X tel que

2 ) 2
J(xl,...,xn)--xl-...—xi+xi+1+...+xn 5

et on désigne par AI}\’:L et Rn"'i les deux sous—-espaces orthogohaux engendrés par

~ne
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(X1 y eee Xi) ot (x, i41 2 v 0 X ) On pose :
f(t,X):(Xl,.oo,Xi,(l t)x 19.10,(1"13)}()

pour x = (xl g esc xn) eﬂﬁé , te [0, 1] . Alors f définit unc rétraction
par déformation de (J(0) u {0} , J7(0)) sur (Rl , r* -{0}) , d'ot le résultat.

(4.2) LEME, - Soient E =ﬂ§? , J unc fonction & valeurs réelles définie sur

4

E , do classe € , nulle et stationnaire en 0 (i. e. ‘O 0 ), ayant un
dc classe é ayant un

hessicn non nul > l'origine (i. e. Det'g'_%;FlO #0 ) ., Dans ces conditions :
dx*

) _ 0 si n#i
H_(7(0) v {0} , 77(0) =
anneau de coefficicnts si n=1,

i désignant 1'indicc de formc quadratique définie par le hessien.

DEMONSTRATION. - D*aprés (3.1), appliqué au cas oi F =J(0) ot X={0}, i1
suffit de calculer Hn(;'rqu(O)tJ{O} , U nJ(0)) pour un voisinage ouvert U de

0 aseez petit. Alors le lemme (4.2) résultc de (4.1), en voertu du lemme suivant :

(4.3) LEMME. - Sous les hypothéscs du lemme (4.2), il existe au voisinage de O
un systéme de coordonndes locales Vi s eoe 2 ¥y (mulles en O ) telles que @

2 R 2 2
J(x) = - Vi = oeee =Yy v Vit oeee vV, .

DEMONSTRATION, - On sait que si une fonction numérique g(t) , deux fois conti-
nfiment dérivable pour 0 <t £ 1, satisfait &3 g(0) , g'(0) =0, on a

g(1) =/8 (1 -%) gty at .

Appliquons cc résultat a g(t) = T(tx, 5 oen txn) . I1 vient

J(x) = 2 a, (X)ijk s

ik
ik J
avec
. /1 FJ
ajk(x, -—/O (_1 -‘t) -5’.5?‘]—‘5_}(1: (tX1 9 e txn) dt .
Les k(x) i3 (x) sont différentiables, non toutes nulles & 1'originc. Par une

transformatlon 11nealre sur los Xﬁ , On se raméne au cas ol a11(°) #£0 . Soit

e, = signe de all(O) . hu voisinage dc 0 , les fonctions
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2 a,.(x) x,

2
y, = Ve, a0z, + 2=

all(xﬂ

}% , LA ’Xn
forment un systéme de coordonnées locales, et
2
J(x)=¢ ¥y + 2 a,, (x) x. .
171 j k22 jk Jxk
En opérant par récurrence, on obtient un systéme de coordonnées locales tel que

_ n 2 _+
J(x)"jilsjya (Sj-——l) 9

et comae 1l'indice est i , il s'ensuilt que 1lc nombre des sj dgaux & =1 est
1 . Lo lomme (4.3) ost démontré.

C. Démonstration des théoremes

(5.1) DEFINITION. - Soient Bc AcQ(M , N, P) ; rappelons que L désigne la
longucur d'unc courbe ue Q(M , N, P) . Unc homotopic I x A-B.n sera appoclée
unc L-déformation de A dans B si h(0, ) : A- A ost 1'identité,
h(i1, ): A-B, ctsideplus L(h(t , a)) est une fonction décroissante (au

scns large) de t pour tout a € A .

(5.2) DEMONSTRATION du théoréme (2.1). - Soit @ 1'ensemble des géodésiques brid
séos qui intervicnnent dans le calcul de 1'indice de la géodésique geSM, N, P)
(c£. I, (7.5)% ® cst défini par la donnde de p + 1 points parcourant, les p
premicrs des boules fermées &4 n - 1 dimensions, le dernier une boule ferméec &

q = dim N dimcnsions. Le produit de ces boules étant compact, on cn d3duit que @
est homéomorphe & unc boule fermée d'un R(n-l)p+q «Sur ® , L est unc fonction
4 valeurs réelles de classe C* , stationnaire ecn g (cf. I, 7) dont la forme qua-
dratique associée au hessien n'est autre que la forme quadratique Q de (I, 7).

P étant régulier par hypothése, ce hessien est non nul. D'aprds (I,(7.5)) et

lec lomme (4.2), on a donc

) ) 0 si n#Me)
Bp(P7(25)u {e} » #7(2;) 5 2) = Z si n=2A(g) M T L‘g) b

Or on a le lemme suivant (qui sera démontré au paragraphe D) @

IEMME, - Soit g e W, . On peut choisir @ (permettant de calculer 1'indice de
g ) do facon qu'il cxiste un voisinage ouvert U de g dans Q(M , N, P) ot um

L-déformation de U dans ®n U +tols que les points de £ @ U restent fixes

pendant la déformation.
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Donc Hn(Uv nQ;_u{g} , U nQ;) X Hn(U nQ’in@ u e}, J nQi’n ®) o Mais, d'aprés
lo lemme (3.1), lo premier membre est isomorphe & H (QJu {g} , Q;) ,ot le so=-
cond est isomorphc & Hn(@"(/& i) ulegl , (P"(i’,i)) , d'on la conclusion du thiorémec
(2.1)

(5.3) DEMONSTRATION du théordme (2.2). - On utilise le lemic suivant (qui scra

démontré au paragraphe D).

IEME, - Soit a une valeour non stationnaire prise par L sur Q(M , N, P) .

Soit £, la plus grando des valours statlonnaires inférieures & a ( £, oxiste
d'aprés (1.5)). I1 existe mnc L-déformetion de Q(a) dans Q;u Wy

Soit alors D 1la déformation donnée par le lemme ; D est aussi une L-défor-
mation de Qi dans Q;U W oy puisque Qic Q(a) et que D n'augmente pas les
longueurs.

L'existence de D montre donc que :
H(Q(a) , Q; v wi) = H(Q:.L » Q5 U wi) =0 .
La suite exacte associde au triple
Qichuwich
0= Hr+1(Qi » Q7 U “’i) - H Q7 vuw;, Qi) - Hr(Qi , Qi) qu(Qi y Qj U "’i) =0

montre que 1'inclusion (Q: Uw; o, Q;) - Qy Q:'.L') induit un isomorphisme en
homologice

Pour démontrer que 1'inclusion (Qi , Qi-l) - (Qi , Qi") induit un isomorphisme

en homologie, on considére le triple
Qio wy C Qic Q(a)
dont la suite exacte associée est :
0= Hr(Q(a) , quwi) - Hr(Q (a) , Qi) - Hr-l(Qi , Q;u wi) =0
ot par conséquent :
B Q(a) , Qi) =0 pour tout ae [£; , 24,4[ .

1 est la réunion des Q(a) pour a< Lia1

homologie commute aux limites inductives, on en déduit que HE ;+1 ’Qi) =0 pour

Puisque Q;_‘_ , et que le foncteur

tout 1 j en particulicr, .H(Q; R Ql-l) = 0 . La suitc oxacte associde au triplo
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QiﬂF Qich
donne alors le résultat.

)

(544 ) COROLTAIRE au théoréme (2.2). - Les inclusions @); vi{g} ,();}4031, Q7

ou g parcourt 1l'ensemble CI induisent une décomposition en somme directe

B@, ,0D% 5 Eeluld ,0D) -
gew,

DEMONSTRATION. - On applique le théoréme (2.2) ot le lemme (3.3).

REMARQUE. = (5.4) et (2.1) déterminent donc complétement HQ i ,Q;L') .
(5.5) DEMONSTRATION du thiordme (2.4). - On utilise los lemmes suivants, dont la

démonstration ne présente aucune difficulté :

[}
ae IEME, - Soit A= 2 A un espace vectoriel différenticl gradué, les A,
n=0
étant de dimension finie. On pose A(t) = 2 (dim.An) 2 et
n>0

H(A)(t) = X (dim H (4)) P .
n>0
Mors

A(t) > H(4) (%) .

b. LEMME. - Soit A un espace vectoriel différentiel gradué, filtré par des
FP(4) tels que FP(a) c Fp+1(A) et que le terme El de 1a suite spectrale asso=

ciée a cctte filtration soit de typc fini ; alors

(1) H(FP 4) est de type fini 3

(1i) i 1P désigne 1'inclusion FP A - A , les groupes Im i’ Aéfinisscnt une
51 £24 LE8_groupos *

filtration croissante de H(A) telle que

AImiP =0
E3

‘os

(1i1) GH(a) X E” .

On considére alors la suite dfinclusions (dans le cas ol il y a un nombre infini

de valeurs stationnaires)
QOCQIC o.tCQiC oovCqu}I’N,P) .

Si 1'onsemble des valours stationnaires £, est fini (1=0,1, ... ,58 ), on

prend la suite

.)C e e CQ

C c o0 2
Q Q¢ e c Q(as+1)C C‘)(ag_'_l

0 1
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ou les I sont des nombres rdéels qui tendont vers 1'infini en croissant avec
0) .

i ; par abus de notation, dcrivons Q au licu de Q (as+1

s+l

Alors, les C(Qi) définissent unc filtration croissante de C(Q) , et lc terme

El do la suite spectrale associde & cettc filtration est
1
B, =0, , 0 ) .

D'aprés (5.4), (2.1) ot (2.2), 1'cxistence d'unc sériec de Morse N(t) implique que
Bl est do type fini ot que % (t) = El(t) . Mais alors, d'aprés les lemmes a ot b,
(b)) = EN(£)> B5(6) 3 ... 3 BU(t) > EV(t) = GHQ)(t) = H(t)
C. Q¢ Fo Do
REMARQUE. =~ L'introduction d'unc suite spectrale dans 1'étude des indgalités do
Morse ost due & R. DEHEUVELS [1].

D. Démonstration des lemes (5.2) et (5.3).

(6.1) On rappelle (cf. I, 7) qu'étant donné un compact A c M , il existe un nom-
bre d >0 tel que si a et b apvartiennent & A avec d(a , b) <d , il exis-
te un arc de géodésique ct un seul joignant a & b ; alors la longueur de cet are
est 4gale & d(a , b) » Soit y un arc de courbe tracé dans A , de longueur in-
| férieure & 4 ot T un point de l'arc Yy « On pout

T joindre a et <t par unc unique géoddsique a T
b dont la longucur est inférieure ou égale & celle de
l'are ax de Y o« Lorsque T variede a & b, on

a obtient unc L-déformation de y sur la géodégique

ab .
~(642) DEMCNSTRATION du lemme (5.2). - Soit U,
formé par les courbes u telles que L(u) < 2L(g) . Pour t € [0, 1], u(t) est

lc voisinage de g dans OM ,N,P)

un point de la boule fermie de centre P et de rayon 2L(g) « M étant compléte,

cette boule est compacte. Soit d le nombre positif associé 2 ce compact (cfi (5.1)).
On considére alors :

0 p+l
- des boules fermées Vo (i=1, .o ,p+1 ) de centre M; , de rayon &

e N sur g tels que d(_Mi ,Mi+1)<d;

assez petit pour que @

a. 81 T, €¥, , alors O<d(Ti,T ) <4 pour i=0, see o p 3

i+l
b, si S, désigne 1'hypersurfacs passant par M, (igp Sp+1 = N ) (qui sert
4 définir ® , cf. I, 7), alors la lignc polygonale de géodésiques Ta T3 Ty

coupe Si en un point Qi et un scul qui dépend continfiment des points

Ticg 2 Ty0 Ty o
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On définit alors @ & 1l'aide des 1, , des S, et des '?i : on prend des
4 N . . e; : () v ’ = oo Y - 1
m, € Si.n‘?i s 7t on considerc la giodésique brisée u Pm1 m, mp+1 3 clost
un $liment de @ . Les fonctions 8 ® -+ R , définies par si(u) = longucur
de 1'arc de gdodésique m, ; m; , sont continues et strictement positives ot
Zsi(u) =L(u) . M, N, P) étant un espacc normal, et @ &Stant un compact de
QM , N, P), on peut prolonger lcs 8; on des fonctions continues sur QM ,N, P)

tout cntier, les S5 étant cncore strictemont positives,
sl(u) +oeee + si(u)

Soit weQ(M, N, P) . On pose by :Sl(u) — sr+1(u) pour i=l1,...,p +1,

.

et t;=0.0ma O0< ;<1 .0npout donc considérer les points T, = u(ti) i
Les nombres ti et les points Ti sont des fonctions continues de u . Il cxis-

tec donc un voisinage U de g tel que :

(o Y d(ﬂi,l\’ii)<8 pour uEU, i:O,o'o ’p+1,

s, (u)
B Sl(u) 4+ eo0s + sp+i(ﬁ7

L(u) < 4 pour ued 5, 1=1, eea y,p+1.

Autrement dit

a', Tie ?i 3

7N
B'e longuour de 1'arc T,y T;< d (on rappelle que les courbes de Q (M, N, P)

sont paramétrées proportionncllement & la longueur dec 1l'arc pour t variant do
0 a 1).

On d3formc U en UnfP de la fagon sulvante

g g Premidre étape : D'aprdés (6.1) ct B', on

T peut déformer u en la géodédsique brisée
PT1 con Tp+1 y par unc Led4formation.

Deuxiéme étape ¢ D'aprés b ot a', le ligno
Mg M polygonalc Ti—l Ti Ti+1 coupc Si en un
seul point Q; . D'aprés (641), on pout dé=

former la gdéodésique brisde PT1 ‘o Tp+1 en
. la gdoddsique brisée PQy oo Qp Tp+1 par
unc Le-déformation. Mais R% . ..Qp Tb+1 e®,

et ®n U reste fixe pendant les dcux opé-

rations précédentes,

Ce Qe Fo Do



(6.3) Construction d'unc L-déformation D, de Q(a) dans Q" (a)

Toutes les courbes de Q(a) sont trcacdes dans la boulc compacte de contre P

ct de rayon 2a . Soit d 1lc nombre positif associé & co compact. Soit O € d
un nombre positif qui sera déterminé dans la suite. On choisit un cnticr positif
g tel que

&2 <5 .
q

Premiére étape : Si ue Q(a) , on appellc T, los points de u de paramétro
= s 0<L1<q .« La longucur de 1'arc T:L 1 Tl ¢tant inférieurc & d , on pout

joindre les Ti par unc ligne polygonale dc géoddstiques, et il existe d'apres
(6e1) une L-déformation de u sur la gdodésique brisée PT, oo Tq . Do plus,

L(PT1 Tq)< a sauf si PT, ... Tq =u, avec L(u) = a .

1
Deuxiéme étape : Soit Qi le milicu du segment de géodésique Ti—l Ti + Comme

a(Qy_y » Qi) < d , on peut joindre ces points par un segmcnt de géodésique unique,
ct, d'aprés (6.1), il existc unc L-déformation de PT, ... sur I{ﬁ ...iQ T .

1
Alors L(PQ1 cee Qq Tq) < a , sauf si PT, eee Tq est unc gbodeolquﬂ non brlsee
do longucur a

1

Troisidme étape ¢t D'aprés (I, (9.10)), il oxiste un nombrc positif n < d tel

que, 81 Q apparticent a la boule compacte de centre P ¢t de rayon 2a , ot si
d(N , Q) <n , alors il oxistc un unique point Q'e N tol que AQ,Q)=a(N,Q;
de plus, l'unique géodésique joignant Q@ a Q' est orthogonale & N , sa lon-
gueur cst dgale & d(Q , Q') , ot Q' varic continffmont avee Q o Enfin, N

dtant une sous-varidété de M , est munic elle aussi d'unc structurc riemannicnnc :
il existc alors un nombre positif A tecl que, si a ct b sont deux points de

N dans la boulc dc centre P ct de rayon Ra , de distance (pour la mitrique do
M ) inféricurc & A , il oxiste unc unique géodésiquc de N , paramétric propor-
tionncllement & lalongucur de l'arc pour t variant de O & 1 , joignant a

ot b e On choisit alors & < inf(n , A, 4) .

Dans ces conditions, Qq Tq<< g <n, et, par conséquent, il existe un Qé}s N
unique vérifiant les conditions précédcntes. Mais
AT o)< AT 9) +da@ Qs T rS=0gA .
qa q aq qq T2 2
Qq I1 existe une unique géodésique (pour la métrique

de N ) joignant Tq 3 Q& . Soit B un point
de cctte gdéodésique ;3 lorsque B wvaric de Tq
a Q' dans lc temps 1 , on obtient unc L-di=-

Tq ' fornatlon de la géodésique Q Tq dans 1la

Sodésique !
geodesiq Qq Qq
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De plus, L(PQ; ««. Q Q )< a, sauf si. PQ, «.. Q Tq- PQ, oee Q Q , avee
L(PQ1 oo Q T ) ; ma:Ls ccel ost :meoss:.ble, car alors PQ1 ves Q T serait
une geodos:Lque non Prisde ot orthogonalc & N , i. c. un é1ément de S(M , N , P) ,
cc qui est contraire & 1'hypothésc suivant laquelle a ocst une valcur non

stationnaire.

REMARQUE 1. = Il ressort de ce qui précede que les sculs &1léments qui restent fi-
xcs dans la de¢formation DJG sont ceux dc 1'ensemblc Q (a) nS(M, N, P) .
REMARQUE 2. - On a supposé que N cst unc sous-variité formée de M .

(644) Avec les notations de (6.3), ddsignons par p la fonction définic sur
Q(a) par p(u) = L(u) - L(D (1)) pour ueQ(a) 3 p estuno fonction. continue
ct, d'aprés la remarque 1, (u) =0 si ot sculement si ue S{(M, N, P) .

S84 U désigne un ouvert contenant toutes les géodésiques stationnaires de
QM ,N,P) onale :

LEMME., - Sur Q(a) ~ U , p a une borne inférieure strictement positive.

DEMONSTRATION, - Supposons que inf p(u) = O pour ue Q(a) = U 5 il existe
alors une suite u € Q(a) = U telle que p(u, Y5 0 pour n -, Mais (cf. (1.5))
Q'(a) étant compact, on peut extraire de la suite précédente une autre suite (en=
core désignée par u ) qui converge vers une courbe u € Q'(a) (convergence au
sens de Q' ). p etan'b senmi-continue 1nfer:aeuremen'b, et p(u ) -0, onen
déduit que p(u) =0 , donc ue S(M, N, P) . Er particulier ue U . Cela est
impossible ; en effet :

D, u  est unc géodésique brisée en des points tl SERETRRY tq n ( 9 indépen-
dant de n ). On peut alors extraire de la suite u, ~une sous=suite (encore
i, n) et (D1 un)(l) convergent dans M

pour tout i=1, ... , q ; mals alors D, u, converge dans Q(a) « L'applica-

désignde par u_ ) telle que (D )(t

tion identique

Q(a) » Q' (a)
tant continue, D, u ~ converge dans Q'(a) « Donc
D,u » D u=u dans Q(a) .

Mais alors
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alu, , w) = swp dlu () , w(®)) + [Llw) - L(w)|
t

°
b

§ sup d(u (t) 5 u(t)) + |Llu) - 1D, (w )| + [ID (u ) = L(u)

- le premier terme du secordmembre est < e pour n assez grand, car u - u
dans Q' 3

- le deuxiéme terme est < & pour n asscez grand, car p(un) -0 3
- le troisitme terme est < e pour n assez grand, car D, u -u dans Q.

Donc w -»u dans Q . Mais cecl est impossible, car u, € Q(a) - U qui est
fermé dans Q(a) et ueU,

Solent g, , «ss , g los géoddsiques stationnaires de Q(a) . On considdre les
boulos ouvertes de contre g ct de rayon e (pour la métrique de QM , N, P) )
assez petit pour que ces boules soient disjointes, et contenues dans Q(a) . Soit
U 1'ouvert réunion des boules précédentcs. On a alors

(6e5) IEMME, - Il existe une Le=diformation A :

est le plus grand indice tel que t,<a ).

de Q(a) dans QT u U, (1

t

DEMONSTRATION, - Les g, (k=1, .. ,s8 ) restant fixes dans la déformatim
DJG s 11 existe des boules ouvertes dec centre g ct de rayon assez petit pour que
leurs images par Dt soient contenues dans U . Soit U' 1la réunicn de ces
; O ost
strictement positif d'aprés (6.4). Je dis qu'il existe un nombre entier r tel que
Di solt unc déformation de Q(a) dans Q(Ri + %) . En effet, c'est évident si

~boules pour k =1 4, eas », 8 3 posons & = inf p pour ueQa) = T

Ly +§’2-;> a ; si, au contraire, L, +5<a, P a, d'oprés (6.4), une borne infi-

rieurec &' > 0 dans Q(a) --Q"(!zi + %) « On prend pour r un nombre ontier tel
- ' —
que a =J0'r< 2 1 t5 e
Soit alors Ay = D?l 3 At répond & la question. En offet
ae 8l Df_: ueU' , alors, par définition A, ue U ;3

be si Dz u £U' , alors D]é ue Q(a:.L + -g—) - U' . Come, par @éfinition, D,
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diminue les longueurs de & au moins dans Q(a) = U' , on a dans co cas

At(u)zD?l(u)e Q(£i+%--6) =Q(£i-§2-)c Qy .

(6.,6) DEMONSTRATION du lemme (5.3). - Soit & 1c rayon des boules dont la réu-
nion ecst désignée par U dans (6.5). On peut choisir cet & assez petit pour que:
ae lecs boules de centre 8 et de rayon 2¢ ( k=1, eee , 8) soient disjointes ;
b il existe des L-déformations 4, . de Q(a) telles que ¢
H

b,e A soit 1'identité en dehors de la boule de centre 8, et de rayon

1 k,t
2 3
b2. Ak, % déforme la boulc de centre = ot de rayon €& dans Q"(Rj} U {gk}

(k=1,000,8).

e Stant ainsi fixd, il suffit, pour avoir une déformation satisfaisant au lemmo
(543), de composer A, du lerme (6.5) (construite avec cet e ) et los A t
. ]
satisfaisant 3 b).

(6+7) Construction des A

ky,t °
Si L(gk) < ?,i s 11 suffit de prendre Ak,t
L(gk) = Zi , ¢t écrivons simplement g , 2 , en supprimant tous lcs indices.

= identité. Supposons donc que

Soit @ 1'cnsemble des géodésiques brisées construit dans (6.2)., Dans ® on con=-
siddrc le voisinage "tubulaire" 3 des éléments u tels que

L = <L(u) <2 +1 ’

n étant assez petit pour qu'il oxiste une L-déformation ¢ de 3 dans
() u{g} (on déforme le long des trajectoircs orthogonales des surfaces L=0Ce,
en considérant @ corme une boule d'un espacc cuclidien, et en appliquant un rai=- )

sonnement trés proche de celui de (4.2)).

Soit U 1le voisinage de g du lecrme (5.2). On choisit alors € assoz petit
pour quc la boule de centrec g et de rayon 2¢& soit contenue dans U ct que son
image par ls déformation du leme (5.2) soit contenue dans 3 (cc qui cst possible,
puisque g reste fixe dans cette diformation).

En composant la déformation du lemme (5.2) ot la déformation ¢ , on obtient ue
L-déformation ¢' de la boule de centre g de rayon 2¢ dans Q () u {g }; on
pose alors, pour ue Qa) , € [0, 1]

u gi d(u, g)=>2e
slaw=( o' (ee(1 - 482 E)) ) e1 ega(u, g) <28
o' (T 5 u) si d(u, g <e.

A o8t la déformation cherchée.
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APPENDICE
ESPACES DE CHEMINS DANS UNE VARIETE RIEMANYIZNIE

par Adrien DOUADY

DEFINITION. - Soit X wun cspace topologique séparés Un chemin dsns X est un
couple (t, y) , o t est un nombre réel > O, appelé durde du chemin, et Y
une. application continue de R dans X , constante sur les intervalles J- », O]
et [t, + of . On appelle v(0) 1'origine, et vy(t) 1'extrémité du chemin. On
mmnit 1'ensemble D des chemins dans X de la topologie induite par la topologie
produit de é&v par l'cspace dces applications continues de ’§V dens X , avec la

topologie compacte-ouvertec.

Cette topologie cst caractériséec par la propriété suivante :

Pour tout espace T, une application ¢ ¢ T - D cst continue si et sculement
si

1° 1a durde de ¢(6) dadpend continfment de © s

26 1'epplication T x R - X définic par ¢ cst continue.
Si X est un espace métrique, cette topologic est définic par une distence s

d((t‘ ’ Y) ’ (t' ) Y')) - S'Llp(lt - t"l s SUup d(Y(u) ) Y‘(u)))
usR

(on pout remplacer le premicr sup par une somme, ou par V/( )2 + ( )2 , ete.).
L'espaece D des chemins dans X jouit dos propriétés fondementales suivantes s

1° C'est unc catégoric topologique : la loi de composition, définic quand 1'ori-
gine du deuxiéme chemin coineide avee 1'extrémité du premicr, cst associative ; le
chemin composé a pour durde la sommc des durdes des chemins donnds. Cette loi est

une application continue d'unc partie ferméc de D x D dens D .

2° D se rétracte par déformation sur le sous-cspace des chemins de durée nulle,
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qu'on identifie & X . La déformation I x D - D est donnée pour 0<agl,

par
(@, (6, v)) » (at, v,)

ol Y, cofncide avec y sur l'intervalle l=-o, at] , ot est constante sur

1'intervalle [at y + oo « Cette déformation conserve 1l'origine de chaque chemin.

3° I1 est fibré au sens de J.-P. SERIE sur X x X par 1l'epplication 7 qui,

& chaque chemin, fait correspondre son origine et son extrémité.

Dans le cas oi X est une variété riemanniennc, on va étudicr des sous-espaces

de D qui possédent les mBmes propriétés. ,

Soient :
D1 1'espace des chemins lipschitziens dont la constante de Lipschitz est 1,
D2 1'cspace des chemins différentiables per morceaux, de vitesse constante 1 |

'DB 1'cspace des cheming géodésiques par morceaux, dc vitesse constante 1 .

Reppelons qu'un chemin (t , y) est dit différentiable par morceaux s'il existe
une suite finie {tg=10, %t , «ee , t _;, t =t} croissante, telle que Y
induise une application différentiable de chacun des intervalles [ti R ti+1]
dans X . L'application induitesur les espaces tangents définit un vecteur vitesse,
dont la longueur est la vitesse. La condition exigée dans D2 et D3 est que cctte
vitossc soit constante ct égalc & 1 sur chacun des intervelles [ti’ti+1](06i§h)°

Les cspaces D1 , D2 ’ D3 sont munis de la topologic ihduitc par ceclle de D .

Ces cspaces vérifient de fagon évidente les conditions 1° ot 2° . ibntrons
qu'ils vérificnt aussi la condition 3° . Cctte condition est locole rclativement
3 la basec, c'estea-direc qu'il suffit dec montrer que, pour tout (x, y) X x X,
il existe des voisinages U de x et V de y tcls que, pour tout diagramme
commutatif

-1
™ 2, a(UxV)
i i

i i

! (fe) g,y

0,8 a I qams IxT'= ™1 | 11 oxiste

(U x V) qui respecte la commutativité du dia-

oi i est l'injection i(p) =

( (

une application v 3 -

gramme.
Prenons pour U wun ouvert contenant x , mais tel que deux points quelconques
&' , x") de U puissent 8trc joints par un arc de géodésique et un seul

y(x' , x") contenu dens U, et pour V un ouvert semblablc contenent y
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L'arc y(x' , x") scra considéré comme un chemin d'origine x' , d'extrémité
x" , de durde égalc & sa longucur, ct dc vitessc constantc 1 .+ C'cst un chemin de
Dy qui dépend continucment de x' ct x" . On définit alors yY(a , B) , ou

n  y . .
O<cqaxcl e I ar la composition de trois chcmins @
’ Y

x})(a ) ﬁ) = Y(f(a [} ;3) 9 f(o 9 ﬁ)) . (P(p) . Y(g(o ’ }3) ’ g(a ’ ﬁ)) .
Cette application posséde les propriétés voulucs, cc qui démontre la propriété 3° .

Choisissons dans X un point dec basc X, . L'espace E des chemins dans X
d'originc Xy est contractile, ot fibré sur X per 1l'cpplication n qui & cha-
que chemin fait correspondre son cxtrémité. Il on cst de mfme de scs sous-cspaces
B,y B, E3 s OU Ei =L n Di « 51 Q1 0, Q5 sont les fibres de ces divers
fibrés, on a nkGQi) = nk}l(X) , 1l'isomorphismc {tant lo différenticlle de la suite

&' homotopic, ct les injections Qi » Q sont des dquivaleonces d'homotopie faible.
Plus générelcment, soit Y un sous-cspage dc X , E(Y) 1lc fibré induit par
E sur Y, ot Ei(Y) les fibrés induits par les Ei (1). Le lcmme des 5 appli-
qué aux suitcs cxactes d'homotopic
- nk(.Qi) - JH{(L(Y)) - Ttk(Y) ST g e
|= | l=

- ﬂk(Q) - TLK(EV(Y)) - ﬂk(Y) L MRIREY

montrc que les cspaccs Ei(Y) ¢t E(Y) ont cncore mdme type d'homotopic faible.

— e~ —— i ———— %= s = m w w e o m e m e e e s e 4 e —

1 nl ’ by 1 2
(7) L'espace E,(Y) ost homéomorphe & 1'espace Q(X , Y, x ) dc 1l'exposé 15
de b ZISHAN, perSgraphc (1.1). ©



