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4 janvier 1960

LA CLASSE FONDAMENTAIE D'UN ESPACE FIBRE

par Bernard MORIN

I. Sous-fibrés et fibrés vartiels.

Dans tout cet oxvosé, A désigne un anneau commutatif avec élément unité, 3B
un espace topologique, les lettres en italique, des systémes locaux sur 2 de
A-modules unitaires.

Ravpelons qu'un svstéme local C de A-modules unitaires sur un espace topolo-
gigue B reut &tre considéré comme le donnée, sur chaque composante connexe par
arcs Bi de B, d'un A-module unitaire Gi et d'une représentation lindaire

du groupe de Poincaré

Tf'l(B , bi) , (bie: Bi)‘ dans - G, .

Chacun des Gi se trouve ainsi muni d'ure structure de A(w (3 , bi))—module 3

1
gauche.

Soient G, G' deux svstémes locaux : les A-modules HomA(Gi s Gi) et

Gi By Gi sont munis de structures de 73(3 5 bi)-modules par les forrudes :

7T.Xx =Toxo 7t v e (R, k)
1 i
o X & quA(Gi R Ci)

<

o

1
Mgeoe')="@eg e ') \¢'e Gl

On définit ainsi des svstimes locaux notés

Hom, (G , C') at Gwo G
AM N

respectivement.

Si, en particulier, g_ est un svstéme locel libre » un générateur (c'est-i-dire
si chacun des Gi est un A-module libre & un générateur), le svstéme local
HomA(g s E} est isomorphe au svsteme local trivial A . Sur chague composarte con-
nexe, cet isomorphisme s'obtient en faisant corresmondre l'unité de A 3 l'ap-
plication identique de Gi . Plus généralement, si G est libre & un générateur

~n

et G' quelconque; on a :
o~ .

T Y T V" 1
nomA(E R S:\) 8, C's G
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Homologie et cohomologie de B & valeurs dans G . - Lorsque 2 est connexe,

soit &(2) = U iln(B) l'ensemble des simplexes singuliers de R dont tous

les sommets sont en b g 2 , munis des opérateurs de face 5)i et des opérateurs
de dégénérescence sy -

21(8) est 1l'espace des lecets (B , b) .

Soit h i:l(B)-—%Tﬁ(B » b) 1'application qui associe & chaque simplexe de

dimension 1 1'élément du groupe de Poincars qu'il définit.

() =T, (5 , b) x 5(5)

-

est un ensemble simplicial muni des opérateurs de Tace

i

éi(ﬂ“, &) (1, ai o) 0 <ign

ao(%',:r) = (ﬁuh(ég 6? cee 6n<r) , On )

0

(77, Sio') T4ign

H

si(’iT ,0‘)

’IT‘G_'WI(B s b)
{(r ei‘.n »

L'application (T ;, 0°) - o identifie la réelisation topologique du complexe

Sl a . - ’ . . . ST
2. au revétement universel de la rdalis:tion topologique de 2. .

Le module libre E;F(E s A) , de base L(B) , se trouve ainsi wuni d'une struc-
ture de ’ﬂ’l(B » b)-module % gauche pour laquelle les opdrateurs Oi et s, sont

linéaires. On pose

A R c,(2, 4)
et
e, ¢) = Hom,n,l(B ’ €, 2), 0 ,
ou G désigne le '7Ti(R , b)-module 2 droite déduit de G en posant :
g = W ig MET (2, b)

2 € G .
-~

L'homologie du complexe G (B , G) , (resp. c* (e ; G)) , s'appelle 1'homologie {resp.
la cohomologie) de B & coefficients dans le svstime local G .
Si B n'est pas connexe, son homologie (resv. sa cohomologie) & coefficients

dans ,9« est, en chaque dimension, la somme directe (resp. le produit direct)
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des ho-ologies (resv. des cohomologies) & coeffici-nts dans G de chacune des
. AN

composantes connexes d=z § .

i w

DEFILITION 1. - Scit F -2 ¥ X5 83 un fibré au cens de STRRKE, de base 2 ,

™ D

o
3

et de fibre au-dessuz ¢'un point b

a. On dira qu'un scus-esmace X'e X définit n sous-fibré

dz

X si 1l'appli-

cation ﬂ!X' est une avolication fibrée au sens de SIRRTA sur B . Alors,

F' = F N X' csera anpelé la sous-fibre au-dessus de b . La paire

appeléas la fibre relative du fibré relatif (X , X') .

(m, ') sera

b, On dira qu'un sous-espace X" Z X «éfinit un fibré partiel de X s'il existe

-

un sous-espace “F < 2 tel que ; S(3W) = X7 .

Dani: ces conditions, 1l'arplication ﬁiX" est dvidemment une application fibrée

au sens de SERRE. B" :2ra appelée la base du fibré partiel X7 , la paire (B , B")

sera appelée la bese relative du fibré relatif (X , Z%)

“ous donnerons sans démonstration le risultat suivant qu' comnlite las remarques

de DOUADY ([1], paragraphe 5, B et .0).

PROPOSITION 1. - Soit F —» X —5 B un fibré au sens de
un sous-fibré de X , F — ¥" —» B® un fibré nartiel de
téme local de A-modules unitaires sur B . On notera encore
induits par ’9 sur X ; X' , X® , 7' et BH

a. Dans ces conditions, il existe une suite spectrale notdle

(%@, @, 1), )
telle que

et dont le terme
“b. 21 de rlus,

[y
o3}

X
G

3 ~, . by “*
est isomorphe 2 un gradué associé & H (X ,

7, ' = X' —» B
. 50it G un svs-

les svstémes locaux

XTu It G) .
N

3o ei_xj

taires sur B, et h un horomorphisme de svstimes locaux G

AN

et G% sont deux autres systémes locavx de A-modules uni-

®A CT — G" 9 i_].’

existe un accouplement naturel de modulss différerntiels Pridués

.t 1 \ r
&, g e, T, (1, 50, ) — T, xm) ;o)
~n r ~n T ProN
gui satisfait aux trois conditions suivantes :
1° Sur Eg(X s 0') By 2(X (X' 5, X") 5 2) cet accouplement est donné par le

cup-rroduit geuche :

1) 1
P, 2, ) N aPE o, e 1, o)
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(Lorsqu'on & des svstimes locaux F , i' , 47 de A-mndules unitaires gradués
~n A A
sur B , et un homomorvhisme H' ® I - Hif | on d¢finit le cup-vroduit gauche
o~ A M ~a -

en appliquant la régle ce foszul au cup-rroduit usuel au sens des svetémes locaux

H, H' , H" de A-modules).

A

(5]
3
~
o]
—
~N
D
N’

0! ! )
2° d_(a.b) =(d_a).b+ (- 1)77C a.(d_ b) 5; ¢ 3" 2,06

Loe X%, o, 1) e

r oy

-

et 1l'accounleme1t entre les 3 s'identifie & 1'accouplement entre les

d_~homologies des L .
r r

a . .
3° sur les gradués associds (CE (X, &')
4% -
\Ci (X, X' v e G)

cet accourlement coincide avec l'accounleme-t induit par le cup-produit :

* i ¥
5 (X, ") 8y (X, LI L) — W (X, X'y AT 0H) .

~ma

Remarquons que, si Xl > X' définit un sous-fibré, et X,> X¥ définit un fibré

partiel de X , il existe de méme un accourlement

]
td

Er(X ; (Xl 5 X2) 3 0') ®

e B (X, (¥',x7) ;8 — I (X, (X', ;G

~n

H

satisfaisant # des conditions analoguss > celles énoncées dans le nromosition 1.
Lorsque X' fresp. X%) est vide, on note (Sr(X s A" 5 G))  (resp.
P

(Er(X » X' 3 6))) 1la suite spectrale difinie dans l= vromosition 1.

.II. L'obstruction dans un esrtace fibrs,

A, NOTATIONS. - Dans la suite, ()
(resp. l'homologie réduite} de 1'espace

Soit F —2= X -Z» B un fibré au sens de SERRZ. On note M(¥) le mavping-

resm. ﬁ* 7)) designe la cohonologie réduite

(
P

°

cvlindre de l'application 7 . C'est ancore un fibré au sens de SERRE, de base
R et de fibre le cne ©(F) sur F . On note 77 la projection M(X) —» B,

et i 1'injection de la fibre C(F) — M(X) ,

j et s d<signent les injections cznoniques de X et de B dens MN(X) .

Puisque’ A1G(F) , ) est nul,
- % * . e . .
.o ®, g) —_ :%(N(X) s C) est un isomorphisme ;

st B —» 1°(X) est une section du fibré M(X), et s = -1 | Toute autre
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* »*
section s' étant homotope 2 s, ona s' =s .

B. L'homomorphisme de Thom -Cysin., - Désignons mar n le plus grend entier tel

que T (F,A) =0 pour tout i< n . COn a alore :
~: i
T(F, 6 =0 nour ic<n,
nym . -
H (=, C) ;omAﬁgn (7, &), g) .

P, o) —_— ‘l+] (F) , ¥, ¢) ,o0na
e laan)

312390..(}{ ¥) , X ;,(;:) =0 pour ¢ gn .

On a donc un edce~homomorrhisme, vermettant de définir 1l'applicetion :

~J.
W 2P, 0, O DT, 200 — P e L x50

Comme on a un isomorphisme =

t? s'arpelle l'hoxororphisme de T:om -Gvsin.

Si toutes les différentielles dz la suite spectrale aboutissant 2

~Pyn+l ) . .
LE’ ((X) , X 3 £) eont nulles; alors 1l'apolication ¢  est un monomorphisme.

A

. Loy . . \s
Si en outre, = (7, G) =0 npour tout i #n 4' est un ilsomorphisme.

~n

C. La sulte exacte de Gysin.- S2it

1] s -
m(E) , X s c) I S O ) —-J-ﬁ ghx, )
A "e
e i+
iy owt 1(M ), X5 n0) —> ...
~W

la suite exacte de cohomologie de la waire (¥(X) , X)

* . . 4 .
Onrose 6 =5 o Yo P . Avec ces notations; on a la rroposition suivante:

PROPOSITION 2. - 3i \Y est un isomorphisme, la suite sulvante est une suite

exacte
*
i ~ 6 13 *
... — 5@, TF, ) L S5, c) T—y 1*“*1()' » )

: Ny
I MR 1+1(B ) (@, 9*)) - ...

condition de voser

jOld

lorsque 13 -n -1,

e, ', 0) =0 sour i< O .

DEMOVSTRATION. - (1) é'obtient en remplagant dans le diagramme suivent les termes

de la premidre ligne par les termes de la deux1eme ligne qui leur sont isomorphes.
+ i -
coe » BP0 x50) B At (0,2 - 1 pivnrl g ) SR 00x),x50)
= \-? 2’4I “5/‘\\‘?
ae,iEe) BT e, 27 (2, 5w, 0))

(1) s'avpelle la suite exacte de Cysin.
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FIMARQUZ. - lorsque n » 1 , on peut dcrire une suite (1') analogue a (1) en
étudiant les propriétés de la suite s—ectrale : (Er M), Ep (ef. [3], para-
gravhe 5C). Mais alors, le preaier et le troisiime homomorphisme de (1') différent
par leurs signes des homomorphismes corresnondants de (1). Ce fait résulte de 1a

proposition § ci-dessous (cf. paragraphe 3).

~g -~ ~
D. Cas ou G = Hn(? s &) . - L'élénment de T- (F d (F, a))~ Homg(Hh‘F;A),Hh(F,A))

)
corresmondant & l'aoplication identique de n (r, A) s'apoelle la classe fonda-

mentale de la fibre et se rote & .

Sur chagus composante connexe By de B, cet élément difinit dans :
~ N ~ - )
HomA(En(F ’ A) ’ i{n(f ) h))
un élément €i inveriaent par les opirations ds T‘(” R bl)
A 1'é1ément Si corresmonc, por augmentation, un &lément Y]

0 . ~ N (» - . fie
wy &4 (t%.i , :IomA(En(F , A) , q (s a))) = 4 8. i)dom (i{n(F s A) En(F , 4)))

- 0 ~“n o, ~ . . P “ s 2
La famille (71) e Ty (Bi , ANF ﬂn(F s £))) s'identifie 2 un élément de
i o .
O, e, 4P, 4))), noté
On rose

w= g e E @, 1 T e, )

DEFIFITION 2. - La classe y = * o y(u) = B(y) e el e ;{r(w s 4)) s'appelle

la classe fondamentale du fibrd ¥ .

REMaRGUZ. - Les classes u et Y sont définies de fagon naturelle. Zn particu-
lier, u induit 50(5) e g (G(F) s F ; 4) sur la finre relative (c(F) , F)

~
3. Cas ol Hn(F s A) est un systdme local libre & un générateur. - Lorsque

ﬁ;(F » A) est un systdme local A, libre 2 un générateur, 1'isomorphisme
ﬁn(F ; A) = HomA(A , A)= A
permet d'identifier
’V) € .u (_‘ ; A(A 9 A))

2 1'61ément unité de H (3 , A)

L'application 4 5 relative au svstime local A, s'éerit alors

g - 1P(8 , 4) — 37y s X5 4)
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et
b: HP(R, A) — HP'l(m A) .

Ona u= P(1) et ¥ = 6(1) .

Enfin 1l'isomorphisme :

=N, L
(2) 27, 0) sydxton (4, 0) o) AxC
permet de définir le cup-produit :
TeE) , Homﬁ(g s E)) ®, B eix) , % . ﬁ) —> H*(M(x) s X3 g) .

PROPOSITIOH 3. - §i_,§n(F s A) est un systéme local A libre & un générateur

les homomorphismes \f et. € vérifient les propriétés multiplicatives suivantes :

(3) W(xvy) = 7 (x) v P(v)
(4) E(xuv) =x u B(v)

x € 2(® , som, (45 C))

ly(: Hq(B , A)

DEMONSTRATION. - On peut fag;oriser T et x& de la fagon suivante :

T A
7 s BB, Hom (4, G)) S 85 0 (u(x) , domy (4 , G)
- % - %
"2 . p,0 "3 o
= ECE’ 01(x) , Homy (A , ) = H(M(K) , dom, (4 , G)) .

3 (s , Hom, (4 ; ) L Eg’n”(M(x) s X3 0)

2

-2, E£’n+1(1‘-€(x) , X 5 G)

o

2
3o aP ™ v, x5 0) .

On écrit 1'accouplement des suites spectrales assocides & M(X) et (M(X) , X) ,

relatif 2 l'accouplement de coefficients (2)

5,(0(X) ; Hom (A, G)sy B (E(X) , X ; A) — B (M(x) , X 5 G) .

D'aprés la proposition 1b, 1°, on a :

P G vy) = T (x).y (v)

Par application répétée de la rroposition

* o) .
B (M(x) , Hom, (4 5 G)) ~

& (3 , Hom, (& , 0)

v ¢ H(B > A)
XuUye Hp+q(3 s HOIDA(A s G)) .

1b, 2°; il vient, puiscue

BT (M(E) s HomA(A s G))
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=¥, 0t 1
.-lr+ 1

* . Dol fenpn
\&z(x'ej/') = !’Z(X')a ~?2(v’) x' € 1,5’ (@), ;iomA(“jt 5 g))

yte BB ey

(M(X) . X 5 ©)) (edge-homonorphismes)

htd 2
9 4L t’!.)
L)

X'yt e 3Py p )

La proposition 1b,.3° donne enfin
\PB(xnovn) = 7‘,";(}{::) o \_‘DB(VH)

oo P50 e
x" & "ID’ (%) s OWA(A{-\“ s 3))

LGN+
y" e 3;’“ L) ;X5 oa)

o

(x",-,r" c qu’n”(mx) , L, G)
~~n

3in combinant ces trois résultats, on voit que

Yexuy) = ($,04,) 0 G106 ()
§ 5065 0 TN )., 0 ) ()

7 (x) v (v)

ce qui démontre (2).

1]

1

‘Pour obtenir (4), il suffit d'appliquer aux deux membres de (3) 1'homomorphisme

s o ¥ en utilisant les pronriétés multiplicatives usuolles de \?l :
, . D/ far
\P(x,u 7) = x v ]L(v) x e 3((X) , .f;{omA(f: 5 3))
v & 29011) , X ; A)

(X VYV & ;-imq(M(X)' s X 5 Q) .

En posant y = 1 il vient le corollaire suivant:
COROLLAIRE. - 3i H (F ;, 4) =st un svstime local A libre 2 un générateur, on. a

a1
(5) $(x)
(6) O (x)

x€ H (B, Hom, (A , €)) .

7(x) v Y1) = 7 (x) v u

xu@(l):xuy

I

Cas o: B est triangulable.

FROPOSITION 4. - Soit X un espace fibré localement trivial, dont la base B

est triahgulable. On suppose de plus que




2-0¢
A~ T"n(F) (comme groupe abdlien)

et que

A= Zz;s'ﬁO(F) (comme ensemble) lorscue n = 0 , de fagon que

Dans ces conditions, la classe fondementale y du fibré X  (cf. définition 2),

coincide avec la classe fondamentile de X au sens de la théorie des ohstructions.

(C'est la prami®re ohstruction ¢ 1'existence d'une section B —3% I : pour la
définition de cette classe, cf. [1] et [4].

Pour s'en convaincre, on d<¢formera la section B —519 M(%x) en une avvlication,
P L5 M(X) apnliquant le n-scuelette de 2 dane le sous-esrace X € (X) .

X &tant localement trivial, la restriction de o 2 un (n + 1)-simplexe de
B définit un élément de “;+1(C(F) ; T) . On conctruit mar ce moren une

(n + 1)-cochalne de B ? veleurs d:uns

-

T (), P)az H (P, &) = A .

’

~n+1 o) o~

Cn mratrera sans peine cue cette cochalne est un cocrele dont le classe de coho-

mologie =st Y - Par 1'isomorrhisme

i

g (000, 7)) = ()

n

ce cocvcle s'identifie d'autre rart au cocycls de la nreniére obstruction & 1'exis-

tence d'une section de B dans X .

SEMARQUE. - Si 1'on donne un fibré nartiel X" —s B®(X) , on peut généraliser

les constructions qui précedent au fibré relatif
(X, M) — (P s B").

et étendre par ce moven aux fibrés de SERRT la théorie des classes d'obstruction

relatives.

ITI. L& transgression dans un espace fitré.

Dans ce naragravhe, on suppose gue P est connexe et que

c=H (F, A) )

-~

0N

Toutes les cohomologies et les suites cpectrales sont prises & coefficients dans
i (

ot , A)
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Considérons le diagramme .

) . P
) L @, ) 2o )
il g

P lm, p) B ™(e)

‘En écrivant la suite spectrale associde 2 la paire (X ; ) on constate que
* s . . .
7+ est injective dans la dimension n + 1 . Comme
*
Im(cgl) = I-(m ) 5

a)
est définie sur 1l'image de él .

4 oo A . . 3 200 S
DEFIIITION 3. - On arvmelle transgression et on note T l1'aovplication composee

LR
% 1

-1

homn o} é;

Loréque n > 0, T se calcule & 1'aide de la différentielle dn+1 de la suite
spectrzle (Eg’q(X)) de la maniére suivaate :

- .n Oy, dn+1 Sbel,0 ~h+l

i: (M= "'J'q+1(‘[‘) oy 3R =2 HOT(R) .

Tn+l

I1 suffit omour le voir, de rewonter & la définition des difiérentielles dr

d'une suite spectrale.

PROPOSITIOK 5. - Soit ¥ —% X —» E un fibré au sens de SERIS dont la base

B est connexe. L'image par transgrassion de la classe fondamentale de la fibre

F est 1'oprosé de la classe fondamentale du fibré X .

Avec les notations de la définition 3 ot du paragraphe 2D, on a donc

(7) T(E) = - ¥ .
DEVONSTRATION. - Considérons le svstime d'esraces

J J
C(F)—=———> (1)

A 1'aide de la suite spectrale sttachée I la vaire

(ix) 5, (X, ¢())

on voit que
H-((X) , X Vo(F)) =0 mour tout 1 & n o+ 1 .
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En tenant compte du fzit que

-I ( (“)) =0
le diagremme de cohomologie du svstéme d'esnaces rrécédent ol tous les carrés
sont commutatifs, sauf celui merqué d'une étoile

(=

qui est anticommutatif, s'éerit :

0 —— 5 e, x)

N
P
7)) 5 o)) s HT (V(X)) >0
|
-~ . i L
Jo* N
W ¢ ’ \!P
”~ i ~ b i 3 e o
) —L W) —E BN, ) 2 )
s . d
A\ 4 g v ’ . ’; v
0— 85 010) , 1) T B o), T S E™R (), % v o)
\")
\/ ~N/
() ——— 0

in combinant ce diagramme avec la sulte exccte de cohomologie de la maire

((x) , ¥) s

on obtient le diagramme suivant, ol toutes les lignes sont exactes

00

i (%)
Hn+1(c(w) , T \\\\\\“~\\\\\-s-~\~\, n+1(

N
n+l

\ ) 9 F) . 31*
B (), x) ,//""’///’/’////’/7 \\\\\\\\\\\‘“‘\\\ 0@, o))
4\ / 1
\ Hn+1(\ (x))

s F)

0 0
. . A * *
Si on identifie H (®) T, b)) et k, 3z H QMXK)),
B resnectivement; on a

) , C(F)) et



o
!

—
DN

T -l
'L'::(oa o ¢

2t W) =Y.

Zn vertu de la remarque du paragraphe 2D

1]
o

T - Hi6) = 1,00, () - &1(2)

et par suite :

Soit done x &£ d°

$, () - (&) e Ia(yy)

ler(""(X) , 0(F)) vérifiant :

Holx) = o, () - Sr(s) .

Comme 1, (f,(u) - & (&)= -1, £'(8) = - & (%)
) = - 3,(2)

et en vertu de la définition 3

M(x) = - T(&) .

On voit ainsi que :

(1]

(3]

(4]

Pla) = 4 0hy () - 31 (2) = - T(e)
C. Q. F. D.
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