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Séminaire H. CARTAN— J, C. MOORE 7-01
Ve O o .
12¢ année, 1959/60, n°® 7 21 déeembro 1959

ALGEBRE HOMOLOGIGUE ET HOMOLOGIE DES ZSPACES CLASSIFIANTS (l)

par John C. MOORE

1. Modules différentiels.

Soit K un anneau commutatif. Un K-module gradué est une suite de K-modules

(Mq) indexée par les entiers. Un tel module est borné inférieurement s'il existe

un entier n. tel que Mq =0 pour g «n . Si M et N sont des K-modules
gradués, M ® N est le FK-module gradué défini par (M e N)q = rfgzq M_ ey N,
et Hom(M , N) est le K-module gradué, ou (Hom(M , N))q est 1'ensemble des
applications f : M - N de degré q . Une telle application est une suite (fr)

ou f_: M _oN est un homomorphisme de X-modules.
r r r+q

Le module gradué est concentré en degré n si Mq =0 pour g #n . On consi-

dére K comme un module gradué concentré en degré O .

Comme nous aurons toujours a faire & des K-modules gradués, nous nous conten-
terons de dire "module®. L'application identique d'un module se notera i quand

il n'v aura pas de danger de confusion.

Selon la convention habituelle [3], si M, N, M' et ' sont des modules,
f: MM est une application. de degré. p, et g : N - ¥' une application
de degré q , alors feog: Mol M » k' est 1'application de degré p + g

telle que, si x € Mr et y € NS 5

(fog (xov)= (1" & egl) .

r+s

Si M est un module, un opérateur différentiel sur M est une application
d: MM de degré -1 ,‘telle que dod=0.0nnote Z(M) 1le noyau de d ,
B(M) 1'image de d , et H(M) = Z(M)/B(M) . Un module différentiel est un module
M muni d'un opérateur différentiel. On le notera encore M . On appelle 2Z(M)
le module des cycles de M, B(M) celui des bords, et H(M) 1'homologie de M .

On considérera K comme un module différentiel concentré en degré zéro quand

ce sera commode.

(1) Les méthodes employdes dans cet exposé sont tirées d'un travail, non publié,
avec S. EILENBERG. On peut trouver dans [7] un exposé préliminaire de ce travail.
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Si M et N sont des modules différentiels, M ®» I est le module différentiel
avec pour opérateur différentiel d ® i + i ® d . Comme module, Hom(M , N) est
le méme que si M et N n'étaient pas munis d'opérateurs différentiels. Mais
Hom(M ; N) est un module différentiel avec 1'opérateur différentiel d tel que,
si f € Hom(M , N)r , d' est la différentielle de N et dii celle de M,

af =d' o £ + (- )™ £ o gn )

f est un homomorphisme de modules différentiels si df = 0 , deux applications

f,g: M->N de degré r sont homotopes s'il existe une application

‘h: M> N dedegré r + 1 telle que dh = £ -'g « On voit ainsi que

Z(Hom(M , N))r est le module des homomorphismes de modules différentiels de de-
gré r , et que H(Hom(M , M))r n'est autre que le module des classes d'homo-

topie de telles applications. Le diagramme,

T
M £, M
}
gf i
v ~
N &, W

d'homomorphismes de modules différentiels, est commutatif 2 1'homotopie pres, si

gf et f' g' sont homotopes.

Si M est uh module différentiel, et r un entier, s M est le module dif-
férentiel défini par (s¥ M)q+r = %1 , et s' ¢ Mo s' M est l'application de

degré r telle que, si x € Mq , gx=xe (s¥M) . L'opérateur différen-

a+r
tiel est défini sur s” M par la condition

ast = (- 1) s" a .
Remarquons que pour deux entiers Ty s Ty
r, r T +r r +r r r
s 1(s 2 M) =g ! 2 u et sl 2=5lgg% .

Le module s" M est appelé la suspension r-uple de M . En particulier

s1 M =gM est appelé la suspension de M ; 1l'application s : M -» &M est ap-

pelée suspension, et ‘son inverse T transgression.

Dans la catégorie des modules, les notions de projectifs et de suites exactes
sont les notions courantes, mais quand il s'agira de modules différentiels, on
donnera & ces mots un sens spécial : un module différentiel M est dit projectif
si les modules M , Z(M) et H(M) sont projectifs. I1 s'ensuit qu'un module

différentiel projectif M est somme directe de deux modules différentiels M
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et " vérifiant les conditions : la différentielle est nulle dans ™' , M
est un module projectif,; M" est un module projectif; et il existe s ¢ M" o> M"
de degré + 1 , tel que ds + sd =1, ds et sd étant des vprojecteurs. Les
cycles de MY sont alors l'image de da , et 1l'image de s8d s'applique isomor-

phiquement sur les cycles par d .

On dit qu'une suite de modules différentiels et d'homomorphismes de modules dif-

férentiels
M!' - M oo M
est exacte si les suites "' - M -M" | Z(M') » Z2(M) » z(M") et

H(M') > H(M) > H(M%) sont des suites exactes de modules. In particulier M - M"

est un épimorphisme de modules différentiels si M - M" ; Z(M) » Z(M") et

H(M) > H(M") sont tous des épimorphismes de modules. On vérifie alors aisément
que le module différentiel P est projectif si et seulement si pour tout épi-
morphisme de modules différentiels M T Mn , tout homomorphisme de modules diffé-
rentiels f ¢ P - Mi' se reléve en un homomorphisme de modules différentiels '
T: PsM telque f=mno T.

Rappelons que pour tout module différentiel M" , il existe un module différen-
tiel projectif P et un épimorphisme de modules différanticls f : P - MM | Le
degré de f peut étre choisi arbitrairement. De tels faits sont considérés en
détail dans [3], chapitre XVII.

Remarquons que si f ¢ M - ¥ est un homomorphisme de modules différen-
tiels qui est un épimorvhisme dec modules, cec n'est pas nécessairement un

épimorphisme de modules différentiels, et par suite, il n'est pas vrai

que tout homomorphisme de modules différentiels soit composé d'un épimor-

77\ phisme et d'un monomorvhisme de modules différentiels.

2. Modules différentiels sur des algdbres différentielles.

DEFINITIONS. - Une algébre différenticlle zst un module différentiel A tel
que Aq =0 pour g <O ;, muni d'homomorphismes de modules différentiels de de-
gré zéro 9: Ae A - A et n: K - A, tels que

1. Le diagramme

rAe Ao A 2245 Aen
11 89 Q
v kS

P

A N\ e A
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est commutatif, et

2. Les diagrammes

KeoA Ao K

~.,

A
3,71@1/&0» 1@”110/,

Ao A Ao A

sont commutatifs.

Si A est une algdbre différenticlle, un module différentiel & gauche sur A

est un module différentiel M muni d'un homomorphisme de modules différentiels

de degré zéro ¢ ¢ A® M ->M tel que les diagrammes

Ao No M ¢e 1 . Ne M

l
\ ie 0 l’ ® lrlg 1 * M
AeM T | M AeM -

soient commutatifs.

Un module différentiel & droite sur A est un module différentiel M mnmuni

d'un homomorphisme de modules différenticls dc dogré zéro 9 : MeA - M, tel
que les diagrammes correspondant aux diagramucs ci-dessus soient commutatifs.

Si A est un module différentiel & droite sur A, et B un module différentiel
a4 gauche sur A, alors A ®, B cst le module différentiel qui est le conovau

A
de 1l'homomorphisme de modules différenticls

poi-1@0: Ae A®B->AsB .

Si A et B sont des modules différentiels & gauche sur A, alors HomeA , B)
est le module différentiel qui est le novau de 1'homomorphisme de modules diffé-

rentiels
¢ : Hom(hi , B) »Hom(Aw® A , B)

défini par E(f) =po (i®f) =foyp , i.e. fe HomA(A ; B) si et seulement

si le diagramme

Ao A - A® B
v ¢ . ! ¢
A ——e B

est commutatif. I1 en est de méme si A ¢t B sont des modules différentiels

3 droite sur A.
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Si A ezt un module différentiel & gauche sur A, on munit sA de la struc-
ture de module différentiel 2 gauche sur A qui est déterminée par la condition :

s : A ->sh est un isomorphisme de A-modules différenticls de degré + 1 .

La suite M' 5 M - M" de A-modules différentiels est exacte si la suite sous-
jacente de modules différenticls cst exacte. Pour abréger la terminologie, quand
nqgf dirons A-module, on entendra toujours A-module différentiel. Nous noterons
AT 1talgebre Saif diffégfntielle sous-jacente & A, et pour un A-module M,
nous noterons M~ le A "-module sang différentielle sous-jacent & M . De plus,
guand nous dirons homomorphisme de A-modules, on entendra toujours homomorphisme

de A-modules différentiels.

Maintenant que nous avons défini la notion de suite exacte de A-modules, on se
pose la question de savoir s'il y a asscz de projectifs.

Si M est uh module différentiel, A® M est un A-module 2 gauche. Si B est
un A -module & gauche, Homﬁfl\a M, B) = Hom(M , B) . Donc si M est un module
différentiel projectif, Ae M cst un A-module & gauche projectif. Pour expri-
mer B comme quotient d'un A-module projectif, il suffit de se donner d'abord
un épimorphisme m: M - B de modules différentiels, ot M est un module dif-
férentiel projectif, et d'étendre m en une application, qu'on appelle encore
n: A®M->B, qui soit un homomorphisme de A-modules & gauche. Il est alors

un épimorphisme de A-modules. Cceci signifie que :

1. st est un homomorphisme de A-modules
2. A® M- B est un épimorphisme de modulcs
3. Z(A® M) > 2(B) ost un épimorphisme de modules .

s

On voit ainsi que dans la catégoric dcs A-modules & gauche et de leurs homomor-
phismes, il y a assez de projectifs, avec la notion de suite exacte définie plus
haut. Nous ne nous occuperons pas de savoir s'il vy a d'autres projcectifs que

. 2
ceux que nous avons construits ().

LEMME 2.1. - Si A ost un A-module & droite, et P un A-module 3 gauche

projectif, alors

H(A ®, P) = H(4) @ H(P) .

H(A)
DEMONSTRATION. - On peut supvoser que P = Ae®e M, ou M est un module diffé-

rentiel projecctif. Alors A 8 P=AoM, et H(A ®, P) = H(4) & H(M) ,

H(A® M) = H(A) ® H(M) , et H(4) ®4(n) H(A ® M) = H(4) & H(M) = H(A

qui démontre le lemme.

N P) , ce

2 o ré o 7
() Cette question est étudide dans le traveil avac EILENBERG.
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DEFINITION. - Si B est un A-module 3 gauche, une résolution projective X
de B est une suite {Xn} de A-modules projsctifs indexée sur les entiers po-
sitifs, avec des homomorphismes de A-modules o c Xn - Xn-l de degré zéro
pour n >0 , et un homomorphisme de A-modules dc degré zzsro € ¢ X, B,

tels que
a
”.4xn§.“f§%25qo
soit une suite exacte de A-modules.
Si £ : B -RB' est un homomorphisme de A-modulcs de degré zéro, et si X' est

une résolution projective de B' , une application £+ XX au-dessus de f

est une suite d'homomorphismes {fn } de A-modules, telle que :

1. Chague fn est de degré zéro ;

2, fn : Xn -» X' ;
3. an.fn = fn-l @, pour n >0 ;
~
4. efo = fe .
~ ~ ~
Si f, g sont des applications au-dessus de f , une homotopie entre T et g

est une suite d'homomorphismes de A-modules h = {hn} , telle que

N d) . . 2 2 o
1. hn : Xn - Kn+1 est de degré zero ;

~

2. a1 h.n + hn—l a = fn - g, pour n >0 ;

3. oy by =fg - gy -
PROPOSITION 2.1. - Si B et B' sont des A-modules; et f : B - B' une ap-

plication de degré zéro, alors
1. I1 existe des résolutions projectives X de B et X' de B!
2. I1 existe une application f : X - X' au-dessus de f ;

~
3.5 gs: X -»X' est une autre application au-dessus de f , il existe une

~~ ~N
homotopic entre f et g .
La démonstration de cette proposition est classique, et nous la laissons au
lecteur.
Nous allons maintenant associer un A-module & toute résolution projective X
d'un A-module B . ‘

DFFINITION. - Soit B un A-module et X unc résolution projective de B . On

définit D(X) comme la somme directe EBsq Xq . On note d' 1'opérateur différentiel
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sur D(X) induit par les différenticlles internes des A-modules ¢ Xq s ct
an s s Xq - Sq—l Xq_1 1'application de degré (- 1) induite par
a : X - Xq-l pour g >0 . d' ast aprclé différenticlle interne de D(X) ,
an différenticlle externe, on a d' d" + d"ad' = 0, et on pose d =d"' + d" .

S$i AeA,, ac D(X) , on a

a'(ha) = (@A) a+ (- 1)7Ad &

(“ 1)1" Adi a )

an(ia)
et

da(\a) =(M0a+(—1fkﬁx 5
d' et d sont donc tous deux des opératcurs différentisls, qui font de D(X)

un A-module. L'opérateur d est 1'opérateur différenticl total sur D(X) , et

c'est celui dont on se servira sauf montion du contraire.

DEFINITION. - Si B est un A-module et X unc résolution projective de B

sur A, Oon pose
1, 71(X) {H(Xn)}

2. ety

PROPOSITION 2.2. - Si B est un A-module et X une résolution projective de
B , alors
1. H(X) est une résolution projective de A(R) sur H(A) ;

¥

2. x¥ ost une résolution projective de B¥ sur AT,

La partic 1 se démontre immédiatement & partir du lemme démontré plus haut dans

cc paragraphe, ct la partic 2 cost évidente & partir des définitions.

DEFINITION., - Soient B un A-module ct X wunc résolution projective de B .

On pose

P, _.p
(7 £ g = o7 ()

- %D(X)psq

D(X)paq

1

1]
he]

>

D(X
( )ps*

D(X)*sq =@pD(X)p9q .

DEFINITIONS ot COM'SNTAIRES. - Puisque, pour toute résolution projective X de
B, D(X) est un complexe double, il sc trouve muni de deux filtrations. La pre-

midre filtration, apnclée filtration par degré de résolution, vossede la propriété

I ‘
F = 2D e -N\-
que pIXX) né (x) % st pour tout p un sous-A-module de D(X) . La
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seconde filtration, appelde filtration par degré interne, ne jouit pas de cette

propriété. Mais si A est un A-module 2 droite, on peut filtrer A ® D(X) par
la somme du degré sur A et du degré interne sur D(X) ; alors, si a€ 4,
ANeA, x eD(X), la filtration de al® x ost la méme que celle de a ® Ax ,

de sorte qu'on a défini une filtration induite sur A ®) D(X) .

CONVENTION. - Désormais; quand nous parlzrons d'un A-module A , nous suppose-
rons A =0 pour g <O . Ceci de facon que les suites spectrales, qu'on va

commencer & employer aient de bonnes propriétés de convergence.

DEFINITIONS. -~ Si A est un A-module & droite; B un A-module 2 gauche,
X une résolution projecctive de A , Y une résolution projective de B , on

pose 3 ‘
Tor’ (4 , B) = H(D(X) s, D(Y)) .

THEOREME 2.1. - S1 A est un A-module ? droite, B wun A-module 2 gauche,

X une résolution projective de A , Y une résolution projective de B , alors

1. 81 D(X) ®, D(Y) est filtré par la somme du degré total dans D(X) et du

degré interne dans D(Y) ,

1, - : _

EX(D(X) @AD(Y)) = D(X) s, B
et

2 (D(X) o B) = Tor’M4 , B) ,,

2. 51 A N DY est filtré par la sommec du degré dans A ¢t du degré interne
dans DY ,

oAk
gt = ror (F ) oF) st EF »Tor’(a , B) )

DEMONSTRATION. - D(XJ est un AF-module & droite projectif ot D(YH est
#

un A"-module 2 gauche projcctif. Dans les conditions de la partie 1, la diffé-
rentielle dans EO(D(X) 8 D(Y)) n'est autre que celle qui cst induite par la
différentielle externe dans D(Y) . Par suitc

ﬁ%

]

EO(D(X) °, D(Y)) = D(X)# ® 4 D(Y
A
et la différentielle n'est autre que celle qu'on obtient en considérant
D(Yf# = D(Y#) commc le complexe associé & une résolution projecctive de B" sur

Pii

. La partie 1 en résultc. On obtient la partie 2 de fagon semblable.
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COROLLAIRE. - Soient A wun A-module 2 droite et B un A-module a gauche.
8i 1'un des modules Aﬁ:, 5#' est A#iprojectif, alors

Tor’(A , B) = H(A o, B)

Nous arrivons maintenant & 1l'existence de la suite spectrale dont nous tirerons

la plupart des résultats de cet exposeé.

THEOREME 2.2. - Soient A un A-module & droite, B un A-module & gauche, Y

une résolution projective de B ; filtrons A ®) D(Y) en posant

Fp(i 8, DY) = A o IFp(D(Y)) . Daps la suite spectrale qui en résulte,
1. B = TorH(A)(H(A) , H(®))
29 Er‘:ﬁ Tor/\(A 9 B) °

DFMONSTRATION. - Dans la suite spectrale induite par la filtration tIr_ o),
on a El(D(Y)) = D(H(Y)) et c'est une résolution projective de H(B) sur H(N) .

En appliquant le lemme 1, on a

2t (A o D(Y)) = H(4) é ) £t (D(¥)) 5

H(A
et '

1

EZ(A QA D(Y)) TorH(A>(H(A) , H(B)) .

2
De plus E;,q =0 pour p<0 ou g<0 . On en dédult le théoréme.

THEOREME 2.3. de changement d'algébre et de modules. - Soient A et TI' des

algdbres différentielles, f : A - T un homomorphisme d'algébres différentiel-

les, A un A-module & droite, B un A-module 3 gauche, A' un I'-module 2
droite, B' un T[=-module & gauche, g : A -A' et h: B -» B' des homo-

morphismes de TI'-modules, tels que

1. | ‘ £ ¢ H) 5 u(r)
2. g, ¢ HA) TH@)
3. ~ h_: H(B) 5 ) :
Alors _
Tor (A , B) f'rorA(A' , B') 3 TorF(A'_, B') .

DEMONSTRATION. - Ce théordme est une conséquence immédiate du précédent.
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3. Relations entre algébre homologique et géométric.

Soient G un groupe topologique, X un espace sur lequel G opére & droite,
Y un espace sur lequel G opére & gauche. On note X X Y 1l'espace quotient
de X x Y par la relation d'équivalence obtenue en identifiant les points
(xg , v) et (x, gr) , quand xe X, yeV¥, geG . Remarquons que, si X

est un point, X *a Y n'est autre que l'espace des orbites de Y . Remarquons

aussi que G XG Y=Y et X XG

groupe structural G , X xo ¥ est le fibré associé de fibre Y et de groupe

structural G . S p est.un point, et €: Y - p 1l'unique application,

G=X.951 X est un espace fibré principal de

1'application ex i : X *q Y » X g P n'est autre que la projecction du fibré

sur sa base.

Soit nm: E - 3B la projection d'un fibré universel d'un groupe G sur un
classifiant de G , et supposons que G opére sur &E & gauchc. G opére alors
sur Y x E 2 gauche par action diagonale, i. e. gy , z) = (gv , gz) pour
g € G, ye Y, zeE.Le groupe G opere librement sur Y x E , et la pro-
jection nm: Y x E -Y commute avec l'action de G ; et 2st une équivalence
d'homotopie faible. L'application n: Y x E -»Y doit étrec imaginde comme
1'analogue d'une résolution projective de Y sur G . On ne précisera pas cette

idée.

Nous travaillerons sur un anneau fixe K comme dans le paragraphe précédent.
Pour tout espace X , on notera C(X) 1le groupe des chaines singulidres norma-
lisées de X 2 coefficients dans ¥ , et H(X) = H(C(X)) . La multiplication
G x G -G induit une multinlication C(G) ® C(G) - C(G) , qui fait de C(G) une
algebre différentielle gradude (3)° Quand G opére sur X & droite, l'application
X x G- X induit une application C(X) e C(G) » C(X) qui fait de C(X) un
C(G)-module & droite. De méme, quand G opére sur Y 2 gauche, C(Y) est un
C(G)-module 2 gauche. Ce qui nous préoccupc est de voir sous quelles conditions
H(X o v) = TorC(G)

spectrale générale, qui sous certaines conditions sc réduirs 2 la suitc spoctra=-

(C(X) , C(Y)) . Pour cela, nous aurons besoin d'une suite

le d'un certain espace fibré, et nous aurons & démontrer une proposition &

propos de cette suite spectrale.

DEFINITION. - Soit A unc algébre différenticlle, Un A-module filtré est un

(3) Pour plus de détails, voir [8].
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A-module M muni de A-sous-modules Fp M tels que
1. Fp M=0 pour p <O ;

2. Fp M contient le p-squelctte de M , i. e. lc sous-A-module cngendré par

les Mq s pour 9 < p 3

3. Si on note B(M) le module différenticl E (N) = %? o 0 1'application
naturelle H(A) ® B(M) - H(A) o El(M) N 31(M) 1ndu1t un 1somorphlsme
) ¥ 2l
H(A) ®HO(/\) B(:.) - o (11) 5

A, B(M) est HO(A)-projectif.

Remarquons que grace aux définitions, 1'application naturclle  Ae M - M est
une application de A-modules filtrés, en possnt Fp(A ® M) = Aw F M, coqui

donne un sens aux parties 3 et 4 de la définition ci-dessus.

EXEMPLE. - S1 M est A#Qprojectif, avec Mq =0 pour gq <0 , on 2 un
A-module fibré en prenant pour FD(M) le p-squelette de M .

PROPOSITION 3.1. - Si G est un groupe topologique, et 7m: Y = p *a Y , ou
p est un point, est la projection d'un espace fibré principal; C(Y)) muni de
la filtration classique, est un C(G)-module filtré, ot

K @HO(A) B(C(¥Y)) = C(p xq v) .

Cette proposition est un corollaire immédiat du calcul de J. P. SZRRE du terme

' de la suito spectrale d'un espace fibré [S].

PROPOSITION 3.2. - Soient M un A-module filtré; P wune résolution projective
de M, alors

1. D(P) est un A-module filtré quand on le filtre par les squelettes.

2. L'application naturelle e: B(D(P)) » B(M) induit un isomorphisme d'homo-
logie.

DEMONSTRATION. - La partie 1 est immédiate, vu qu'on peut supprser que D(P)
3
N

est un A#-module de la forme @ N . Comme P est une résolution projective
de M, H(D(P)) FHM) . Ce plus, les deux suitcs spectrales ont H(A) pour

. 1
fibre au niveau E” , done, par un théoréme classique sur les suites spectrales

([6]9 [8])9 on a
H(B(D(P))) 5 H(B(M)) .
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THEOREME 3.1. - Soient G un groupe topologique, £ un cspace sur lequecl
G opére & droite; et Y un espace fibré principal &e groupe structural G

opérant & gauche, alors

(X §G v) = 10r( (o) , o(x)) .

DEMONSTRATION. - Le cas particulier ou X cst réduit 3 un point cst une con-
séquence immédiate des deux propositions précédentes appliquées & A= C(G) .
Soit P une résolution projective de C(Y) . Considérons P comme un A-module
filtré par les.squelettes. On définit une filtration sur C(X) ° D(P) en po-
sant Fp(C(X) e, D(P)) = C(X) o, Fp(D(P)) . On munit C(X x, ¥) do la filtration
obtenue de la fagon classique en le considérant comme un espace fibré. Le

calcul de J. P. SERRE montre que

1 IV
Z7(C(X x, ¥)) = H(Z) @HO(G) B(C(Y)) .

De plus,; on a El(C(X) °a(a) D(P)) = H(X) ®y (4) B(D(P)) . L'application natu-
O -4

c(G
relle C(X) ®, D(P) - C(X Xo Y) préserve la filtration, et au niveau gt , c'ast
le produit tensoriel de 1l'application identique de H(X) avec 1'application na-
turelle B(D(P)) - B(C(Y)). de la pronosition précédentc. Par suite

E2(C(X) o, D(?)) » 57(0(x xo ¥)) , d'ob le théordmo.

COROLLAIRE 1. - Soient G un groupe topologique, ct II: E-B la projcction

d'un fibré universel de G sur un espacc classifiant. Alors H(B) = TorC(G)(K ,K) .

DEMONSTRATICH. - Ce théoréme découlc du précédent, ot du théordme de changement
de modules du paragraphc précédent, en romarquant que, si p est un point,
C(p) = K = H(p) , done K cst un C(G)-module.

COROLL&AIRE 2. - Soient G wun groupec topologicquc, X un ospace sur lequel G
opére » droite, Y wun espace sur lequel G opére » gauche, ¢t E un fibréd

universel pour G , sur lequel G cpere & gauche. Alors

H(X %, (7 x B)) = 10:%(% (0(x) , (7)) .

DEMONSTRATION. - Ceci découle du théoréme précédent en remarouant que Y x E
est un fibré principal sur lequel G opére a gauche par action diagonale,

Soit U un espace, considérons p xG(Y x Gx U), o .G opére sur, ¥ x.G par
action diagonale ct sur U trivialement. Alors p xG(Y x G) x U=rp xG(Y x G x U) .
De plus Y=Y x G, par y = (v ;, ¢) , ot 1'application Y - P xG(Y x G) est

un homéomorphisme.
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4. Forme ¢lémentsire du théoréme de Borel sur 1'homologic des cspaces classifiants.

Nous continuons avec les hypothdses du naragraphe rrécédent.

PROPOSITIOr 4.1. - Soit E(xl 5 eeo s xp) 1'algdbre extérieure sur K engen-

drée par des éléments x eoo , x_ dc degrés impairs. Soit F(yl

b b
1 n
s 3 . 4 7 ré Id
1'algebre de polvndmes avec pulssances divisces engendrée par des €léments (yi)
ol deg ¥y = deg X, * 1 . Alors
: E(leooogxn)

TOI‘ (K $ K) :F(Yl 9 ©°oce° 3 Yn) °

DEMONSTRATION. - On définit un opérateur différcntiel sur

1]

X= E(x1 5 eee xn) ® F(y1 g eee 3 yn) en posant dy, =X, , ot

d(yk yi) = XYy T4 pour i =1, oo ,n ot k2> 0 . En se rappelant que si

y est de degré n , I( =0 pour g 0 mod n ,que F(yi)kn est libre

v,)
Vilq
de générateur Yk(yi) , et ou

@

dtautre part F(yl 5 eso s yn) = F(yl) ® co0 ® @%),

I

on voit facilement que H(X) = K , et que £ est projectif sur E(x1 g eeo s xn) .

Par conséquent
E(xl,.o.gxn)

Tor (K , ¥) = i(KAE(X1’€>'9Xn) X) = I"(y1 5 eos 3 yn) .

-t

THYORIME 4.1. (30REL). - Soit G un groupe topologique, II: E -»B la pro-
jection d'un fibré universel rour G sur le classifiant, et supposons que
H*(G) = E(xl 5 s g xn) soit 1'algtbre extérieure cngendrée par les
Xy 5 eee 5 X 0B degrés impairs.alors H*(B) est isomorphc & I‘(y1 g eae s yn)

comme K-modulc.

DRIONSTRATION. - D'aprés le théordme du paragraphe précédent,
G N P S Y .
H*(B) = Torc(“)(K , ¥) . D'aprés le théoréme 2 de la section 2, on a une suite
h;k T

‘(G)(F ; ¥) et I TorC(G)(K , k) . D'aprés la propo-

sition précédente E2 = F(yl 5 ees yn) , et on voit que les éléments de E2

fn)

spectrale ol ﬁ2 = Tor
sont tous de degrés pairs, par suite E2 =57, i. e, E2 est le gradué associé
3 H%jB) convenablement filtré. Mais = F(y1 s oo s yn) est un K-module
libre, donc H*(B) et F(yl s eeo g yn) sont isomorphes comme K-modules, ce

qui démontre le théorsme.

Cet énoncé est une forme élémentaire du théoréme de Borel pour plusieurs raisons -
d'abord, il ne dit rien sur la structure multiplicative de la cohomologie de B ;
ensuite il ne cdonne aucune propriété de la suspension o, * H*(G) - H*(B) (ex-
posé 4). EInfih il ne parle pas du théoréme réciproque qui est également vrai,

moyennant certaines hypothéses. Nous consacrons le prochain paragraphe a mettre
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en place 1l'artillerie homologique nécessaire pour préciser ces relations.

5, Produits de torsion itérés de A-bimodules.

DAFINITIOH., - Un A-bimodule A est un module différentiecl A muni de deux

applications (?g : A®a - A et 9q LeA - A telles que

1. g munit A d'une structure de A-module & gauche ;

2 ¢4 munit A d'une structure ds A-module & droite ;
3. Le diagramme
p ® i
A® A B A & L AB®A
18y, Py
b ¢
A® A 8 A

est commutatif.

EXEMPLE. - A est un A-bimodule avec ¢, = @E =¢: ANeA- A,

DEFINITIONS. - Soient a9 . ve. , A" des Abimodules (n 30) . Une résolu-
™)

. . . N . .0 s
tion projective 2 gauche de la suite (A7 4 ooo 5 A est une suite

Y =(YO 5 eoo 3 Yn) de n + 1 résolutions projectives de A-modules & gauche,
ou
1. Y% &st une mésolution projective de A" H
2. Yi est une résolution projective de Ai N D(Yi+1) pour 1 =0, .. n=1,

Une résolution projective & droite de la suite (AO 5 eso 9 An) est une suite
0

X= (X" 45 eoo 5 Xn) de résolutions projectivés de A-modules & droite, ol
1. Xp est uae résolution projective de AO H
2. Xi+1 est une résolution projective de D(Xi) ®) Ai+l pour

i=0, oo y,n=-1.

LAMVE 5.1. - Soient AC , ... , A" des A-bimodules (n »1) . Soit

X = (X0 , ... 5 X') une résolution projective 3 droite et Y = (YO y eee s ™)
une résolution projective & gauche de la suite (AO , ... , A7) . Alors
H(D(X") ®, D(Yl+1)) ne dépend pas de i pour 1 =0, ... s 1 - 1.

DEMONSTRATION. - Zn vertu de la théorie du paragraphe 2 (théoréme 2.1); on a,
pour 1 >0
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(D () °A p™h)) = ) o, &) e, pritly)

= H(’(Xi-l) é

) (& . ) = s g\ D(rt)) ,

Ca Qo Fo Do
DIFINITION. - Dans les conditions du lemme précédent, on pose

o0, oo, &%) = 8OED) 8, DY) = . = AEET o D(T™)) .

~ N0 R
Pour n =0 , on pose Tor (4 ) = H(A") .

COMMENTAIRES. - Tor '(a°

ves choisies. C'est un H(A)-bimodule, et c'est un foncteur covariant des

n ; T . .
s .o 5 A7) ne dépend pas des résolutions projecti-

(n + 1)-variables AO 9 eve A% . 81 A est un K-module projectif, on obtient
le mdre résultat var un procédé plus familicr [3]. Fous v reviendrons plus loin.
Dans le cas géométricue, les algébres différenticllcs cu'on considére seront
automatiquemont orojectives comme X-modules (mais non comme modules différentiels).
Comme on n's pas supposé l'algébre A projective comme K-module, le procédé
ci~-dessus s'applique, par exemple, au cas ou K =2 , A étant un anncau quel-
conque concentré cn degré O . (Cas particulicr important ¢ A est un anneau
local).

Remarquons quc TorA(AO 5 Al) n'est autre que ce qu'on a défini au paragraphe 2.

THAORME 5.1, - Soient a0 , ... , 4

H(AO) , «oe , H(A®) sont des H(A)-bimodulcs, ~t on a une suite spectrale ol
= 1ot M (%) , L., HAY)) ot 2T, ..., 87) |

des  A-bimodules. slors

DIMONSTRATION. - Si X est une résolution projective de A = (AO 5 oo g A")
4 droite sur A, et Y wune résolution projective & gauche, alors H(X) est
une résolution projective de H(a) = (H(AO) , eee 5 HA™)) 2 droite sur H(A) 5
et H(Y), unc résolution projective i gauche. Pour O <m <n , on filtre
D(x ™) ®, D(Yn_m+1) par la somme de tous les degrés de résolution : on obtient

wl _ S =M : n=-m+l

5T = D(H(X) %31(A) D(H(Y) ) 5
d'ol on déduit le résultat.

Maintenant que nous avons notre suite spectrale fondamentale, passons & un

h] 3
théoréme de changement d'annecau et de modules.
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THEOREME 5.2. - Soit f : A - I un homomorphisme d'algébrecs différentielles
tel que f_ H(A) - H(I) soit un isomorphisme. Soient %O s oeee s A" des
NA-bimodules;, BO 5 seo g 8% ges I'-bimodules, ?t gl v At 5 BY des homomor-
phismes de A-bimodules tels que les gi : H(aY) 5 H(ET) soient des isomor-

phismes pour 1 =0 ; ... . Alors

TorA(AO 5 ewe

sont des isomorphismes.
Ce
Remarquons qu'on pourrait généraliﬁar
algibres différenticlles AL , , A

80, ..., A%, At

Comme nous n'aurons pas besoin de cette

ol cst un module a

. . n
PROPOSITION. - Soient A7 , oo 5 A

= Tor

.n
cee 5 A7)
N

Tor/\(AO 5

= Tor A s

DAMONSTRATION immédiate.

0 1 1
A R.A = A %LA R A A

77,

‘ //;
A
LT

DAFINITION,

différentielle

mutations,

A, d'un idéal I de
A - K/, ou K/I

tielle concentrée en degré zéro.
(/I , «oo , K/I) de

K/I(n) . Ona K/I ®, /
L'application naturelle TorA(?/I n) )

férenticlles ¢:

La suite

abréger

i opremiers excmplaires de

N

Les identifications ci-dessus sont

- Une algébre différenticlle

+ 1 modules egaux a
/1, et (K/I(

¥/I de la suite

derniers en un scul, s'appeclle projcction sur le

™)

“t

théoréme découle immédiatement du nrvc dent

le procédé ci-dessus au cas ol on a des

, ot des modules différentiels

i i+l
gauche sur A~ , & droite sur A .

théorie; nous nc la développerons pas.

des /A-bimocdules. Alors
A, 10 s oees 5 A7)
A, o, A =L
= tor™a’ , ..., &%, ) .

- Ce n'est qu'une g@nQrullsatlon de 1'identité

= AO ) A

N .

distinctes des isomorphismes de per-

% A’%

augmentée sc compose d'unc algébre

K , et d'un homomorphisme d'algébres dif-

cst considérée comme une algébre différen-

K/I se notera pour
TorA(K/I(l ) obtenue en contractant les
K/I(n) en un seul; ot lesn+ 1«1

i-iéme facteur (1 =1, .c.,n)

et se note H? . L'application naturelle ﬁ? : TorA(K/I(n))-e TorA(K/I(n’l))

obtenue en contractant le i-iéme ot le

K/I(n)

seul dans la suite

s'appelle projasction sur le

K/I en un

i-iéme cofacteur

(i+1)-idme exemvlaires de

i=1. ... ,n).
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Considérons le cas n = 2 : soicnt X wunc résolution projcctive de K/I 2
droite sur A , Y wunc résolution projective 2 gauchz. On a

Tor™/1®)) = 100) oy /I s, D(7)) ,

2 . . C e -
et 1l'application Hl est induite par la projcction naturellc

D(%) 5 K/I %D(‘I) - D(X) %K/I ?\K/I = D(X) ] K/I s

s X 2., o1 R =H2
et dans cec cas Hl ~H2 , et 5 —Hl o

Posons K/I(°l) = A.Ona
ror™r/1 (P L) n, k1(0H)) o gopfgr(Pral)y
et &3 A ->K/T induit unc application dite diagonale
Tor /1Py = o g1 (L) 4 gsrlacl)y
o tor /1Y) g, k/1(amt)y 2 ogopfir(ora)) .
Autrement dit, pour n > 1 , on a dcs applications diagonalcs
A? : ﬂorA(K/I(n)) > TorA(K/I(n+l)) pour r =1, ... , n . L'application unique

Ai : Tor/\(K/I(l)) —>TorA(K/I(2)) ‘

,

se note, en abrégé, A , et s'appelle 1'application diagonalc.

Tout cc qui précéde pourrait sc fairc dans un cadre plus giéndral, mais cncore

une fois, on n'en a pas bssoin pour les applicctions. La raison pour laquelle
. ) m /\ n 2
on exige e: A ->K/I est d'assurcr guc Tor (K/I( l)) soit un module sur un
anncau commutetif. Dans la thforiec commutetive, ce n'est pas ndcessaire : on
3 13 5 £ il ol L

peut prendre n'importe quel anncau A concentré on degré zdéro, avec un épimor-
phisme €: A - A . Ainsi, par exemplc, si A cst un anneau local, d'idéal

. m
maximal M , on peut prendre e: A - AM , m quelcongue.

THHOREME 5.2. - Soit €: A -K/I une algdbre différenticlle augmentée, alors
1. Le diagramme

Tor /1My 2, porfir/r(3))

‘ ;

l A Af
2 .
Tor (K/1 (2) ) —2 Tor’(K/T (’))

est commutatif.



, A\, .
o A = identit! s TorA(K/I(l)) - Tor/(K/I(l)) 5

~ ~n , , A ‘
3. 1 o Ai =1 o A‘i‘ = saemtitd ¢ Tor (k1)) o rorx/1®)y
, A, A
4., ﬁg 0 Ai = ﬁ? o) Ag = identité : Tor (}/I(Z)) - Tor (K/I(z)) s
3
3 , ) A -
5. H; o A% o A = identité : TorA(K/l(l)) - Tor (K/l(l)) 5

pour i=1,2;,; 3.

DEMONSTRTION. - Le diagramme commutatif

Tor™E/T , A, A, K/I) - Tor'™(K/T , A, K/T , K/I)

TorA(K/I , /T, A, B/T) - Tor™MX/1 , K/T , ¥/T , /1)
démontre la partie 1 car, avec les identifications faites; c'ost le mére diagramme.

Soient X wune résolution projcctive de K/I & droitec sur A, Y une réso-
lution projective de K/I 2 gauche sur A , alors A est induitc par
D(X) 8 A B}\D(Y) - D(X) 9\1(/1 e}\D(Y) , ni o A ost représentée par l'application

natureclle

D(X) &,D(Y) -» D(&) g ¥/I ,

et Hg ol par

D(X) 3 D(Y) » K/I B D(Y) .

Ces deux applications donnent 1'identité au niveau de 1'homologie, d'ol on déduit

la partie 2.
Les démonstrations des partics 3 et 4 sont semblables : on les laisse au lecteur.

Intuitivement, la situation est la sulvante : soient X un espace; ¥ le
produit de X par lui-méme n fois. TOIA(K/I(n)) corrcspond & 1'homologic de
X" L'application H? correspond & 1l'application de 1l'homologie de  sur
celle de X induitc par la i-iéme apvnlication coordonnéec. L'application ﬁ?
correspond & 1l'application de 1l'homologie de " sur celle de Xn-1 induite
par la projection obtenue en omettant la i-ieme coordonnée. Dans de nombréuses

situations, cette corrcspondance va se préciser.

THROREME 5.4. - Soit €: A - ¥/I une algébre différenticlle augmentée, ct
supposons que Tor/YK/I(l)) soit K/I-projectif. Alors
1. TorA(I‘/I(p+q)): TorA(K/I(p))® TorA(K/I(q)) ,

2. TofA(K/I(l)) est une coalgébre.
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) a3 droite

sur A et ¥ une rdésolution projcctive 2 gauche. Supposons qu'on sache déja
A A 1) o . .
que Tor (K/I(p)) et Tor (K/I(q)) sont ¥/I-vrojectifs.

DEMOTISTRATION. - Soicnt X wunc résolution projcective de r/1(P*a

On a

H(D(Xnnl) R v/1) = TorA(X/I(p))

H(E/T o D(r™ 1)) = 1o (x/1(%)
HO(P™) g /1 ¢ D(rP)) = Tor\(x/1 (P*2))

De plus D(Xp-l) gAK/I et X/I g\D(Yp+l) sont des K/Fmodules projectifs, ct
D1y Py = Py o T Pt
D(X" ") @AK/I @AD(Y ) = (D(xF77) @AL/I) @K/I(K/I 8y D(Y )) .

I1 découle mainteonant dc la forme élémcntaire de la formule de Klinneth que la
partic 1 cst vraie. La partie 1 se ¢émontrc ainsi dans lc cas général par récur-
rence.

En vertu du théoréme précédent,

As TorfYK/i(l)) - TorA(K/I(Z)) = TorA(K/I(l)) éK/I TorA(K/I(l))

est une application diagonale qui munit TorA(K/I(l)) d'unc structure de co-

. s . . . A
-algébre, avec pour co-unité l'apvlication naturelle Tor (k/I(l)) - K/I .
g s T 18

DEFINITION. - Soit A wun A-bimodule. Une résolution simultande de 4 sur A
ast une suite (Xq)q}>0 de A-bimodules; avec des homomorphismcs
’d
aq+1 : Xq+1 - Xq de A-bimodules de degré zéro; ct un homomorphisme
o Xy~ 4 tels que (Kq 5 aq) soit & la fois unc résolution projcctive de
L considéré comme A-module 2 gauchc ot de A consicdré com.c A-module 2

o

droite.

PROFOCITION 5.1. - Soit A une algébre différenticlle, projective en tant que
module différentiel, et A wun A-bimodule. Alors on vcut trouver une résolution

simultanée de A sur A.

DAONSTRATION. - Soit A 1'algébre opposée & A . L est alors un

* N . . . . , *
A'®A-module & gauche; et une résolution projcetive de 4 sur A ® A fera
1'affaire.

PROPOSITION 5.2. - Soit A wunc algtbre différonticlle projcctive en tant que

0 n

.o . . i . . .
module différenticl, A , ... , A~ des A-modules, et X unc résolution si-

’ - i . °
multanée de A~ pour i =0, ... , n . alors
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C

Tor™@’ , ..., &%) = HoltS) g - %D(xn)) .

C

DEM OIISTRATION., - X~ est une résolution projcctive ,AO commc module &

d
L0

droite, D(XO) QAXl une résolution projective de D(X") ] Al comme module a

droite; et ainsi de suitc.

DIFINITIONS., - Soient 4 ¢t B deux modulcs. On définit T : A® B -Bw® A
par T(x ® 7v) = (- DY (v o x) si xe Ap et v e Bq . L'algébre différentiel-
le 1 est dite commutative si le diagramme _

_A@/\

~o
T A

v @
N

est commutatif. Si A est commutative, tout A-module & gauche se munit d'une

structure de A-bimodule, de fagon que le diagramme

A® A
@g =¢

e

En théorie commutative, toutes les résolutions sont des résolutions simultanées.

A v A

soit commutatif.

PROPOSITION 5.3. - Soit A une algdbre différenticllc commutative,
0 .
(A

i . )
A" pour i=0, ... 3 n . Alors

7

s ooo g An) des A-modules différentiels, " unc résolution projcctive de

TorA(AO ) ees 5 A7) = H(D(XO) ® ... ® D(X7)) .

PROPOSITION 5.4. - Soit €: A - K une algébrc différentielle augmentée,
projective en tant que K-moduie, ct soit A =As .. ®A 1'algébre différen-
ticlle augmentée, produit tensoricl n fois de A . Alors

n
Tor™k™)) = 10r® (% , ¥) pour n >0

D#MONSTRATION., - Soit Y une résolution projcctive de K sur A & gauche,
et soit W la résolution correspondante de ¥ sur A s de sorte que
D(H) =D(Y) ® ... 8 D(¥) ( n facteurs). On a Tor’ (X , K) = H(X e n D(W)) .

A

()

Soit V 1la résolution projective de a gauchc définic par ™=y ’
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e
Vl—YQVk—-—Q———-—yKo;\Vk .
A\
On a slors
Tor™x®)) = 1x g\vl) ,
mais '
Kg\vlzxann(w) ,

N
ce qui démontrc la proposition.
PROPOSITION 5.5. - Soient e: A - ¥/I unc algdbre différentielle augmentée,
Y une résolution projective & gauche de K/I (2) sur A , ot
1
£ D(Yz) > D(Y”) wunc application telle que lc diagramme ci-dessous soit com-

rutatif & 1'homotopic prés sur A :

pr?) L, oh)

g

S -

BN /1 g D(E%) ,

o g ocst l'application qui vient de ce que Yl est une résolution projective
de K/I 8 D(Yz) , et h cst l'application naturclle
DE?) =ng (%) —22L, ¥/1 o D(17) )
Alors f induit 1'application diagonale définie plus haut.
DFMONSTRATION. - On a uvn diagramne
D(x) g 2(r) =25 D(x) 8 DY)
ieh ieeg
. 2
D(X) @AK/I 8,0 (17)
commutatif & 1'homotopie prés par hypothése. L'application 1 ® g cst une équi-

valence et i ® h induit 1'application diagonale guc l'on sait. Il en est donc

de méme de i ® f , et la commutativité du diagremme

D(X) %D(Y ) 225 px) @AD(YJ‘)
K/I ?\D(Y) isf, K/T e D(z1)

démontre la proposition.



6. Algébres différonticlles supplémentios.

DEFINITION. - Une algdbre différenticlle supvlémentéc cst une algdbre différen-

tielle A, projective en tant que module, munic d'unc augmentation e€: A - XK.

Le noyau de ¢ se note I(A) .

EXZMPLE, - 51 M est un monofde tovologique, C(M) cst une algébre différcn-

tielle supplémentéc.

COMMTNTAIRTS. - Si A est unc algébre différenticlle supolémentée, I(A) est
un module projectif ; et I(A) est un module différentiel projectif si ct seule-
ment si A est projective cn tant que module différenticl. Remarquons qu'cn
général, si K est un anncau de Dedckind, et si A ost un module différentiel
sur K , alors A eost un module différentiel projectif si ot sculement si A et
H(A) sont tous deux des modules projectifs.

DEFINITION. - Soient A une algdbre différenticlle supplémintée, ot 4 un
A-module ? droitc. Posons fx;(A)p =ae (AP s A, ob I(ANP désigne le produit
tensoriel de I(A) avec lui-mlme p fois. Soit o 3 %(h)y=he A=A 1ap-

. - . p ° Y c¥- 3 1] 3 ~ 3 ,E . . °
plication naturelle, &t de(A)p_'_1 -ew(A)p 1'application définie par :
ap+i(a ®BA; ® 0.0 B Ap+1 BA) = a%l ® KZ ® eoo B Ap+1 ® A
3 (o 1)
+ J:l(- 1)Y a® Kl ® oo B %j Aj+l ® oo ® Ap+1 ® A

+ (- 1)p+1 a® %1 ® oo0 B Xp ® Ap+l A ,

et posons
S:(A) = {Sj (L’L)p’ap} °

PROPOSITION 6.1, = Si A est un A-module 3 droite,

1. A g H*(D(%(A)))* H(A) est un isomorphisme°

2. Si 4 est un module projectif, alors (=)™ ecst une résolution projective
de A*# sur A##;

3. 81 A ot A sont des modules différentiels projectifs, % (4) cst une ré-

solution projective de A sur A .
DEMONSTRATION. - Il suffit de remarguer gquc la suite de A-modules

coo = %(A)p+l-» x(g)p S eee = %(A)O >4 20

egt exacte comme suite de modules. Sous les hypothéses de la partie 2, chacun
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des %(A?t- est ﬁ*%.projectif, et sous les hypothéscs de la partie 3, la suite

ci-dessus est unc suite exacte de A-modulcs.

DEFINITION. - Soit B un A-module & gauche ; soient

: - p . -
‘H(B)p—-/\al(/\) ®B, q : ‘H(B)O Ae B~ B

1'application naturcllcy

ap+1 ] y(B)pﬂ ->‘H(B)p

1'application définie par

p+1(>\®}\1®“.®7\ 1®b)=?\?\l®7\2®“.@7\p+1®b

j+1
+j§1(-1) )\aklaa.oskj >\j+1®”°®}\p+1®b

p+l

+ (- 1)° X@?xlan.@?\p@?x b .

p+l
On pose

Y(B) ={¥ (B)p, ol

PROPOSITION 6.2. - Soit B un A-module & gauchc ; alors :

1. %o,x ° H*(D(”S(B))) - H*(B) est un isomorphisme ;

2. 831 B est un module projcctif, y(B)* est unc résolution projective de
B# sur A# 3 ‘

3. 81 B et A sont des modules différentiels projectifs, Y(B) est une ré-
solution projective de B sur A .

DEFINITION., - Si A est un A-module & droite, B un A-modulec 2 gauche,

D(%(A)) est la bar-construction sur A4

D(y(B)) est la bar-construction sur B .

Dans le cas & =B = K , les bar-gopstructions ont été introduites par EILENBERG—
MACLLNE. Pour plus de détails sur ces constructions, voir [6], [7] et [8].

DEFINITIONS et COMME NTLIRZS. - 81 A est une algébre différentiellc supplémen-
tée, on pose B(A) = K 8 D(Y(K)) . On fait cela parce cue 1l'on pense intuitive-
ment A comme un groupe topologique et B(A) comme son espace classifiant. Le
module différentiel B(A) est bigradué : B(/\) =K, B(/\) = (s(T(A))P ,
produit tensoriel p-fois de s(I(A)) par 1u1-meme. Un é1éme nt do B(A) se

note [xl s oee s xp] s ou X; € I(A) pour i =1, voo 5 P« Une formulo
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explicite pour A : B(A) » B(A) ® B(\) est donnée par

A([Xl’ ’Xp]):[xl’ ,xp]@l
p‘il ‘
+ j:l[xl 5 eee Xj] @ [Xj+1 9 o003y %P] fl ® [Xl 9 toe o gp] °
Ce n'cst cutre que 1'application diagonale bicn connue d'EILENBERG-MACLANE, et
elle est associative. De fait, comme coalgébro, B(A) n'est autrc quc la co-

algibre libre engendrée par s(I(A)) = B(A)l .
b4

Nous allons 4tudier les coalgébrss un peu plus en détail, meis insérons d'abord
une proposition bien connuc.

PROPOSITION 6,3, - Si A et. A" sont des algdbres supplémentées,
et £ : B(A') ® B(A%) » B(A" ® A1) est 1'application naturelle,

£, s H*(B(A') ® B(A")) = H*(B(A' B A)

est un isomorphismc.

DEFINITION. - Unc coalgébre cst un module C muni d'applications

A: C-Ce®C, e: C-F, de degré zéro, telles que les diagrammes

—2 S cec

Cow® Cws C
A 4//”
C //// js ® 1 C ‘ iw®e
TRt g ¥

soient commutatifs. € cst une coalgebre difiérenticlle si C est un module Aif-

férentiel, et si les applications A et € sont des homomorphismes de modules
différenticls.

Soit C unec coalgébre différcnticlle, un comodule & gauchc sur C est un mo-

dule différenticl M muni d'unc application de degré zéro AL: M -»>C e M telle

que les diagrammes

A
M ——— & M, A =0 ® i

b >

lA iA ® i
Cw® M“I‘E?? Ce Co M

€® 1

M
RNre

soient commutatifs. On définit de méme des comodulecs & droitc.
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Une coalgébre différenticlle supplémentés cst une coalgdbre différenticlle C

projective commc module, munie d'un homomorphisme de coalgébres différentielles

nt K-C.Ondit que G ost conmexe si n_: K= Hy(C) .

PROPOSITION 6.4. - 51 A est une algébre différenticlle supplémentée, B(A)
est une coalgébre différenticlle supplémentés connexe.

La démonstration de cette proposition est immédiate 2 partir des définitions.

DEFINITION. - Soient C une coalgébre différenticlle, A un C-nomodule 2

droite, B un C-comodulec a gauche. On note A 0, B le modulc différentiel,

novaude A i-iw®h: AeB-AwvCweB.

Nous ne nous étcndrons pas ici sur la théorie des coalgébres et des comodulcs,
mais nous allons indiquer rapidement ce dont nous aurons besoin en vue du théo-

réme géométrique qui va suivre.

DEFINITION. - Soient C une coalgébre supplémentée connexe, B un comodule
4 gauche sur C . Posons. M(B)O =Ce B, ’Q(B)_1
B-CeB, y(B)_l =Coe Q(B)_l . Quand on a défini ﬁ(B)_ s on posc
‘y(B)_p_1 =Coe® @(B)_D_1 , et on note Q(B)_p_l le conoyau de ﬁiB)_p - y(B)_p .

désigne lec conoyau de

On note a_ y(é)_p - (B)_p_1 1'application naturelle

p-1 '

5 y(8)

- ’
Y (B)_p - gz )_,p_1 p-1

Soit D(Y(B)) 1le complexe double tel que, comme module, D(Y(B)) :=€Ds_p(y(B)_p) ’
d' est 1l'opérateur différentiel induit par les différenticlles internes des

'H(B)_p , et d" est induit par lcs applications o -

Soit J(C) 1le conoyau de n: K - C . Comme module, U(B)_p =CeJG)PeB,
et on pourrait écrire dcs formules explicites pour a_p grace aux comultiplica-
tions C->C® C et B ->Ce® B . D(YB)) s'appelle la cobar-construction sur
B : ellc a été introduite dans le cas B = K par J. F. ADAMS [1].

Soient A , B des modules différentiels projectifs; A étant un comodule &

droite sur C , B un comodule & gauche sur C . On définit

Cotor’(A , B) = H(4 o, D(¥(3))) .

DEFINITIONS et COMMENTAIRES. - Dans la méme situation, mais A4 étant un co-

7.

module i droite, on définit %(4i) comme suit ; %(A)O =4Aw® C;

(8); = Coker & > %y(a) 5 H(&a)_, = %(a)_ e C5 m)_p_l Cokor H(a)_ > %(4)
L'application canonique m(A)_p - %(A)_p_l se note a_p_l , D(®(4)) est
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un complexe double,

DEE(4)) = (sPera) ) ;

DP5q D ptq
avee %(n)p =0 pour p >0, d' est la différentieclle interne, et d¥ 1la
différentielle induite par les ap .
la filtration de D(%(4)) ou D(Y(B) par le promier degré s'appelle filtration
par degré de résolution. Il v a un homomorphisme canonique de comodules & droite
Nt & D)), et N, * H(a) ¥ 50 (4))) « De mlme, il v & un homomorphisme
canonique n: B ¥D(Y(B)) , et n: H(B) FH(D®(®B))) .51 A ot B sont

des modules différenticls vrojectifs,

(4 o, D (R)) = HO((A) o D(4(3))) = HO(E(&) g 8)

et Cotor®(A , B) est un foncteur dquilibré.

DEFINITION. - La coalgébre C cst dite simplement connexe si CO =K et

Cl =0 .

THEOREME 6.1. = Soient € une coalgébre simplement connexe, A un comodule 3

-

droite sur C , B un comodule a gauche sur C ; supposons cue A , B, C soient
des modules différenticls projectifs. Llors

1. H(C) est une coclgébre simplemcnt connexe ;

2. H(A) ecst un comodule & droite sur H(C) ;

3. H(B) est un comodule & gauche sur H(C) ;

4. On a une suite spectrale dans laquelle

P = CotorH(C)(H(n) , H(B)) et B CotorC(A ; B) .

DEMONSTRATION. - Les parties 1, 2, 3 sont immédiates, vu les difinitions. On
constate que D@J(B))p’q =0 si g<-2p,ousi p>0, doncsi p+q<0.
La suite spectrale obtenue en filtrant 4 o, D(Y(B)) par le degré de résolution
dans D(¥(B)) donne

=)

= H(4) %H(c) D(Y(H(B))) P

2 Cotorn(c)(

=

H(L) , H(B))

r C,. o U o AT
et converge E = Cotor (i , B) . En effet d : mp,q - hp-r,q+r-1 est nuile

- - - 3 ro nr
pour g+r-~1<=2(p=-r1r), i.e. r> i +2p, et d B rr, gerel ™ Ep’q

est nulle pour p + r >0 , donc Bl =% pour r > sup{g + 2p , - p} .
Psq psq :
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DEFINITION., - Soit C wunc coalgébre supplémontéc telle que Gy = K ; on posc
Q(C) = DE(X)) o, ¥ . Comme module, Q(C) ast isomornhe & 1'algtbre tensoriel-
le de s—l(J(G))u, et s_l(J(C)) =0, pour q <O puisque J(C)o =0 pour
q <1 . D~ plus 'application Q(C) » Q(C) » Q(C) définic por la structure

d'algibre tensorielle =2st compatible avec les différenticlles, i. e¢. est un

S
homomorphisme de modules différenticls. ((C) est donc unc algébre différentiel-

(
~
le supplémentée, ot Cotor (¥ , I) = H(Q(C)) comme algébre.

Intuitivement C ost un espacc topologigue connexe et Q(C) est 1'cspace

des lacets sur C .

PROPOSITION 5.5. - 81 C est une coalgébre supplémentéc telle que Gy = K,
alors TorQ(C)(K , ¥) = H*(C) , ot le diagramme -

) Q¢
TorQ<C)(If , E) = Tor )(K ;, ¥, K)
A -&&

Hy(C) ———  H(Ce C)
est commutatif.

DEMONSTR.TION. - D(%(K)) ost un module & gauche sur Q(C) , et
K %a(c) D(%(¥)) = C . De ~lus D(M(K)f#': Q(C) » C comne Q(C)-module & gauche
ou comme C-comodule 3 droite, en oubliant les opérutcurs différcntiels. Comme
He(D(Y(¥)) = X , le rdsultat cst immédiat.

DEFINITIO: . - L'algébre différenticllc suoplémontée A sere dite connexe si

A =X .
0 £

CONVII'TION., - Jusqu'2 la fin de cet exposé,; par algsbre différentielle, nous
entendrons algébre différenticlle supplémentéc, ct par coalgtbre différenticlle,

nous centendrons coalggbre différenticlle; telle que CO =K.

PROPOSITION 6.6. - L'algébre différenticlle A cst connexc si et sculement
si la coalgdbre différcnticlle B(A) cst simplement connexec.
La coalgdbre différenticlle C st simplement conncxe si et seulement si

1'algébre différentielle Q(C) est conncxe.

DEFINITIOL. - Soit A unc algdbre différentielle. Comme module

s7L I(B(A) = 1(A) o p@l s-l(B(/\)p,*) ,

Soit I : Q(B(A)) > A 1tapvplication -mltiplicative unique telle quo
1. 1 est 1'identité sur I(A) ;
2. II est nulle sur 398"1(5(/\)D *) .

>
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THEORMME 6.2, - Pour toute algéhre différenticlle A
1. T Q(B(A)) > A ost un homomorphisme d'elgtbres différenticllcs ;

2. 1 A st connexc, H*: H*(Q(B(A))) - (/\) cst un isomorphisme.

DEMONSTRLTION. - Par définition, II cest un homomorphisme d'algébres, il suf-
fit donc de montrer que IIo d =d oIl pour démomtrer la martic 1.

Soit d, Topérateur différentiel sur Q(B(A)) obtenu cn considdrant Q(B(A))
comme 1'algébre tensoricllc de S-I(J(B(/v)) s st (B(A)) étent muni sculement
de l'opératecur différenticl induit par la différsntielle intornec de B() . On
voit que Hdl = dII. Posons 5 = d - d1 , opérateour différenticl complémentaire
dans ?(P(A)) s 11 reste & voir que Hd =0 , Meis d2 s_l[xlj = O17 ct
p+1] apparticnt 2 1'1déz-11 ongendré par q@l s-‘(B(/\)q,*) s
si p>1. Il restec donc, pour démontrecr la parvic 2, & voir que

d2 rxl s eee 5 X

1‘1(:12 s-]'[x1 s x2] =0 . Par un petit calcul oxplicite; si xy € I(A)r ct
X, € I(A)_

-1 45 -l e T T T
d2 S [Xl 9 X2] = (- 1)r S [Xl y X2_| * (— l)r S [Xl_] B 3 [Xz.] ]
ct

-1

Md, s~ [x; , x5) = (- )7 x

Xy X, + (- )r+s+l ®y Xy = 0 .
Soit maintenant M' 1la cobar-construction & droite sur B(A) ; en négligeant
les opérateurs différenticls, ' = Q(B(A)) o B(A) . Si M ost la bar-construction
3 gauche sur A, cn négligeant les opérateurs différentiels, M = A & R(A) .
D'autre part; l'applicaticn II & i ¢ M' > M cst un homomorphisme de modulcs
différentiels compatible avee I : Q(E(A)) » A ,i. c. un homomorphisme de

Q(B(A))-modules. On a
H(M') = HM) =K 5
et (e i)>l< : HM') » H(M) ost un isomorphisnme,

H01) = HQB(A))) o B(A)

El(M) = H(A) & B(A) ,

en filtrant M et M' nvar les squelettes. Sous les hypothiscs de la partie 2,
He(Q(B(A))) ot H.(A) sont toutes deux connexes. Par suite, suivant un raison-

nement classique; nous avons deux suites spectrales de la honne forme, lours
2
"’.’\ ~>

. . . 2 f s
termes B s'appliquent par isomorphisme, ct L* 0° E* o » onen deduit
b 5
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ﬁ%(Q(BCﬂ))) 31& (A) . Pour plus de détails sur ce genre de raisonnement sur les

suites spectrales, le lacteur se référera a [7], cxrnosé 3.

Les faits géométriques sous-jacents au théoréme nréc’dont sont les suivants
goient M un monoide topologicuc, X un cspace fibré proncipal de fibre M et
de basc B ; suprosons X ccyelique, i. c. nq(X) =0 mpour tout q . Soit Q(B)

l'cspace des chemins sur X qui partont du voint de base Xy € X ot aboutissent

1

dans la fibre Mxo i . On sait cuo cet cspace a méme type d'homotovic que
1'espace des lacets sur 2 . Soit I : Q(B) -»M 1'application définie par
I(f) = f(1) e M . Le monofde M Jjoue le réle de A dens lc théordme précédent
et los apolications que nous avons apnclées II dans les deux cas algébrique et

topologique se corrospondant.

PROPOSITION 6.7. - Soient C' ot G dos coalgébres simplement connexcs,
: Q(C' ® C") » QAC') ® Q(CY) 1'application natureclle. ilors

£
£, ¢+ H(Q(C' = C%)) 5 H(Q(C') ® Q(C")) cst un isomorphisme.

La démonstration de cette proposition est classique, ot leisséc au lecteur.
Tlle est complitement duale de la proposition correspondante sur les algebres

différenticlles.

7. Applications gfométriqu-s.

.Nous zllons maintenant nous servir dc la théoric précédentc pour démontrer des
théorimes topologiquus. ious ferons d'abord certaines convontions supplémentaircs
qui, guoique souvent non néccssaires, simplifieront 1'cexnosé.

4

CONVELTIC:5. - llous supposcrons d'abord cuc 1l'amnecau do base K est un anneau

<

de Dedekind. Nous nec nous occuperons que d'aespeces X dont ‘1'homologic Hq(X)
de dimension g soit engendrée par un nombre fini d'éléments pour tout g ; en

d'cutres termes tels que H*(X) soit un K-module de typo fini.

On notera I (X) la cohomologic de X & cocfficionts dans K , H(X)
la cohomologic dz dimension q . On ob ervera quo, si H*(X) est un module pro-
jectif, H'(X) Hom(H, (X) , ¥) .

Nous nous placerons dens la catégorie des espaces X munis d'un point de base
X € £ 5, ¢t des applications continues respsctant les points de base. Si
I: X-3B gstune fibration, le fibre est F = H_l(bo) et on prendra comme
point de base de F celui de X , afin que 1l'epplication i : F o5 X soit

dens la cetégorie.
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Si M est un monoide topologigque, le point dc base scre 1'élément ncutre c e M .

DAFIITITION. - Un cspace X est dit acyclique si n (X) =0 pour tout q .

Q

8i B est urn cspece; une fibration ceyelique sur B sc comnosc 4o ¢
1. Une fibration Iz X =R , ou X cst acyeclique ;
2. Un monoide topologique M ; tel que M= H‘l(bo) 5
3. Unc opération de M sur X , i. c. unc cpplication M x X - X tellec que
i, Mo x) =0(x) 3
ii. ml(m2 x) = (ml m2) X
iii. ex =x .
On rcemarquera que, si G ost un groupc topologique, la projection
M: X -B(G) d'un fibré universel pour G ost unc fibration acycliquc. De méme,
si B st connexc par arcs, il cxistc unc fibretion acyclique Iz X -B , ol
X c¢st l'aspace des chemins dons B qui partent de bO s ¢t la fibre est 1l'espace
des lacets Q(B) .

DEFINITION. - Un , H-cspace ou cspace de Hopf est un espace X muni d'une ap-

plicotion @ ¢ AxXA-X tclle que @1(XO ; X) = x = @1(x 5 XO) o

S5i B est un H-cepace connexc par arcs, l'epplicction ¢yt B x B> B induit
une application, qu'on notera encore ¢, : Q(B) x Q(B) -» AB).

'application 04 est une application do monoides topologiques; ot est homo-
tope 2 l'application ¢: Q(B) x QB) » ((B) définic par la multiplication des
lecets; ot Q(3) 2st commutotive » 1'homotoric prés.

THIORME 7.1. - S0it M: X -3 wunc fibrotion ccyclicue do fibre M , alors
1. 0™ B ¥y @) .

o () o 5

2. Tor (¥, K, K) SH,(B R) ;

3. Le diagramme

TorC(M)(K , F) 3 TorC(M)(Ii' , ¥, E)

est commutatif.

DRMOSTRATION. = On adémontré lapartie 1 au paragraphe3 (coroll1du th. 3.1) sous deshy-
pothéses plus fortes, mais la démonstration est la méme ici. la seuls raison pairlagquel—
le on a supposé au paragrephc 3 que M =t édtait un groupe topologique était de

. . I . o ; .
pouvoir considérer des fibrés associés. Pour démontrer le partic 2, rappclons
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d'abord que TorC(M)(K , K, ¥) = TorC(M)®C(M)(K , K) . D'autre part, il existe
un homomorphisme naturcld'algdbres différenticlles C(M) ® C(M) - C(M x M) qui
induit un isomorphisme sur 1l'homologic. Far suitc,.

TOTC(I"I)Q)C(M)(K , T(‘) - TOTC(L'IXL"J.)(K , K)

ot la partic 2 dicoulc de la partic 1.

Pour démontrecr la partie 3, on romerquc que 1l'epnlication diagonale
As X 5 Xx X  induit unc application X - X x 3, ot par suitc une application
c(X) ﬁl c(Z) ® C(B) tolle que, si n, : c(x) ® C(B) - C(B) cst la projoction
cur le deuxiZme factour, HZ‘Al n'cst autre que le projection de  G(X) sur
C(3) . Grice 2 le derniére proposition du veragraphe 5 et & la proposition 3.2,

-~

ceci entraize la partic 3.

PROPOSITION 7.1. = Soient A unc algébre différcnticlle, £ ¢ AB®A - A
un homomorphisme d'algébres différenticlles, homotope & la multiplication
o+ AwA - A, clors

1. TorA(K , ¥) cst une algdbre ;

A . -
2. 51 Tor (K, ¥) ost projectif commc module, c'cst une algdbre de Hopf.

La démonstration est immédiate.

Dens le cas ob A est commutative; on psut prendre f =¢ . D'autrc part, si
X ost un H-cspace, et A= C(Q(X)), on peut prendre pour f 1'cpplication in-
duite par 1lo loi de Hopf sur X .

DEFINITION. - Soit A unc algebre différenticlle, on note
o H*(I(A)) » Tor’M(K , ¥) 1'application composéc de H(s(I(A))) - H(B(A))
avec s H(I(M)) & H(s(I(A))) .

PROPOSITION 7.2. ~ Soit II: X - B unc fibration acyclique de fibre M , alors

1. Le diagrammc

H(I(c(1))) gTorC(:M)(K , k)

|

"T
11* (B)
est commutatif, 9, désignant le suspension géométrique.
,
2. Dans la suitc spectralec ou g = TorH(h)(K , £) ot ErzglﬂjB) , on a

N = Er

.
®0,0 70,0~ " “0,q " pour q=>0

L

ot E°1°,* ost 1'image de o, dans H_(B) .
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DEMOISTR.TION. - On a défini la susponsion (exposd 4) en contractent M dans
X , ou au moins scn complexs singulior ot en appliquent le projoction &M~ B .
Ce procédé cst peralléle & cclul do 1r situation algébrigue ci-dessus. Ce qui
démontre la partic 1. La partic 2 ost Svidontos

RAPPRL, - Pour tout :spacec X ; on & d¢fini la notion d'¢1éments primitifs
(oxposé 4), ot P( (X) =st lc noyau do 1'epplication diagonalc
A: H (x 5 X ) - H, ( x X, Xv i) .ol H*(X) cst projectif comme module,
c'cst une coalgebru, ot P(X) = P(H, (X)) »

§4 M cst un monoidc topologique, on & aéfini Q(M) commc lc conovau de

'application :

H@xM,NvMd -3 0, c)
* X

-

induitc par la multiplication. Si ﬂ*(M) ost projectif, ce n'est autre que

T(8,(0)/(T(5,00)° , 1. oo G0N = QECD)

DEFINITIONS. - Soit 4 un modulc, L™ = Hom(h ; K) .

- Le module & scre dit impair si @

1. L4 cst projectif de type fini

“o

2. Ao =0 pour g pair.

- Le module A sora dit pair si ¢
1. A cst projectif dc type fini

oo

2. Aq =0 pour g impzair.

Si A cst impeir, on note () 1'algébro de Hopf qui, comme algébre, ost
1'aledbro cxtéricure cngendréz par L ; ob telle que 4 = P(E(L))

Si & cst pair, L(L) est 1'algebre do Hopf qui, comme algtbre, est 1l'algdbre
symétrique engencrée per A ; ot telle que 4 C P(L(L)) . On note I(i) 1'al-

gébre de Hopf duzle de L(a Y, i. 6., (&) =(L(A*))*

7

Si 4 est libre de générateurs Xq s cee 5 Xy 5 OB écrira E(xl g s 3 Xn)
L(xl s eee s X ) ou l(x1 s eee g xn) selon le cas. Remarquons que

I"(Xl 5 ooe xn) , comme coalgdbre, est bien cc qui a été difini au paragraphe 3.
Si K est do caractéristique 2 , on Géfinit E(4) , L(4) , r'{A) pour tout
module 4 projcoctif de tvpe fini.
On obscrvera ceci tsait A unc algébre filtrée dont le gradué associé est

=0 (s
2 (A) ~ 3(4) ® L(B) ; dans ces conditions 3
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1. Si ¥ est de carcctéristique différonte de 2 ct A commutctive, alors

, . . . . . =0 N
4 ost imnmair, B cst noir et A ast isomorphe & & (A) commc algebre.

2. 81 K ost de caractéristique 2 , & = 0, A commutetive, alors,
-|O A

A~ A () comme clgebro.

3, 81 K cst de ceractéristicue 2 , L impeir, B pair, A strictement
comnutotive, alors A RCEG(/\) comme algebroe.

Dc méme, si, C cst une coalgébrs strictement commutc tive flltrc,o tolle que
0
E(C) = E(s) ®» T(B) , C cst isomorvhe commoe coalgébre & E (C) s ees

Remerquons enfin que P(I'(B)) =3B , exactement comme Q(L(B)) =B, quelle

que soit la caractéristicuc de K .

PROPOSITION 7.3. - Soit A = (i) o L(3) ; alors @
1. TorM¥ , ¥) = T(sk) ® E(s?) 3
2. o: Q(A) §’P(’I‘orA(K , 1)) .

DTMONSTR.TION. - Posons M = E{s) ® L(2) ® I'(si) ® E(sB) . Soit d 1'unique

rh

opérateur différentiel dans I compatible avee la structure d'olgeébre dec Hopf,
ot tol que ds(x) =.x pour x€a ; ou x €B . Ona HM) =K, M cst pro-

jectif sur A, K @AM = I(sh) ® 3(sB) ot 2 un opérateur différenticl nul.

THFORAME I (BORZL). - Soit ¢ £ - B unc fibration acvelique de fibrc M
avee I () = B(L) , o A est un modulc impair

1. H*( ) = F(QA) comme coalgébre ;

2. os: Q) S SrE) .

. . N

DFMONSTR..TION., - Dens la suitc spectrale, ot E = Tor H(M) (K, L), ct

oud = H, (B) , on 2 P = I(sn) , donc P st pair, ot 7 = 5% , soit
0/, . .

E (“I*(B)) = I'(sA) , ot H*(B) ~x (si) commc coalgebre.

THIOR™E TT. - Soicht B un H-cspace, I1: X »B unc fibration acyclique
de fibre M , &' un modulc impair, £7 un modulc pair ; supposons K de ca-
ractéristique 0 , et. H (M) = E(4') o L(L¥) commc algébre, alors

1. H*(P) ~ T(sh') ® B(sh%) comme coalgdbre ;

2. o Q@) Fr@) .

DEMONSTRATION. - On peut remplacer M par Q(B) . La loi dc Hopf X x X - X

induit une application

£ e Q) x QB) - B)
multiplicative. Dens la suite spectrale ol 7 = TorH(M) (K , k) et E' —>H='< (B) ,
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ona B =TI(si') e B(si') . L'epplication diagonale A: MM x M ot la
loi £ ¢ MxM->M munisscnt E2 d'une structurc d'algebre de ZHopf. Si

A" =0 wpour 2< 1 <5, 251 ost uno algdbre de Hopf différenticlle, iso-
morphc 2 T comme algdbr: de Hopf, avee unc différenticlle a®* a degré

2

1, % 5

mont  x  appartenant & la sous-algébre cngendrée par El . Commc K ost do
b

(-5, 8-1) .0na P(EZ) = si! & gal = 3 , ot d8+1(x) =0 pour tout &14-

s ons R . .
caractéristique zéro, pour tout y € B , il cxistec ke ¥ tcl que k#0 ct

. . . 2R .
ky appartient & la sous-algdbre cngendréc par & . Par suite

Tl %
K*(y) =™ y) =0,
mais E2 ast sans torsion, donc d3+1 vy =0 . On eon déduit par récurrecncc que
' = 1%, On a done
EO(H&(B)) = T(si') ® T(si") R
et H*(B) ost isomorphe & T(sh') ® Z(sA?) comme coalgdbre. La partie 2 du
R oo

|

e|

théordme découle du fait que

L

THYORMME 7.2. - Soit II: X - B une fibration aecvelique de fibre M . Suppo-
sons B simplement conncxze et H*(?) projcctive comme modules hlors
1, CotorC(B)(F , V) = H*(M) s

. " r
2. On 2 unc suite spcctrale oi I7 = Cotor

B | )

¢t B

BN H*(M) .
DAMONSTRATION. - Soit C(M) 1le complexe de cheincs singuli®éres de M dont
tous les sommets sont en ¢ . C(N) cst une algbra différenticlle conncxc, et

TorC(w(K , K) = H*(B) .
Soit
M: Q(3(c(M))) » o)
1'cpplication naturclle. On a vu quo
m: HQ(B(C)))) » H (1)

est un isomorphisme. Filtrons Q(B(C(M))) par lec degré de résolution. Dans la
suite spectrale qui en résulte,

72 HBEOM)) (¢ 1y |

= Cotor ot E H*(M) .

Mais la coalgdbre H(B(C(M))) n'cst autre que H*(B) : on en déduit le résultat

1

annoncé.

PROPOSITION 7.4. ~ Soit C =T(sh) ® Z(sB); alors s



(L) ®
<))

La démonstration de cette proposition est identique & cellc de la proposition

r

L=l

5
bl

1. Cotor’(K , ) = )
c) .

L(E
2. o: Q(Cotor’(x ; 3 p(

i

st

dualc 7.3 démontrée plus-haut.

THTORM™MT III. - Soient M : X - B unc fibration acyclique de fibre M , A
un module pair. Supposons B simplement connexc, H*(B) isomorphe 4 E(si) comme
coalgéhre, ot H*O@) commutative. Alors

1. H*(zﬁ) est isomorphe 3 L(4) comic algébre ;
2. g G(M) XP(B) .

DEMOMSTR..TION. -~ Dans le suits spectrale o &7 = Cotor (K, K) ot

ol =9H*(M) , on a P o= L(&) , qui cst pair. Donc 7 = ET, ot EO(H*(M)) =L(&) .

Comme on o supposé H_ (M) commutative, on a I (M) & L(4) comme algébre.

THIORYME IV. - Soiont II: X - B unc fibration acycliquc de fibre M , o B
est un H-espace simplement comnexe, &' un module impair; A" un module pair ;
supposons K de caractéristiqus zéro; ct H*(B) isomorphe & T(si') ® E(sA")
comme coalgébrc. slors

1. H*(M) est isomorphe & E(i') ® L(4%) comme algébre ;

2. o: QM) 3P@B) .

DEMONSTRATION, - H*(M) est commutetive puisque B cst un H-espace. Dans la

suite spectrale ol E2 = CotorH*(B)(K , K) ot ®F

E2 = E(L') ®» L(A") , ot le reisonncment est lc nfmec que dans le théoréme II.

= H*(M) , on voit que

COMMINTLIRZS. - Soicnt G wun groupé classique (exposé 5), et K un anneau
tel que H*(G) = Z(4) ot A& ecst un module impair. 4lors si B(G) est 1'espace
classifient de G , H¥(B(G)) ost isomorphe comme algébre 2 L(si') . On peut
choisir A = P(G) : ceci découle du théoréme I commc chez BOREL. Si G est
simplement conncxc, H*(Q(G)) cst isomorphe i L(s'l P(G) commc algdbre, d'apres
le théoreme III.

THXOREME V. - Soient II1: X -»3B unc fibration acyclique de fibre M, B un
H-espacc, A wun module pair. Supposors K d¢ caractéristique 2 , ot H*(B) iso=-
morphe & L(sk ) comme algtbre ; alors @

1. ‘H*(M) cst isomorphe & (i) comme algébre ;

2. o: Q@) Fpm) .

DEMONSTRATION. - Puisque H (B) = L(si®) comme algébre, H*(B) = T'(sh) comme

H*(B)(K 2

coalgébre. Dans la suite spectralc ol E2 = Cotor ., K) , E° =E(A) donc
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est pair, et E° = 3%, d'ou EO(H*(M)) = B(4) . Posons A =H_(¥) ot I=I(n) .
On a EOQ\) = 32(4) , F,A=I, T ,oAD 17, ot FoADT . Posons maintoe-
nant 'F__A = 1P , ot considérons 1'algébre dz Hopf

P 0 O ,
a mne application naturelle 'T (A) » B (A) = E(4) , qui cst un épimorphisnc;

iEO(/\) qui cn résultec. On

. . . -0 .
done, pour des raisons dz rang, un isomorphisme. D'autrc part 'E (A) cst iso-

morphe & A comme algdbre [5], cc qui démontre lo théorime.

COROLLAIRE. - Soient V wun ospecc préhilbertien de dimension infinie sur R,
K un anneccu do caractéristique 2 ; alors H*(Q(Spin(V))) cst isomorphe & E(4)
comme algébre, ol A ost un module pair, libre % un générateur cn toute dimension

2 , g >0.

- ’ 7 2 * . - 0
DAMONSTRATICN., - Dans 1'cxposd 5, on a déaontrd que H (Spln(V)) st isomorphe

3 L(sA) commo algdbre. Le résultat découle alors du théoréme précédont.

THEOREME VI. - Soit II: X -» B unc fibration acvelique de fibre M , ou B
cst un H-cspace simplement connexe, ct I wun corps; alors s

1. Si K cst de caractéristique O , H*(B) ost isomorphe & TorH*@d)(K , K)
comme coalgébrc. et H*(M) cst isomorphe & Cotorﬁ*(B)(K , K) comme algdbre de
Hopf. #n outre o : Q1) FP(B) .

2. Si K ocst de caractéristique p#0 , ct si o: Q@) I P(B) cst injec-
tive, alors H*(B) cst isomorphe & TorH*(M)(K , XK) comme coalgébre. 4

3. Si K ost de caractéristique. p #0 ot si o3 QM) ¥ P(8) ost surjoctive,
alors HﬂjM) cst isomorphe 2 CotorH*(B)(K ;, K) commc algdbre.

4. 81 K cst de caractéristicue p#0 , 2 , alors

o s Q(M)Zq-l N P(B)Zq cst injective,

ot Q(M)2q > P(B)2q+1 est surjcctive.

o ayerd
'éz_ Dans les cas 2 ¢t 3, o peut ne pas 3tre un isomorphismo.

La démonstration du théorsme précédent n'est qu'un metit cxcrcice d'application
du théoréme dc décomposition de BCRZIL, ot de calculs sur dos suitcs spectrales
d'algebres de Hopf. On le laisse au lecteur. Plusicurs autcurs ont démontré des
théortmes anelogues & dos cas particulicrs du précéddent, ([2], [9]). On peut vé-
rifier les conditions de la partiec 2 pour B =K(II, n+ 1) , M =K(Il, n) ,

n >0, voir [8]. Le foit important dans cec cas cst 1'existence des puissances

divisées de Certen dens 1'homologic.
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