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COHOMOLOGIE DES VARISTES DE STIEFEL

par Michel ZISMAN

Dans 1'exposé 2, on a donné des théorémes généraux sur la structure de 1'algébre
de cohomologie d'un groupe de Lie compact. L'exposé 3 a pour but d'expliciter dans
la mesure du possible, la cohomologie des groupes U(n) , S0(n) et Sp(n) , vé-
rifiant ainsi de visu les résultats précités. Les deux exvosés sont donc indépen-
dants. Plus généralement, on va expliciter la cohomologie des variétés de Stiefel,

dont les groupes en question ne sont que des cas particuliers.

1. Variétds de Stisfel. (Par convention on pose U(0) = S0(0) = sp(0) = SU(0) = {1} ).

(1,1) DEFINITIOF. - On désigne par R le corps deos nombres réels, par C celui

des complexes et par T celui des quaternions. On pose; pour 1% g £ n,

Vn,q(g) = U(n)/U(n - q) , ‘“’n,q(il) = Sp(n)/So(n - q) , vn,q(g) =0(n)/0(n - q) ;

ces variétés sont appelées respectivement variétés de Sticfel complexes, quater-

nioniennes, réelles.

En particulier, on-a

Vp,nQ) =0 5 v (Q) = su() v 4 (8) =S,

l'l,n n,n"l
Vn,ngzg = Sp(n) , Vn,l(?) - S4n--1
Vn,nQEQ =0(n) , Vn,n—lQ&) = 80(n) , Vn,1€§? = Sn-J ’ Vn,qug = 80(n)/50(a)

si g ¢ n . Géométriquement, les varidtés de Stiefel s'interprétent comme les va-

Kn n

« 2y 2 . , n
riétés des suites de q vecteurs orthonormés dans les esmaces G~ , K ou R .

RAPPEL sur les suites spectrales (cf. [4] et [5)). - 81 (F, X, B) est
un fibré, il existe une suite spectrale d'algébres dont le terme Eg’q est égal
t
%YUF , A) 1le systime de coefficieits locaux (sur la base) Géfinie par le fibré

et la cohomologis Hq(F s A) de la fibre. Les esvaces vectoriels E2 s eoe 3 Er s

a BPB, £UF , A)) ou A désigne un anncau commutatif de coefficients,

(0]

sont des ,A—algébres anticommutatives et associatives, les différentiel;
gPsd _; gPtrsq-rHl
r r

soo0 g

3
@
les d

r

des antidérivations pour le degré total p + q .
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On note J® 1tespace des é1éments de filtretion p de H (X , A) ,
JP2% = 3P g™z , /) , si bien que %s,q = Jp,q/Jp+l,q—l et que

-1l,n+1

(1,2) 0=J c JO R gPPTP e 0 S gz L A) .

(1,3) LEMME. - Soit A une A-algibre graduée anticommutative ; supposons don-
née sur A une filtration décroissantz par des sous-modules gradués Jk tels

k k! ke+le! . . o . . . .
que J J0 < J s et soit GA 1'algebre bigraduée associée 3

(a) Supposons que GA s0it une algébre extérieure engendrée par des éléments
bihomogenes de degré total impair ; alors A est une algibre extérieure engendrée

var des éléments de degré impair, dans chacun des cas suivants ¢ A =2, A= Z,

( p premier impair).

(b) Supposons M = Z, 5 et que GCA admette un svstéme simple de générateurs
bihomogénes Xy 9 eee s X (ce qui signifie que tous les mondmes T;T(xi) o
ou &i =0 ou 1, forment une 22~base de A ). Alors 4 admet un systéme sim-

ple de générateurs homogenes.

La démonstration est laissée au lecteur : on reldve chague générateur de CA en
q

un élément de A , et on regarde.

REMARQUE. - La conclusion de (a) subsiste si & &gt unc clgébre extdrieure dont
les géndroteurs de degrd pair q sont tels que Gk soit mulle en degré 2q .

(L,4) Rappelons encors que le systéme local des ﬁfq(F » ) est constant au~dessus
de B dans chacun des suivants : si 7Tl(B) =0, ou si le fibré est un fibré
principal de groupe structural connexs, ou si c'est la quotient d'un fibré prin-
cipal de groupe connexe G par un sous-groupe fermé H & G ; cette dernidre hy-
pothése sera toujours vérifiéc dans ce qui suit. De plus, lorsque 1'un des modules
gradués H'(R s N) et H*(F » A) est libre, avec une base finie dans chaque degré,
alors A
(1,5) 5, = H* (B » N)e 5(F , N

2. Variétés de Sticfel complexes et quaternioniennes.

. _-.J'lf‘ - C At T ; .
*(2,1) THSOREME. Vn,n—q(M) ot Jn,n-qKEQ sont sans tor31oni
H (Vn 0 q{C) 3 4) est isomorphe 3 unc algibre extérizure engendrée par des éléments
’ - Py ~ao N

X551 de degrés 2i - 1, i vprenant une fois chaque valeur entiére 2q et $z}}
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* ) . s \ o .
(v (¥) s Z) est isomorphe ?» une algdbre oxtsrieure engendrée par des
nyn-q - ' S
=3

é1éments X5 de degrés 4i -1, avec. ¢ <ign.

DEMOVSTRATION. - Occupons-nous d'abord de Vn n-q (C) . Le théoréme est vrai
st
= - i = q C -
pour g =n - 1 , puisque Vn,lQE) Sopn-q 3 supposons-le vrai pour Vn n-g-1 (C) s
. ’, . 2’ ~ -t 1 .
et considerons le fibré (02q+1 s Vn,n—q 5 ]n,n-q—l) ; 1'hvoothése de récurrence
entraine que Vn n-g-1 est libre de base finie, et par conséouent; le terme E2
,n=g-
de la suite spectrale du fibré s'écrit
*
B, =H (V ; Z .
2 1 (xn,n-q-l ’ Z/ EL - (82q+1 5 M)
ps D' ‘ =Ps D' . .
E2 " 4 et par conseguent 5.7 5 est nul pour oD #0,; 29+ 1, puisque la

cohomologie de la fibre est nulle pour les degrés #0 , 2g + 1 »

zPs P’ D+rypl-rtl
r

Comme dr envoie dans 05 , on en déduit que dr =0 pour

r<2g+2 et pur r >2q + 2 . On a donc

= = 5 =5 R
4_:2 o0 0 E2q+2 9 _.12q+3 r‘@
z i "v ’., 0 o N s
Mais d2q+2 : Egéig+l-—a-3§215‘o = E§q+/5 = C , puiscuec d'apres l'hypothése de
récurrence, le générateur d= plus petit degrd de H*(Vn neg-1 4) est de degré
g Limy= ~n
2g + 3 . Comme
. gPo pP*2G+2,-(2a+1) _ .
docsz ¥ Bogen T Bagun =0 s

on voit que d%+2 est toujours nul, car cette differentielle est une antidéri-
~ M

vation, et gue
n p _ ?Fjo ® O h
2q+4 “2q+2 2q+4

Finalement I, = & . On conclut 2 1l'aide de (1,3),b.
Démonstration analogue pour V (r) .
nsn‘q

REMARGUE. - %n faisant q = O , on obtient 1l'algébre de cohomologie de U(n)
et Sp(n) ; en faisant q = 1 (dans le cas complexe), on obtient 1l'algdbre de

cohomologie de SU(n) .

(2,2) THAORAME. - Soit x,.,, un générateur de HOUTL(Y T i) 5 2)
(i=0,1 ,'... s n-1), et o ney U(n) — Vi l’appllcatlon canonique.
s*'
Llors les (x21+1) foraent un svstime de générateurs de H (U(n) ; EQ .

DEMONSTRATION. - On considire 1l'eprlication cznonique

: vV v 3
Pr. e n,r+s 2 'n,r ’

7
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on d4finit ainsi une fibration de fibre Vn—r S L'algeébre spectrale de
R .

cette fibretion est triviale d'aprds (2,1) (cn le voit en calculant les différen-

tielles successives sur les gén:rateurs, et en utilisant le fait que ces diffé-

ré~tielles sont des antiderivations). I1 en résulte alors ceci 32 = %D 5

. p:,r+s est biunivoque, j* est surjectif (ou j désigne 1'injection de la fi-
bre dans l'espace totzl), le novau de i* étant 1'idéal engendré par 1'image de
D: rt (on utilise pour démontrer ce qui rricdde les homomorphismes de Vcoins',
cf. 1'ex005p précité de DOUADY). Soient alors Vi s eee 5 Vo5 TOSDe Vg 5 eees Yy

les générateurs (V ; 4) ® 1, resp. 1 ® ?I(VV1 r s 2) ; relevons les
o ol ~n

a
Dy * AN
Y5 (k+1 <1 ¢t) en des élémonts x; € H (Vn rie ; 2) , et, pour ‘1 ¢1 &k,
AN
w p *
. = v,) . On ohtient un s tme de ginérateurs de H (V VA
prenons  x; pr,r+s( ) oht n svstar giné ( n, s ,‘m)

D'ou le théorime, vuisque

=D o " O aea O
Pa,arr 7 Pgyq+1 © Porl gz Pger-1,g+r
et
= 0D .

Py pr,r+s r+s

3. Cohomologie des variitiés de Stiefel réelles.
Désormais on écrit simplement Vp q au lisu ce Vn C'(R) . On se propose de dé-

.., A ’ 1 3

montrer les théorémes suivants :

(3,1) THRORIME. - Dans 1'algzbre de cohomologia H*(Vb , 2) 5 1'id£21 de tor-
sion se comvose d'éléments 4’ orére 2 ; le quotient

T 6 = Fy o 7Y/ o*
i (Vn’_) =1 (¥ g’ :)/Tors 9 (Vn

ast une algebre extérieure (sur Z ) engendrde var des générateurs x,. 1 de de-

43i
grés 4i -1 (ou i parcourt l'ensemble dss entiers tels que (n - g)/2<1id<n/R)

de degré n -1 si n est

-] ST AEeNE el =

auxquels il faut encore ajoutar un générateur X,

vair, et un génératsur X _ -q dec degré n-g si n - gq ost pair. (Ceci fait en
1 — e == = e

g+1 . . q .

tout -5~ géndrateurs si q est impair, et sinon -% +1 ou =, suivant que

<

n est pair ou impair).

(3,2) TETOREME, - L'algzbre de coaomologie ;E*(Vn q 22) posséde un systéme
5 sl

simple de génératesurs Vi s ot i parcourt 1'ensemble des entisrs tels que

‘Considérons d'abord le cas ot g =2 (le casou q=1 est résolu, puisque
»* . - i » N
H (Vn 13 3)=H (Sn 15 2) est connu ; et les théorémes (3,1) et (3,2) sont
’ Y - o)
bien exacts).
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(3,3) PROPOSITION. - Si n st pair (), 4), z-z*(vn 5 4) 2st une algébre
oL 28U pelr ,2 0 A

extérieure engendrée par deux générateurs x ., 8t oz -

. . . . ¥ .
S1 n est impair, le sous-groupe de torsion de H (Vn 5 5 Z) se réduit 2
S -~

n"l - hott 2 s » s 7
H x Ly s et H (Vp 2) est une algdhre extérieure engendrée rar un élément de
<9 o N

. : * 5 \ s
gre - X: & H 3 & e en-
degrs 2n . Lans tous les cas, H (Vn,i 3 32) est une algebre extirieure en

2
-
gendrée par des éléments de degrés n -1 et n -2 .

DIMOKSTRA' IOK. - On coasidére le fibré Vn 5 Sn 1 de fibre Sn 5 i n est
,2 ne -
pair, ce fibré admet une section, donc les différentielles de la suite spectrale
- By e s 3] e : e T =T = H(S *
(a coefficients entiers) sont nulles ; il ='ensuit que 3 =5, =H (gn_l) ® H (Sn-2)’

.

d'ol la conclusion grace 2 (1,3), a.et > la remarque qui le suit.

Reste le cas ot n est impair. Admettons le lemme suivant (qui sera démontré

en appendice) :

(3,4) 123, - Lorsqus n sst impair, on &

ﬁi(v ,) =0 pour i4n -2, ) =2

n,2 ‘a-z(vn,z 2 .

Cela signifie que, dans la suite sxacte d'homotopie du fibré, 1l'application
: Y ¥ : i 1 $nd mie .
ﬁh-l(sn-l)-7!’n-2(sn‘2) envoie le gensreteur du cremier groure sur le double du

générateur du second (au signe prés. Il s'ensuit que dans la suite spectrale 2

coefficients entiers, la scule différentielle non nulle est dn 1 qui envoie

0,n=2 _ _0,n-2 _ . n=2,.
N N AP
dans
~n=1.0 n-1,0 n-1
5 T =E] 77T =
n-1 2 i (Sn-l) '
o - V& 4 ?’l—l 0] ) . . ’ s
l'image se composant des éléments de En—l; divisibles par 2 . Si on calcule avec
coeficients dans Zé 5 dn_1 est nulle ; donec %D est une algébre extérieure

avec deux générateurs de degrés n -2 ot n - 1 . Ceci achéve la démonstration.

Ainsi les trdorémes (3,1) ot (3,2) sont 4tablis pour q=1 et 2 . On va con-

sidérer les deux fibrations

(3,5) S —aV —s3V

(
n-q n,q n,q-1 @y2)

(3,6) -V —V (a 3 3) .

Jn-q+2,2 n,q nyg-2

Montrons d'abord la proposition suivante :

(3,7) PROPOSITION. - ivec coefficients dans Z, , toutes les différentielles des

suites spectrales des fibrations (3,5) et (3,6) sont nulles.
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DEMONSTRATION. - On a z{l(vn . 5.4,) =0 pour 0 <i<n-q; enoffet, clest
’ . AN

vral pour g = 1 ; la récurrence sur g se fait en utilisant la fibration (3,5)
5 2.) ® H (S . Z,) ne
‘ ‘ﬂ,q-l 7 a2 ) On-q 7 a2
contient ras de termes de degré < n - q 5 il en est & fortiori de méme de %D ’
donc de H*(V :4) .
NyQq "

On a Hn-q(V

w

nar 1'hynothése de récurrence, le terme I, = H (V

n,q b ”2) =2, 3 c'est vral pour g =1 et g =2 (d'aprds (3,3))

et si a3 3, la fibration (3,5) donne un terme

T —_ * e 7
By =4 (Vn,q-Z "éZ) ® A(Xn-q+l ’ Xn—o) ’

¢

ou .A(Xn_Q+l ) Xn_q) est unz algdbre extérieure & 2 giénératours 3 la différen-
: ‘ ) ‘ -c+1
tielle dn—q+1 est nulle sur Xn_q s varce gue q" (Vn ,q-2 ,~m2) = 0 d'aprés
ce qu'on a vu plus haut ; donc %D a, en degré total n - q , une base formée
1 S ES so a n-=q o 7 = 7
d'un élément, ce qui démontre que H (J a0 ’.ﬁz) Ly -

Montrons que; pour q 3 2 ;, les différentielles de la suite spectrale de la fi-
bration (3,5) sont nulles : en effet, la seule qui pourrait ne pas étre nulle est
. el A A s . roan 4 _n=-q Loy .

dn—q+1 ; sielle 2'4t2it pas nulle, on aurait E (Vn,q ’.ﬁz) =0 ; contraire
ment & ce qui a été établi. Il s'ensuit que Ez‘e %D
n—q+1(vn a-1 ;.22) = 2, , on conclut que qh-a+l -(

Enfin, pour q > 3, les différentielles de la suite srectrale de 1a fibration

5 pulscue

n,q ’.ﬁ2) =2

<

.

(3,6) sont nulles : on 1'a ddja vu pour d s et 11 suffit de vérifier que

n-g+1

d)_cen = 0 . Or sic'était #0 , il n'v aurait pas dec terme de degré n - q + 1

dans %D , donc dans H (Vn q 42) s contrairement & ce qu'on vient de voir.
b

DEMONSTRATION du théoréme (3,2). - Il ost vrai pour q.= 1 . Si q %2 , on fait
une récurrence sur ¢ , en utilisant la fibration (3,5), dont la suite spectrale
(2 coefficients Z5 ) a ses différentielles nulles (d'aprés (3,7)). Le théoréme
(3,2) s'ensuit aussitdt, coupte tenu de (1,3), b.

On peut compléter le théorsme (3,2) comme suit :

(3,8) THEOREME. - Soit, pour chaque i s (041 4n), un générateur x; de

ol

i (vn’n_i 5 2-) 5 et soit

. o 0(z
Ps (ﬁ)——wvnyn_i

. . . . * R
l'avplication canonique. ilors les pi(xi) forment un svstéme simple de généra-

teurs de H(0(n) ; Z,)

‘Démonstration analogue & celle de (2,2). Il y a un énoncé semblable rour
H* (S0(n) ;~22)
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I1 reste > démontrer le théorime (3,1). Dane ce but, on ve d'abord montrer la

proposition suivante

(3,S) PROPOSITION. - Avec coefficients dens le corps ZO des rationnels, toutes

les différenticlles de la suite spectrale de (3,5) sont rulles si n - q est

vair ; toutes les différentielles de la suite spectrale de (3,6) sont nulles si

n-q est impair.
La démonstretion est toute sembleble 2 celle de (3,7), et est laissée au lec-
taur. Bien entendu, il faut d'abord observer que (3,$) est vrai mour q =2 , en

vertu de la vroposition (3,3).

DEMOVSTRATION du théoréms (3,1). - Il est vrui mour g =1 ot pour q =2 (cf.
(3,3)). On va le prouver per récurrence sur q , en utilisant la fibration (3,5)
si n-q est pair, et la fibration (3,6) si n - g est immair. Dans chacurede
ces fibrations, nous avons un fibré X de base B , de fibre F ; nous savons
que H*(B 5 é) et H*(F 3 E) sont des gzroupes de tvpe fini dont le sous-groupe
de torsion se compose d'éléments d'ordre 2 . i'ous savons de plus que, dans la
suite spectrale calculée avec coefficients dans 70 ou dans 22 , toutes les dif—
férentielles sont nulles. La récurrence du théordme (3,1) va alors résulter de la

proposition suivunte.

(3,10) PROPOSITION: - Soit (F , X ; B) un fibré tel eue (& coefficients entiers)

< % ]
le systeme locel H " (F) soit constant asu-dessus de la hase T . Supposons gue

1 (8 ;;é) et 1 (F ;ié) soient des groupes de tvoe fini dont les éléments de

torsion soient d'ordre 2 , et que les différenticlles de la suite spectrale soient

nulles pour lss coefficlents 4, ot pour les coefficients Zy e Alors les diffe-

rentielles de la suite spectrale sont nullcs pour les coefficients entizrs ;5 de

3% . s ’ s T
plus, H (X ; Z) est isomorohe (come groupe abélien gradud) a B = Z, (coef-

ficients entiars), et ses ¢léments de torsion sont d'ordre 2 ; enfin, 1'algébre

4 o 2 - ¥ S - f ' s 3
gradude associée & H (X) = H (X ; EQ/Tors 9 (X ; Z) est sans torsion, et iso-
AAA

Ry

morphe & 1l'algeébre

%D/Tors B =T (B) & T (F) .

DEMOLSTRATION. - Hotons Er (resp. er s TesD. OEr ) le r-iéme terme de la

suite spectrale'du fibré, 2 coeificients dans 4 (resp. dans Z, , resp. dans

Zy ) E. (fasp. H (X §.§) ) est somme directe de m, (resp. m ) groupes cy-
cliques infinis et d'un groupe fini d'ordre Nr (resp. d'orére L ). Il est clair
que

(3,11) N divise N .
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Puisque les différentielles cde la suite svectrale 2 coefficients dams ZO sont

nulles; on a
m, =m_ =m_ =m .

La relation m, =nm montre qu'un dr-cocvcle d'ordre infini de Er n'est pas

r+l
un cobord; donc di applique Er dans Tors. Er « I1 s'ensuit que Tors. Er+1

s'identifie 2 la dr-cohomolosie ce Tors. & , et par suite

(3,12) Ny 2 B » .

L'égalité Ny = N~ signifiera que toutes les différentielles dr de la suite
spectrale (¢ coefficients entiers) sont nulles.

La formule de Kunneth donr~

(3,13) 2, 5 1 (n ; 2) ® ' (F 5 2) @ Tor(H (2 5 4) 1 (7 5 2)) 3

MmA

e}

elle montre que las éléments de Tors 4, sont d'ordre 2 ; il s'ensuit, par ré-

currence sur r , que les éléments de Tors Er sont d'ordre 2 , et ceci est
donc vrai aussi pour Tors @D o _
D'aprés (3,11), N est une puissance de 2 ; donc Tors H (X 5“§) est somme
directe de groupes cvcligues d'ordres Zi (i=1, ... ,n), avec N = 2£1 .
D'aprés la formule des coefficients universels, H*(X ;“éa) =25t somme directe
de m + 2n groupes cvcligues d'ordre 2 ; il en est de méme de son gradué associé
E . Puisque toutes les différentielles de la suite spectrale & coefficients dans
sont nulles par hvpothese, le terme 2E2 est aussi somme directe de m + 2n

groupes ZZ . Or on a
2 N

* . ;
B, =@ (B 2) e H(Fs2,)=0BxF;2)
tandis que, d'aprés (3,13), E, est isomorphe (non canoniquement) 2 H (B x F ; 2) .
Le passage de E, & ZEQ peut donc se faire par la formule des coefficients uni-

versels ; d'une facon vrécise, soit n, le nombre des groupes 22 dont Tors E2
est la somme directe :

n
2 NT
27 = 12 H
2 .
alors E2 est somme directe de m, + 2n2 groupes 22 o
En comparant; on voit que m + 2n = m, + 2n2 s et puisque m, =m, on conclut
n, =n . Or, d'aprés (3,12) et (3,11), on a
n .
> 22 Hfi ,

donc n, » Ii 5 et puisque n, est égal au nombre n des entiers i ,
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il s'ensuit que. tous les entiers i sont égaux 2 1 , et que N = gm = Né .

Ainsi Tors H*(X ;Jé) gst somme directe de n groupes cycliques d'ordre 2 ;
et puisque N2 = QD s les différentielles ;dr de la suite spectrale & coefficients
entiers sont nulles. Il est évident que H (X 3.5) est additivement isomorphe 2
E2 (puisque chacun d'eux est somme directe de m groupes cycliques infinis et
de n groupes cycliques d'ordre 2 ). Le fait que N_= QD implique que le gra-
dué associé & ﬁ*(X) est sans torsion ; il est alors immédiat qu'il est canoni-
quement isomorphe 2 %b/Tors %D » et que cet isomorphisme est un isomorphisme

d'algébres graduées.

(3,14) COROLLAIRZ. - Sous les hvrothéses de la provosition (3,10), supposons

que " (8) » T*(F) soit une algtbre extérieure engendrée par des éléments de de-
gres 1mnairs, seuf un au plus de degré palr q s et que, dans ce dernier cas,
i(B) ® A (F) soit nulle en degrdé 2q . "Alors 7 Z) est une algdbre exté-

rieure (sur l'anneau 2 ) isomorphe > T () ® A (F) .
C'est une conséquence immédiate de la provosition (3,10) et de (1,3).

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme (3,1), par récurrence sur q % 3 . Dans
la fibration utilisée pour la récurrence ((3,5) si n -q est pair, (3,6) si
n -q est impair), B* () est une algébre extérieure engendrée par des éléments
de degrés impairs, par l'hypothése de récurrence ; et ﬁ*(F) est une algébre
extérieure engendrée par un seul élément de degré pair n - q (dans le cas (3,5)),
resp. de degré impair 2n - 29 + 1 (dans le cas (3,6)). Dans le premier cas,
2(n - q) est strictement plus petit que le plus petit degré des générateurs de
B*(B) , sauf éventuellement le générateur de degré n-1 si n est pair (mais
alors, dans ce cas, 2(n-q) #n-1) ; donc H (R) e ¥ (F) est bien nul en

degré 2(n - q) . Et ceci achéve entidrement la démonstration.

4. Informations complémentaires sur la cohomologie des variétés de Stiefel réelles.

Le théoréme (3,2) ne donne qu'en partie la structure d'algébre de H' (V . EQ) N
Pour achever de la déterminer, on doit expliciter la valeur du carré

(yi) de chacun des générateurs Vi oo Or, plus généralement, on peut expliciter

2.) s

les opérations de Steenrod Sq’ dans la cohomologie H*(V ;
Nyq 7wl

*(4,1) THEOREME. - Les Sq’ opérent comme suit sur les générateurs y; de

L L P
H (Vn . hi2) (cf. théoréme (3,2)
J

Sa° y; = (1 -3, 3) vy,

+]
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od (i -3, j) désigne le coefficient binomial, en convenant que yi+j =0 si
1+jon.

2 ,
(4,2) COROLL&TRE. - (v,)% =y, si 2i<n, (yi)2 =0 si 2i3n.Les y,
relatifs aux entiers i (n - q ¢i <n) tels que i/2 ne soit pas entier et

3 . Ve I * - -
»n - g, forment un svstéme minimal de générateurs de H (Vp q 7 52) , et ils
l9 N

sont astreints aux seules relations

S,
(Yi) * = O 9

8; désignant la plus petite puissance de 2 telle que isi > n.

Fous ne démontrerons pas ici le théordme (4,1), qui fait notamment aprel 2 la
notion d'élément "universellement transgressif® (voir [2], théoréme 9,1). I1 suf-
fit de faire la démonstration dans le cas de 850(n) = Vn,- 1 5 on utilise pour
cela la cohomologie mod 2 de 1'espace classifiant de S0(n) 5 qui est une al-
gebre de polvndmes dans laquelle on connalt les SqJ .

Donnons encore un complémert :

(4,3) THEOREME. - Au point de vue additif, v, ,q 2 méme cohomologie (& coeffi-
cients dans 7 ) qu'un produit de variétés de Stiefel V 2 (o i pareourt 1'en-
’

semble des entiers impairs tels que n -q+ 2 <¢1i ¢n ), d'une sphére Sn-l

(si n est nair) et d'une svhire Sn-q (si n - q est vair).

La démonstration se fait var récurrence sur q 5 en utilisant la fibration
(3,5) si n - q est pair, la fibration (3,6) si n - q est impair ; la cohomo-
logie du fibré est additivement isomorphe & la cohomologie du produit de la base
par la fibre (propos;tion 3,9), d'ou le résultat. I1 faut bien entendu vérifier

que le théorime est exact pour q=1 et q=2 .

APPENDICE

DAMONSTRATION du lemme. -S5i n est pair, on a :
(8) M(Vy ) =0, i¢n-1;

(b) 1Tn-1(vn+1,2) =g

On consid®re le fibré
Samt = Va1, 2 =5,

et sa suite exacte d'homotopie. Alors (a) est immédiat. Pour prouver (b), tout

revient & montrer que 1'homomorvhisme
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Q- ﬁn(sﬁ)——>17n_1(on_l)

de la suite exacte envoie le générateur du premier groupe sur + 2 fois le géné-
rateur du second.

Or Vn+ly2 s'identifie & 1l'esvacs das directiors de vectsurs tangents # 0 2
Sn , l'avplication p étant celle qui, 2 chague vecteur tangent, associe son ori-
gine ; Sn—l g'identifie a 1l'esnacc des dirscticis de vecteurs tangents au noint

base P de Sn . L'anr®s la définition de 1'homomorrhisme O , on 1l'obtient com-

me suit : soit f£f: (5_, S .) ——>(Sn , P) 1'aorlication qui identifie S 2

n ‘n—l
un quotient de Bn ;s relevons f. en une application g quil envoie Bn dans
Vn+1$2 » et envoie donc & _, dans la fibre & , du point P : alors g]Sn_1
définit 1'é1ément cherché d‘é'ﬁn—l(sn—l) . Pour cobtenir un tel relévement,

n
P sur un plan R ; la transfor-

faisons une projection stéréographique de ndle
. , . 2 . - n
mation réciproque est un homéomorphisme de R~ sur Sn - P ; un champ constant
An .

de vectsurs tangents £ 0 bdans E? est fransformé en un champ de vecteurs # 0 de
Sn - P, et lorsqutun voint M €-Sn - P tend vers P , la longueur du vecteur

du champ tend vers O0-; de plus, la direction de ce vectsur a une limite quand

M tend vers P suivant une courbe ayant une tangente au point P . Il en résul-
te que 1'élément KA € ﬁ'n_l(Sn_l) est, au signe prés, le vroduit du générateur

de 1rn—l(sn-l
Puisque P est l'unique zéro du .champ de vecteurs; cet indice est égal & la ca-
ractéristique d'Buler-Poincaré X(Sn) (cf. HOPF-ALZXANDROFF, [1), chapitre XIV,
Satz 1, p. 549). Comme bien connu, )gsn) 1+ (- 1)°

pair; ce qui acheve la démonstration. Si on désire éviter de se référer au théo-

) par 1'indicz (au woint P ) du champ de vecteurs obtenu sur Sn .

1

est égal 2 2 si n est

réme liant 1'indice & 1(Sn) » 11 suffit de faire un calcul explicite du champ

de vecteurs.
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