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Séminaire H. CARTAN
8
E. F. 8. 1958/59 18-01
=i=iei- : 9 juin 1959

°

LA SUITE SPECTRALE D'aDaMS [2]

par Adrien DOUaDY

CONVZNTIONS. - Dans cet exposé et le suivant, p désignera un nombre premier.
Sauf mention expresse du contraire, tous les groupes d'homologie seront pris & coef-
filcients dans Z_ . Tous les produits tensoriels seront pris sur 2Z2_ . Si [ : X'—3X
est uns application simplicizle, on notera Hi(f) ; TTi(f) ou Hi(X , X')
TYi(X ; £') les groupes d'homologie ou d'homotopic relatifs Hi(f s X')
Tri(i , X') , o X désigne le mapping cylinder! de f (voir amssi 1'exposé de

Eckmann .u celloque de Lille, 1959).

I. Complexes géométriques

A. Fibrés de type (v, t) .

Soit t wun entier 20 ou ® , (Vi)0‘<i <t une suite d'espaces vectori-ls

sur Z_ . Le groupe abélien simplicial L = T7T L(Vi s 1 = 1) , défini dans
P _ O<ict
1'exposé 8, II, B, est fibré sur K= |1 K(v. , i) , de fibre
O<ict *

F = i ‘ K(Vi 5, 1 = 1) . L'image réciproque de ce fibré par une application simpli-
O<igt
ciale g : X—K est u: fibré principal X' de base X , de fibre F .

DEFINITION. - Un tel fibré sera appelé fibré de type (p , t) ou (p , t)-fibré

sur X .

Les V. ¢étant fixés, les classes de ces fibrés correspondent aux éléments de

1.
] " (X ;vg .

Oci gt

LEMME I & -Sojt X'-—=X wn (p, t)-fibré, et Y'-—5Y une apnlication simpliciale-
telle que 1'application HiCY' : Zp)——aHi(Y ; Zp) soit nulle pour 0 <i <t

Alors, pour toute arplication f s Y—X , il existe une application f' : Y'—X!

telle que le dicgramme
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soit commutatif.

De plus, une telle application f' ayant été choisie, les applications qui rendent
le diagramme commutatif correspondent aux aprlications de Y' dans F , et leurs

classes aux ¢léments de P Hl_l(Y' 5 VL) .
Ocigt -

DEMONSTRATION. - L'arplication Hl(Y H Vi)-%;Hl(Y’ H Vi) est aussi nulle pour
O<ic<t . Ern effet Hl(Y 5 Vi) = Hom (HiCT) s Vi) « Considérons le diagramme :

| |

=

—

<o g
Pk P4

N

L'aprlication composéc Y'—sK correspond 2 des cocycles sur Y' images récipro-
ques de cocycles sur Y , donc cohomologues & O . Cette zpplication ze factorise
donec par Y'-—=>L—>K et, en vertu de la propriété universclle des fibrés images
réciproques, il existe une application f' : Y'-—sX' , unique quand on a choisi

Y'—L , cul rend commutatif le diagramme

Voo

N i —K

La deuxiéme partie est un résultat immédiat de la théorie générale des fibrés prin-
cipaux (Séminaire H. CaRTAl', 1956/57, exposi 4).

B. Complexes giométriques.

DEFINITION, - Un complexe géométrique au-dessus de X est une suite d'ensembles

simpliciaux (Xn)n-0 s avec x° = ¥ s et d'homomorrvhismes C?n': Xn+1——§Xn » On ne

. o o n r+l
fait aucune hypothése sur O o C .

. . a . rd - . -,-n 2 A
On associe 2 tout complexe géométrique (X°) le complexe coaugmenté de
* AY A * s . a e - .
4 -modules (ol A  désigne 1'21gebre de Steenrod en carcctéristique p).:

¢ =5 (07, XY avee o E (67, X o, ) o
N ‘0 1 ’
£ : H(X)—H (X", £)

n dn—l

One d o =0 et d°0 & =0 come il ressort du diagramme 3
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H, (X -1 ) Xn)-—:,z«:*(xn)

‘J/

Xn Xn+1)

H*

x,
HA(Xn+1) : H;(Xn+1 , Xn+2)

*

Le complexe C est bigradué par les C§+p = Hi(){n , X

i, et d est de bidegré (2}) , ot de degfé total -1,

n+1) . Le degré total est

Le complexe géométrique (X°) sera dit (p , t)-acycligus si
C i : Hi(Xn+1)->Hi(Xn) gst nulls pour C <i <t et pour tout n . Cette condi-

. ~
tion entraine H?+r(0) =0 pour 0< i <t et pour tout n . Le complexe géométri--
que (x7) sera dit (p , t)-fibré si les applications xoH

(p , t)-fibrées pour tout n . Il sera dit (m - 1)-conaexe si TTi(Xn) =0 pour

— Xn sont

i <m et pour tout n . Lz lemme I_A donnc immédiatement :

. n
PROPOSITION I B. - Soit (X)) wun complexe (p , t) fibré au-dessus de X , (¥ )
un complexe (p , t)-acvclique au-dessus de Y . Pour toute application f : Y—X ,

on peut trouver des eprlications fﬁ :‘Yn-axn telles que le diagramme

® 0o Yﬂ+1 }Yﬂ , \,"O -——-.)Y

liﬂ\l

e

soit commutatif.

REMARQUE. - Sous cette forme, cette proposition est & raprrocher de la proposition
1la, page 78 de [1], chapitre 5, relative 5 des modules 4 et A' sur un méme

anneau K :

iSoit X un complexe acycliqgue sur A & droite, X' wun complexe injectif sur A'
& droite; et soit f : A—sA' . Alors il existe une application F : X—X'

au-dessus de f ",

DEFINITION, - On appellera (v , t)-résolution géométrique de X tout complexe

géométrique au-dessus de X & la fois (p , t)-fibré et (p , t)-acyclique.
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C. Filtration définie var un complexs géométrique.

» s o . n . -
Etant donné un complexe gécmétrique (X7) au-dessus de X , on filtre TTi(X)

. n
par les images des 7Ti(k , en posant

H

oo -+ N
F &:i(X) Im.‘n;(x ) —e;Tti(X)

i

r® ™, (%) Nt ™, (%)

n

. oD n r . n . s
Si (X7) et (¥7) sont des complexes géométriques, et (f7) une applicotion de

n A .
(") dans (X") au-cessus de f : Y—»X , on a

2 Do I o} \
f*(F' Ti(Y)).hF “ﬂ'i(X; 5

oi F' et F désignent les filtrations définies par les complexes donnés. Ceci
résulte de :

S
4
X

e

=

En appliquant lo proposition IB, on sbtient le résultet suivint : si (Xn) est
un complexe (p , t)=fibré et (X'") un complexe (p » t)=-acycliqus au-dessus d'uh

néme ensemble simplicial X , on a
n . n
Py (X) CF T, (%) ,

oi F et F' désignent las filtrations définies prar lecs complexes donnés. En par-

ticulier, s'il existe des (p , t)-résolutions de X , ellcs définissent toutes la

méme filtration de ™y X) 3 on 1'appellera la filtration (p , t)-canorique.

THEOREME T C.- Soit X un ensemble simplicial (m - 1)-connexe, et soit

t < 2m -1 . Alors les ¢léments do 1Ti(X) dont la filtration (p , t)-canonique
est infinie sont, pour i< t , les éléments divisibles par toute puissance de »p
dans TTi(X) . Plus précisément :

, . AT n n
2. si LQEQTTi(A) est divisible par 1 , on a €iF"ﬁi(X) H

2 ) 3
b. si W n'est nus divisible par pn y «lorgs (w QfF”"(l m+1) TTi(X) .

REMARQUZ. - On verra (théorime IIB) que les hypothéses faites sur X et t en-

tralnent 1'existence d'une (p , t)-résolution.
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DEMOT'STRATION,
ae Par récurrence sur n . I1 n'y a rien a démontrer pour n =0 .

. n . .
Soit W =p Yy , avec n =z 1 . Dans la sulte exacte

U
ot _C..f__s”ﬂ” (1) . 0 -
i(f ) g i\ ) — 7“ i—i(F)
du fibré X1 s 'iTi 1(F) est un esrace vectoriel sur Z_ , donc 5(13[/() =p(dx) =0,
-— ‘t‘, 7
- o - 1 N — “_ [ 2 . n o _ - l’l-1
et ih est dans 1'image de Tr’i(X ) : o X_ G* UK d'loh W=1p b/ = C; P .

N - , 1’1-1 . . .
Par 1'hypothese c¢e recurrence, D M est de filtration n - 1 ; donc duns l'image

n .
de 'lTi(X ) , et ¢ est donc de filtration n .
be. Nous nous apruierons cur le lemme 3

LEMME I C.- Soit X un ensemble simplicisl (m - 1)-conncxe. Alors il existe un

ensemble simplicial U et une applicatien f : X—U tels que

1° TTi(U) soit un 2% 2n--modulea pour i <2m - 1 ;

: P
2° Le noyau de f_ : Tri(X) —-—éTz‘Zl(U) soit formé des Eléments divisibles par o
dens "ﬂ".l(X) , pour i <2m -1,

Montrons que le lemme entraine 1z partie b du théoréme :

Soit (Uk) le complexe (p , 2m - 2)-fibré au-dessus de U tel que Ukﬂ'—-%UJK

ait pour fibre

k ' . -

F© o= K(T, (Uk) ®2z_, i, =-1), o -, (Uk) est le premier groupe d'homotopie
1. D k T

non nul de Uk

et que

d: T, (Uk)->77f (F%)  soit l'application canonique de T, (Uk) sur son-quotient
1y 1k-1 1y -
par le sous-groupe cdes :léments divisibles par p .

On a

d'oll il résulte, en tenant comvte de p2n 'i‘s’i(U) =0 pour i< 2m -1, que
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ik > m + partie entiére k/2n , si le second membre est < 2m - 1 s soit

F2n(1-m+1) T (v) =0 pour i<2m -1, F désignant la filtration définie par le
5 :
complexe (U™) &
Soit (Xk) une (p , t)-résolution de X ; d'apris la proposition IB, il existe

une application (fk) de (Xk)——%(Uk) au-dessus de f . On a

3 - -l '_,')r{'_ [
Fén(l m+l) 'tTi(X) <f, Fot m+1) Wi(U) = Ker £ = o 'Tri(X) , ce qui démontre b .

/
DEMONSTRATION du lemne. - (Pour les notations, voir exposé suivant, I).

. - 1. . . . .
Soit X = 8" Y X 1z suspension de X , et E 1'espace (contractile) des chemins
partant du point de base e dins SX , ou plutdt le fibré simplicial sur X qui

en tient lieu. Soit h : SX-—5SX 1'opération déduite d'une zprlication Sl-—é S1 de

I n . - ’ < / - J
degré p . Soit enfin U 1le fibré sur SX image recirpoque de ® mpar h , de

fibre f2SX . On a le diagramme

FQRSYe
N
U ——
!

SX —

R
0 «— =
<

d'ou les suites exactes

: Qac [ . q
TTi-'-l SX--'-)Tri QSX—-)TT’i U—-_%‘Ti'SX -...y’,‘ri_l (LSX —3

L W

T, 80—, Ast —
Pour i €2m -1 , tout élément xé

T; X, clest-3-dire Y = e‘>§<y , ol

done h*(X) = (" € YAyt = pi(E K x

& désigne le générateur de ™ st » 0n a
X ) = OI‘X pour tout 5,€vi+ 1 SX o On en
déduit que Ker( N L sx V“”Ti U) =p T O8K .
On en déduit égzlement la csuits exacte

O-ﬁ(u'i.ubX) a2 U n(TTi XS)—=>0 ,
P p - q

avec les notations Aq = Lfza qA: Ker A—— 4 . Los deux groupes extrémes sont

des Zn—tnodules, done 'TT‘i(U) est un 7 _ -modules, donc ‘ITi(U) est un

2
r p

54 est la suspension d'un élément V'de
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2 an = nodule. En composant avec l'application naturelle X—{1SX , qui induit un
isomorphisme WTi(X)-%7Ti6528X) pour i<2m -1, on obtient 1'application

f: X—U du lemme, qui est 2insi démontré.

IT. La résolution et la suitc spectrale d'Adams.

A. Le fonecteur V .,

On désigne par A -1'algebre de Steenrod des opérations cohomdlogiques stables
de type (Zp ’ Zp) s et on se place dans lu catégorie ( des A*—modules a droite

M gradués par degrés inférieurs > O , avec multiplication

M & Ai-—?M . .
q i

Pour tout cnsemble simplicial X , lf%omolcgie H;(X 3 Zp) est un tel module. La
duzle de 1'-1lgtbrc Je Stoenrod A, =04, 4, = Hom, (A; , Zp) » est un
A% module injectif aprertenant & € . Si W est tn Zp-espace vectoriel gradué
prar degrés inféricurs positifs, W42>A; est un 4 -module injectif appartcnant &
(C  (exposé 15, proposition 9 bis)e Si M cest un 4 -module'de (3 , on appelle-
re VM 1lc sous-module de M formé des m & M tels que n.I4" = 0 , o, 4% a¢-

signe 1'idéal des éléments d. degré ‘' > 0 de A" . Onadone WM = HomAg(Z s M),
Zp étent muni d'unc structure de A -module gradué homogénc de degré 0 e On no-

tera VMi les composantes homogénes de VM (mais V(Mi) n'a aucun sens).
)

Si £ : M—3M' est A”-lindaire, on o Vf : UM—>VM' . On définit ainsi, si
£+ X—X' cst une applicetion simpliciale, VE, : VH*(X)——%VH*(X') s ¢ty si
YCX, Vo: VH (X, Y)—A,VH*(Y) .

Le foncteur V jouit des propriétés suivantes :

IT Al. Soit W un Zp-espaoe voctoriel gradué. Si M =W A4, ona VM=W.

si G:TTK(Vi,i);ona
iym

=V, = 1 < 2n .
VHi(G) Vi ﬂ;(G) pour 6 < i <2n
IT A 2. L'homomorphisme de Hurswicz se factorise en
W
™ (X) —— VH, (X) ——H, (X)

(M avparaitra comme un homomorphisme latéral (cdge homomorphism) de la suite spec-

trale d'Adams. Il serz surjectif daors la zone stable chaque fois que les
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différentielles corresrondentes seront nulles).

IT A3, V€ : VM—sVM' ocst une injcction si ot seulement si f est une injec=-

tion. (Exposé 15, corcllaire de la proposition 6 bis).

ILA4, Si M' ct M" scnt des A*emodules, le produit tensoriel M'Q@Z M

. ¥ ~ N . L. - - A * L * r
devient un A -nodule srace & llanplicotion dingonal LHe M —>Ah WA . Ona

e
alors VM' ® VM" o V(M' 6 MN) , Plus rrécisément, V(M'& ") n'est ras un

sous-module hilomogéne do M' @ Mt ; mais VM' & VM" cn sst la partie bihomogéne,

B. La ré¢sclution d'ad.ms.

THEOREME IIBcﬂ;DéFINITION. Soit X un ensemble simplicicl (m = 1) -connexe, ct

coit t <2m - 1 . Alors il existe une (v , t)-résolution (xh) de X,

~

(n = 1)~connexe, ct tclle qus 1o trinscression VO VHi(Xn)—JEVHi_l(Fn) = Tli-lﬁn

s0oit up fsomorrhisme pour 1 =271 .

Une tolle résolution set oppelée (p ; t)-résolution d'Adams de X o 5i (Xn)
et (X'n) sont deux (p, t)-récolutions d'adoms de X, goit (fn) : (Xg)—$>(X'n)

au-dessus de 1'idertité. Alors fi : TTi(Xn)-§7Ti(X'n) est un isomorphisme pour
tout 1 .

LA . - e , . I 3 .
DEMOI'STRATION, On rpose X = X et on constrult X~ nar récurrence. Soit, pour

un rrojecteur de Hi(Xn) sur VHi(Xn) . I1 correspond aux hi

tout i<t hi

des applications Ei : Xn-4>K(VHi(Xn) , 1) , qui définissent

AR K(VHi(Xn) , i)

i<t

Dans le fibré acwyclicue L sur K , de fibre’ F :'TTK(VHis ), 1i-1), la

est définic sur le sous-AY-module de H;(K) fommé des éléments
1

transgression QO

. R . n+ . .
de degré &£t , ot est A4 -linéuirc sur ce sous-module. Soit X lc fibre sur
X imzgs récirroque de L par b , de fibre F' . La transgression

g = 65 oh: H;(Xp)._,H;(Fn) est définic sur les éléments do degré <t , et dé-

finit un isomorphisme :

vE . vﬁi(xn) BN v, (F™) .

1

Enfin lo suite spectrele de ce fibré donne rour i <t une suite exacte @

5 O S, ) —S )

Comme V& est un isomorphisme, £ est injective, et 1l'application
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h+1

H )-;;H (x")  est nulle pour i £t ; (Xn) est done bien une résolution.

La deuxiime pertie co démontre également par récurrence sur n & ci

bol ‘.' n e 4 ! ;9 11y ) . N . “

f* H 77*(X ) —— 5 T (h ) est un iscomorphisme, il cen cst de meme de

fﬁ 2 H;(Xn) -———4 H, (X'n) (exposé 4, thiorime 5), et de

el s VE (X7 ——2 VE,(X'™) . On en déduit que £ L, T, (F s () est

un isomormhisme pour tout 1 st , et aussi pour 1 >t puisquizlors les deux ™.

sont nulse. Eu applicuant le lemme d-s c¢ing aux suites cxactes

n - -1+l ol e
ST . & ._.»T%.X T, X° —31 ¥

<
1o
AN
& e
(<
&

. iy : 1’14'1 » N .
On voit que 1Ti X ~.%;ﬂi X! est également un isomorphismec.

~h . . n
I, » ot a fortiori les £ , ue sont pas uniques. Autrement dit

REMARQAUE. = Les i
lc résolution d'Adams de X admot des automorphismes non homotopes & 1'identité
au-descue de 1'identité de X . Ce n'est donc pas un foncteur de X , mais seulement
un  semi~forctour , de méme par exemple que la cldturc algébrigue d'un corps est

un semi-foncteur de ce corps.

C. La suite srectrale d'une résolution géomitrique.

. s e s n , .
Soit X un ensemblc simplicizl, et (X°) wun complexe géométrique au-dessus do

X . Pour r 3 q , posons ﬂi(q s, T) = ‘ﬂi(Xq , 1), et
771<Q) = 'ﬂi(q ; @) = i(Xq) « Pour (q, r) > (q'; r') , on a des homomorphis-
mes 'n(Q' » T3 g, 1) 'Wi(q 9 T)"‘>7Ti(Q' 5 T') , et pour g < £8

Mg, r, 8): TTi(q R r)._;;ﬂi_ (r , s) , qui vérifient les axiomes de¢
CARTAN-EILEFBERG ([1], 15, paragrarhe 7, p. 333) :

(P 1) : mla, r; g, r) est l'identitéd de T(q , r)
(8P2) + m(g", ri;5q" , r')o a . 5q,1r)= M, rsq, ) si
(@s r) 2 (g, r') > (g%, ri)
(8P 3) = ' , s' 5r,8) 0d(a; r,s) =g ,r ,s) o0 mla', r 39, 1)
si (g, r, s) > (a' , r' s') 5
(sp4) + w(r, s)--—aT'(q, 8) ——>T (4 , r)---—-m’ (T S)a—‘--a’fr ;(as 8)
L
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est une suite exacte.
On pose par définition TTi(q , T) = 'Fi(O , v) mour g <0, ce qui tient lieu
de (SP5) de[1l.

DéFINITIOE. - On appellera spectre ou systéme spectral la donnée d'une famille Tr
de groupes abdlisns ‘Wi(q » ) ot d'homomorphismes M et O vérifiant (SP 1)
5 (8P 5)

A tout spoctre T, on ocsocic une suite spectrale en posant

r

EY = Im Tigl@s a+)—m_ (0, a+1)/0 T,

1 1 i=- ‘1—q+1(q -r+1 5 Q)

X, . . A . r . » r . Tand
E est muni d'une différentielle ~d dec bidcgre (r 1) induite par

Mgs;g+r,y,qg+r+1), et e est 1'hohologic de 'E pour cette différenmticlhe.

On a

@ q —_ 4 -~ | o) Y
Ei = Im ,Ti_q(Q)'—-/Wi_q '(q"y g+ l),/D Tri-q-l-l(o ’ Cl)

A

- Im(TTi_C(q)__;;wi_q(O))/Im(Tri_q(q + 1)~—»TTi_q(0)) ’

comme il résulte du dicgramme

T (05 e+ )T 0, Q)

{7
i Hi(O)

CD"-‘ id ° / ~ S ~ e 4 -
E st donc le gradué associé & T(0) £iltré par les images des Ti(q) par les

TL(O s D35 Qs ®) . Dis que r>2qg+1, ona r+1E2 < rEg et (DEE c:rfg . La

suite srectrale est dite faiblement convergente si (DE =M rE o
r

DﬁFINITION. - Soit X wun ensemble simplicial, (Xn) un complexe géométrique
au-dessus de X . On appelle suite spectrale d'homotopie du complexe (X7) y la
suite spectrale du systéme srectral TTi(q , T) = ’ﬂk(Xq , ¥T) des groupes-d'homo—

topies rel-tifs du complexe. Si  (X) ost une résolution d'Adams do X , (ef. II B),
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sa suite spectrale d'homotopie s'appelle suite spectrale d'Adams de X o

THROREME II C.- Soit X un ensemble simplicial (m - 1)-conncxe et t < 2m = 1 .

Si les ?Ti(X) sont des groupes de type fini pour tout i , la suite spectrale de

toute (p , t)-résoluticn de X est faiblement convergente.

DEMOI STRATTOH.
a. Posons : Ri= MNIn (g + r)—y1 (q) « D'aprés le théordmel C appliqué A
r
x4 s O & R = mer(q) . On trouve dans [1], chapitre 15, page 320, proposition
2,2.2

+
"La sulte spectrale cst faiblement convergente si et seulement si chaque RY 149Rn

est un monomorphisme’.

Cettec proposition vient en contemplant le diagramme 3

M(n,n+r)—T. . (n+r)

/ i i-1 \

T, (n) £, g, 7 (@)
® _\‘Wi(n , n + 1)T'li—l(n + 1)
-1 _\1 4
Imfr=<51mgr; ?Elfr:o((glmgr); Imfmz&(o)

Convergence faible «—yIm f o= fr\Im frc>(:(1m gr) NImod=0

b. Dans la suite exacte ”!Ti+1(n s D+ 1)-—->1Ti(n + 1) ()l\m'i(n) ———%Tg_(n s, n+1),
les deux groupes extrémes sont des espaces vectoriels sur Z_ . I1 en est donc de

méme de Kernl et Cokerm . Mais Tri(n + 1) étant de type fini, B g compo-

se d'éléments d'ordre premier & p . On en déduit Rn+1 M Kerm =0, d'oh le théore-
me IT C.

D. Calcul partiel des BExt .
A’l-

PROPOSITION IID 1, - Si M est un module de la cutdégorie 6 (cfelIl A, il exis-

tz une résolution injective

O—iM"‘!\L-O —y Ll\_“)’- ‘os-—-—>Ln e

avec L_?:O pour i< n .
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DEMONSTRATION. - Il suffit de prendre une résolution minimale (cf. exposé 15,
paragraphe 8) @

o _ -
L = VWM& A*

P s yam Y & A,

DEFINITION. - Soit M wun module de (5 . Une résolution t-partielle de M est

un complexe cozugmenté

n
M"")LO“A/LI“‘—% .oo""arL —

e e o

ayent les pronriétés suivantes :

&

1° Les L" sont des A" -modules injectifs de C .
2° Mi-%Lz est une injection pour i < t
3° Mi——éLg-—iLi est ocxacte pour i <t +1

T e T i

4 5 est exacte pour i t +n+ 1 .

PROPOSITION IID2. -~ Etant donnée une résolution t-partiellc de M , on peut
trouver des A" -modules irjectifs L't e C  tels que Lin =0 pour i<t +n,

et une résolution injective dec M

o=l er’arterl 5. SIPeL? ...

qui co¥ncide avec la résolution partielle donrde pour i <t +n .

DEMONSTRATION. - I1 suffit de noser L' = V(Ker M—1°) © A

%
1 o o] .
L'l = v(Kker (1° @ L10—sLt)/In ) i A,
™ s yker@® @ Lt 1™ et w ) @s,

PROPOSITION IID 3. - Ktant donné une résolution t-partielle de M 3

M"‘%‘Lo-v——) o ce 9
1'homologic du complexe
O%VLO""‘)UE — s e -——%V.L«n-—.) aee

.. n
co¥ncid= avec Hxt. »(2

1,4 p,M) pour i gt +n .
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DE/MOI‘\'STRATIO}‘f. - Complétons la résolution particlle en appliquant la proposition
II D2. Par définition, ZIZxt A*(Zp , M) est 1'homologie du complexe

0-VIL° @L' s v STL @ L) s ...

qui coY¥ncide avec le complexe de l'énoncé pour i €t +n .

THEOREME II D. - Soit X wun ensemble simplicial (m - 1)-connexe, et t <2m -1 .

Alors le terme ZEg de la suite spectrale d'homotopie d'une (p , t)-resolution de

X s'identifie 3 Ext"(Z , H(X)) pour i <t +n . De plus, dans la muite spec-

trale d'aAdams, 1E E .

DEMOFSTRATION, - Soit (X°) une (p , t)-résolution doc X , et posons :
anzp(n)® m(n , n+1)®A* .

ou 2 (n) désigne le corps Z_ , considéré comme gradué homogéne,de degré n (pour
b +
une gradua'tlon 4 i-dices 1nfer:|.eurs), ot considérons ¢=6 ®O®1 : RS 1 N

ol
& : Zp(n)-——_}Zp(n +1) est de dzgré + 1
O :Tln, n+1)—1t(n +1, n+2) est de degré -1

1 A*—--)A* cst 1'identité

de sorte que $ st de degré 0. Q00 0=0 entraine So0& =0.0n définit
s s .
[ H*(X)—eLo 2 1'aide du projecteur Zp-linéaire h : H*(X)—-aVH*(X) =m0, 1)

o~ '
qui sert & définir X' : on lui associe € ’ At -lindaire : H*(X)-—;'T(O , 1) ® A,
Dens la zone steble, clest-a-dire pour les degrés i <t ; on a

o an . n _ an s s
Zp(n) ®Mh,n+1)® A* = C , soit Ln+i = Cn+i o On en déduit que le complexe.

H(K) —L° —s ihe ost une résolution t-partielle de H . (X)
'Y — e e e —> -— 00 o . e

n 1n e ps . 1
On 2 VLn+i = ":Ti(-n s 0+ 1) = En+i . La differentielle “d de 1a‘ suite spectrale
d'homotopie de la résolution n'est autre que
dr , n+145,n+2):TT(n,n+1)—Mxn, n+2) . Elle colncide avec celle du

complexe VL « L'homologic 2E de 1E s'identifie donc dans la zone stable & 1'homo-
o il
logie ‘Elx‘c(ZD » H (X)) du complexe VL .

Enfin, si (X°) est une résolution d'Adanms, W-Ii(Xn , Xn+1) = VHi(Xn) est dans
1'image de Hi(Xn) pour i ¢t o Dono la composée
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n+l

0 ops, O n+2
VH, (7, X ) — VH, (X )

est nulle car O = 0 ; et la différentielle 1d do la suite spectrale d'Adams est

nulle dans la zone stable, d'olh 2E = 1E .

E. Cas des sphéres.

Nous noterons S7Tk le k-iéme groupe d'homotopie stable des sphéres : on a donc

ar g = $T, i k<m-1.

m+k

Dans la zone stable de la suite spectrale d'adeams de la sphére st , clest-a-dire

: . 2.8 _ s . _ '
pour i ~-s<2m -1, ona “E. = Ex‘bi(Zp s Zp(m)) = Ext; m(Zp , p) . D'autte part
f})‘DE§+S' s'identifie au gradué ascocic & TT s? = ST, .+ En décalant tous les
degrés de m , on trouve une suite spectrale g%== ri%i) telle que, pour k ¢ m -1
2.5 s :
(o] —
1° “E, = Extk(Zp s zp)
20 EB®8IS{+S est un gradué associé & ST .

Pour chaque valeur de m , on a une telle suite spectrale Eg(m) . En fait on va voir
(ippendice) que deux telles suites spectrales s‘identifiént dans leur zone stable
commune, et qu'elles se recollent toutes en une suite spectrale E% unique qui sa-

tisfait & 1° et 2° sans restriction sur k .

Cette suite spectrale est faiblement convergente (théoréme II C), et les é1léments de

filtration infinie de STT& sont les é1léments divisibles par toute pulssance de py

(théoréme I C), c'est-a-dire les éléments d'ordre fini premier & p .

IIT. Appendice : S-théoric

On va indiquer ici un cadre dans lequel la théorie exposée se développe sans res-
triction de degré, c'est-a-dire sans ces éternellzs inégalités i <t . Nous aurions
pu nous placer d'emblée dans ce cadre, ce qui nous aurait dispensés du paragraphe
II D . Nous ne 1'avons pas fait parce que les théorémes démontrés sont légérement
plus fine, et que les vpropositions énoncées dans le paragraphe II D , si elles sont

ennuyeuses, peuvent cependant &tre utiles.
A. Définition.
Un S-objet X se compose :

1° d'une suite Xn d'ensembles simpliciaux,
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R° pour chaque n , d'une epplication SX —X ., (ol SXn désigne la

"suspension' de Xn), de fagon & satisfaire aux conditions suivantes :

ST 1. 1Ti(Xn) =0 pour i<n ;

Q - C‘. o > .
ST 2. 1la suspencion € 3 TTi(Xn)"”qTi+1(Xn+1) est un isomorphisme pour

i<2n -1, ct est surjective pour i =2n -1,
On peut remplacer 1'a:xiome ST 2 par une condition équivalente portant sur 1'homolo~

gie 3 coefficients dens 7 .

EXEMPLES.

1° On peut prendre X‘D = g" , sphére & n di-ensions. Le S-objet S ainsi défi-
ni s'appelle le S-objet des sphéres. Plus généralement, 1'ensemble simplicial
Xo étant quelconque, on peut prendre Xp =gt XO o On peut aussi choisir arbitrai-

! ; 5 .| _ 09
rement un des X, et poser Kn+q =8 X X:-q = $1 X,

2° On peut aussi prendre, V &tent un groupe abélien, Xn = K(V , n) , complexe
d'Eilenberg-Mac-Lane; ou encore, V* :(Vi) étant une suite de groupes abéliens,

X, :TTK(Vi , n41i) . Le S-objet ainsi défini sera noté K(V)) .

Dans tous ces exemples, l'application SXn‘*>Xn+1 est celle qui s'impose naturelle-

ment.

B. Homotopie et homologie stables.

Soit X = (Xn) un S-objet ; on appelle groupes d'homotopie stables de X les

groupes

S Trk(x)

1%3 ’Wn+k(Xn) = ’Wﬁ+k(XH) pour N>k + 1,
On appelle de méme groupes d'homologie et de cohomologiz stables :

SHI,(X) =1in H

n+k(Xn) = HN+k(XN)

pour N>k + 1 .

n+k

¥ev oo s _ N4k
SH (X;V_l_.l_r%H (Xn)MH (XN)

n
EXEMPLES.,
1° S désignant le S-objet des spheres, on a SH;(S 3 Zp) =»Zp(0) » ©t
ST, = ST, (S) est le groupe d'homotopie stable des sphéres. On verrae au prochain
exposé qu'il est muni d'une structure d'anneau gradué anticommutatif.
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20 0na SW,(K(V,) =V, SH (8(z) 5 2) = 4, » duale de 1'algbre de

Steenrod; et SH;(K(V*) s Z) = V’ Q);; si V’ st un Zp—e:pace vectoriel gradus.

C. S-applications.

Une S-application f : Y—aX d'un S-objet Y = (Yn) dans un S-objet X = (Xh)

est la donnée, pour tout n , d'une application simplicizle fn H Yh—~9xn s telle

que le diazramme

ST ——2

n+l

-

soit commutatif pour tcut n .

L

7'4————— 4

d

A\

2 applicati CRE R TE i i 50=
On a alors une application ‘1(Xn » Y ) ey Ti 1+1(Xn+1 , Yn+1) qui est un iso

morphisme pour i <2n -1 et est surgectlve pour i =2n -1 (Lemme des cing), et.

qui permet de définir 1'homotopie stable relative

= 1im T =
sfn—k(x s Y) 1_%“3 n+k(x s Y ) \I+k(XN R YN) pour N>k +1,

[3

On définit de méme les homologie et cohomologie stables relatives :

S (X, ¥) = %-;” BBy o 1) = By, (X, 1)

pour N >k +1 .
K o ok . N+k X
SH (X,_Y;V):I%J_,EH (;&n,yﬂ;v):H‘ Xy s T3 V)

Comme- 1e diagramme

5 T
1T£(Xn ’ Yn) > I +1(Xn+1 4 Yn+1)

3 9

n n+l

G
, T (v
) —> T ,)
est anticommutatif, or définit une suite exacte d'homotopie stable relative :
o
S’ﬁk(Y)—-%Ska(X.)—-erS‘!Tk(X , ¥) —>5T, _ (x)—,»s 1(3{)

ot d=1lim (-1)%d .
—F n
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De méme pour l'homologic et la cohomologie stables relatives.

On dira que f : Y—X est une cqulvdence faible si S’T (X ,Y) =0 pour tout
k , ou, ce gui revient au mime, si f : STrk(X)%Snk(Y) est un isomorphisme
pour tout k .

Par exemple, si X =X  eost S-objet, alors ¥ =Y , ot ¥ oestle (2n - 1)~
squelette de Xn , cst un  S-objet, et 1'injection Y—=X est une équivalence
faible.

D. S-fibrés de type D

Soient X = (Xn) un S-objet, = (V, )1> o une suite d'espaces vectoriels sur

ZD , et (gi) une suite de classes de cohomologie stables g, € SHY(X Vi) o Soit
g : X-_aK(V*) une S-application telle que; pour tout n ,

én : Xn—-,»Kn =TT(K(V. , 0+ 1)) soit de la clasce définie par les images des

g

dans Hn+l(Xn s V.) . Pour tout n , soit X' 1'image réciproque par g du
fibré acyclique L= L(Vi , n+1i~=1).0n vemf"e aisément que X' = (X' ) est
un S-objet, l'application SX}{I—-;fX’n 1 étant obtenue cn complétant le dlagrame :

1
SXn ——-——--—} SLn

Sﬁ“\ L l

Xn~l—1 > Kn-l-l

Dans ces conditions, on dit que X' est un S-fibré de type p sur X . On

obtient un énoncé analoguc au lenve I At

LEMME S Soit X'-—X un S-fibré de type p, Y'——Y unec S=application
telle que SH, (Y' ; 2 )~—-e SHk(Y 5 2 ) soit nulle pour tout k . Supposons que,

pour tout n , SY' @011; un sous-ensemblc smpllcml de Y « Alors, pour toute

+1
S-application f : Y—-—)X s 11 existe une S-application f' : Y'—X' telle que
le diagramme :
f'
¥ ——— X'

e

..—s0lt comutatif.
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DEMONSTRATION, - Analogue 3 celle du lemmel A. La seule difficulté consiste &

montrer que, si XK = (Kn) ; o K = KV, n+k),et si L= (Ln) , ot

L =L(V, n+k=-1), toute S-application Y :Y¥'->K telle quo )\(*( F)=o0,
ol Eé SHk(K s V) est la clesse canonique, se factorise en une S-application
v'—5L . Le probléme se ramdne (exposé 8) au suivant : étant donné, pour tout n ,

un cocycle Sn (—;ka(‘.(r'l s V) cohomologue & O , ces cocycles étant tels que

t i O i A ° e <) }.'fn . &= n+k-1 t .
‘)fn*l‘S‘in soit la suspension de Kn 5 trouver des cochaines Wxn_C (Yn H V)

2 € /o= et que ! i snsi . isis-
telles -ue >Sn mln t que qn_'_ll_SYn ’so t la susvension de qln Choisis
sons M, pour un N>k +1 telleque ¢ny= (y ° On définit M, POUr

’ . : + . .
n > N par récurrence : soit 9p c ¢t k(SYr'l s V) 1la suspension de an s soit

Qn é_Cn+k(Yr'l+1 s V) une cochaine prolongeant 9n .« On a

= n+k+1 . .. pRtk+l -
5gn - ?fﬂ“l €7 (Yl » S5 V) , mais H (Y1,g 9 SY;I) = 0, done

- n+k .
Xn*l - 89n - 50(!1-*1,’ avee A €0 (Y'n+1 s SYp s V), et

'yl N4l @ + O(n+1 répond 2 la question.

E. S-comElexes.

Définition analogue & la défiritionT Bdes complexes giométriquess On définit de
méme des S-complexes p-fibrés, p-acycliques, des p-résolutions, et on a une
provosition analogue & la propositionIB. On peut démontrer 1'existence de
p-résolutions pour tout S-objet X = (Xn) tel que SXn soit un sous-cnsemble sim-
plicial de X_,, + Pour tout S-objet X , il cxiste un S-objet X° satisfaisant
& cette condition et une équivaleice °-—X .

Enfir toute la théorie e développe de la méme facon, sans restriction sur le degré.
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