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UNE SUITE SPECTRALE.
APPLICATION & L'ALGEBRE DE STEENROD POUR p=2

ner Henri CARTAN

'On se propose d'expliciter, jusau'? un certain point, l'algébre de cohomologie
H*(A) lorsque A est 1l'algebre e Steenrod s* pour p=2 (cf. [1],[2]).
Pour la définition de H (&) , voir 1'exposé 15, paragraphe 2. Cettc explication
utilise une suite srectrale, ce qui nous conduit a développer d'abord quelques pré-

liminaires théoriques (parzgrephes 1 et 2).

Dans cet exposé, K désigne toujours un corps commutatif, et les algébres consi-
dérées sont des K-algebres graduées associatives, localement finies, avec é1ément
unité 1 de degré 0 , et munies d'une augmentation & . Tous les homomorphismes

d'algdbres seront unitaires et respecteront la graduation et 1'augmentation.

1. Suite spectrale définie par la Connde d'une sous-algebre.

Soit C une algdhre gradude;, et A une sous-zlgébre graduée de C . On va asso-
cier fonctoriellement au courle (C , 4) wunc suite spectrale d'algébres Er(C , A)
'(1es différenticlles dr étent des différentielles d'algebres), dont le terme
E, est 1'algébre graduée associée 3 1l'zlgébre 1¥(c) = ExtC(K s K) convenable-

ment filtrée.

Rappelons (cf. exposé 15, paragrarhe 4) quc H (C) est 1'algdbre de cohomologie
de 1l'algebre tensorielle T*(I(C;)) ; munie de la différentielle & aéfinie par
1'application diagonale I(C,)—I(C.) ®I(C,)" de la coalgtbre G, . De plus, la
graduation do I(C;) @éfinit sur l'algdbre T*(I(G;)) une graduation distincte de
lz "graduation tensoriclle" (cette derniére donne le degré' g au sous-espace

Tq(I(C;)) ); nous 1'appellerons la graduation propre de T*(I(C;)) 3 elle est com~

patible avec la graduation tensorielle; et la différentielle conserve la gracduation
. ¥ . ;

propre. On obtient donc sur H (C) une graduation propre ; on notera Hq’t(c) le

sous-espace de HI(C) formé les éléments de degré propre +t . Rappelons que la

graduation propre est < O .

. . 2 . . . . . e . * ' s
Ce¢i dit, définissons une filtration décroissante de. T (I(C*)) comme suit :

FP T*(I(C;)) est le sous-espace engendré par les uw, & ... ® u  tels que p au
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moins des uy aient une image nulle dans I(4,) (par 1'application naturelle
I(C )— —I(4,) définie par 1l'inclusion 4 —C). Il est immédiat que FP T*(I(C;))

est stable pour le différontielle & » et que le produit d'un élément de FP ot

& a + . . (- X] 0y °
d'un él%ment de F* est dans FP' 2, Cette filtration définit donc une suite spec-

trale d'algebres diffirentielles Er(C , A) = 2:: Eg’q(c s 4) 5 1 désignant le
SPRe!

Cegré filtrant ; le terme E(D(C s A) est 1'clgdbre :sradude associde & 1'algdbre
H'(C) , filtrée rar les images Ces algdbres e cohomologie H (F" T*(I(C;))). Comme
la filtration est compztible zvec la graduation propre, chaque Er possede une
gracduation propre, comrcotible avec le graduation filtrante et-la fgraduation totale™;

les différentielles dr conservent la graduation propre. L'isomorphisme de E

avec le gradué associé & (C) est compatible avec les gradwations propres.

La suite spectrale vrécélente est fonctorielle : si on a un homomorphisme C —3C'
qui envoie la sous-algebre A de C dans la sous-algébre A' de C! , On a un
homomorphisme de la suite spectrale des Er(C’ , 4')' dans celle des Er(C s A)

qui aboutit & 1'homomorphisme fonctoriel H*(C')——aH*(C) .

Considérons un 0qs varticulier, celui o & = K . Il est immédiat que
PP *(1(c,)) = 5 Tq(IIC*)) ; atot 20 = TP(1(c.)) , la Cifférentielle a
axp
Stant tulle. insi B, = T (I(C,)) , la différentielle 4, étant & , aton
E2 = H*(C) . Toutes les différenticlles dr cont nulles pour r = 2 . On trouve
sur 1'algébre H*(C) une filtration (Jdite "filtration naturelle") pour laquelle

1'algébre gradule associde est can0ﬁ1quement isomorphe & H (C)

P

Revenons au cas général. Soit C.I(4) 1'idéal & gauche de C engendré par JT(&) ’
et soit B 1le quotient C/C.I(A) . Considerons 1'application lindaire
(©P : T*(1(C,)) @Tp(I(B ))——vFp ™(1(c,))

qui enveie x®y dans x® i(v) , i Jésignant 1'injection définie par 1l'applica-
tion I(B*)—~+I(C*) » obtenue par transposition de la surjection naturelle C--=B .

En composant %Qp et l'application naturelle

P (1(0) — P (1 (e )/ o)) = EPe, m)

on obtient une applicction q’p qui passze au quotient pour définir

VPt (1(a,) @ TP (B ))—EP(c , w), .

En effet, sonsidérons la surjection naturelle T*(I(C;)) )T*(I(A;)) ; qui est
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compatible avec les applications diagonaleg. Four montrer que qlp passe au quo-
tient, il suffit.de faire voir que q?p(xzi)y) EﬁFp+1 chaque fois que =x e§t de la
forme Uy ... @@'un , 1'un au moins des g ayant we image nulle dans I(A*) . Or
ceci est évident.

On notera 'V @ T*(I(A*))GE T*(I(B;))~—%EO(C , A) 1'application définie par les

v

THEOREME 1. - Supposons que, comme A-module (& droite), C posséde une base for-

mée de 1 et d'éléments homogines de I(C) qui anticommutent avec les éléments de

A . Ceci implique TI(4).C = C.I(4) , et par suite B est munie d'une structure d'al-

gebre, quotient de 1l'algébre C,. Alors 1'application ¥ induit fin isomorphisme

1¥(a) ® 9°(8) E,(C , A)

compatible avec les graduations nropres. Plus nrécisément
Hq(A)égiﬂRB)IXZEg’q(C ; A) . De plus, cet isomorphisme est compatible avec les

structures c'algdbres, si on définit sur H (4) ® H' (B) la multiplication du pro-

duit tensoriel de deux algébres bigraduées :

)pq+tt'

(x®y).(x'®y') = (-1 (xx') @ (yv") 9

pour y'E[Hp’t(B) et x'c Hq’t'(A) .

La démonstration sera un peu longue et délicate. Quant & 1'gnoncé, il apnelle des
observations : en effet, il ost conru ([3], chapitre XVI, théoréme 6.1) que, lorsque
C.I(4) est un idéal bilatdreetque Cest A-libre comme A-module & droite, on a unc

sulte spectrale dont le terme E, est
DY = mxtP(x , mxt3(x , K))
2 B A

(ExtE(K » K) est e1 effet un B-module & gauche), et dont lc terme E<D est le gra-

dué associé & Ixt.(K , K) convenablement filtré. I1 ne serait pas difficile de mon-

of
trer que, sous 1l'hypothése de 1'éroncé, B oplre trivialement dans
ExtA(K , K) = H'(4) (i. e : un é1ldment b & I(B) définit une opération nulle), d'ol

fzcilement

Extg(K , Ext%(K ; X)) >ua%4a) @ 5P(B) .

Mais; dans cette suite srectrale, il n'vy a rien qui concerne la structure multipldi-
cative, contrairement & ce qui a lieu pour celle du théoréme 1. On ignore d'ailleurs
si la suite snmectrale de [ 3] est la méme que celle du théoréme 1 ; la question est <

peu d'intérét, vu que, pour les applications qu'on fera du théoréme 1, on aura besoin



1604
A'utiliser la définition explicite de la filtration ce T*(I(C*)) qui conduit & la

‘'suite spectrale du théoréme 1.

REM4R.TE. - Un cas rarticulier ce la situation du théorsme 1 o déja été envisagl
dans 1'emposé 15 (paragrarvhe 5) : c'est cclul ol C est le produit tensoriel A® B
de Jdeux algdbres graduées. Dans cé cas, non seulement Ez est iscmorphe &

H*(A)’W H*(B) mais 1'algébre A*(C) clle-méme est canoniquement isomorphe & 1'al-
gibre H (4) R H *(B) .

2. Démonstration du théoréme 1.

Nous suivrons sensiblcment la démonstration A'sDAMS, 3 cela prés que le théoréme
énoncé par AD:M8 ([R], théoréme 2.3.1, v. 25) fait des hypothéses plus restrictives @
on y suvpose en effet que les éléments de A cnticommutent avec ceux de C , ce qui
implique notamment que A4 est anticommutative. Bien que cette situation soit la plus
intéressante en vue des applications, nous nréférons Conner ici le théoréme cn toute
26nérelité, de manidre 3 couvrir en méme temps le cas de la proposition 5 de 1'exposé
15.

Pour prouver le théoreme, on procélera en plu31eurs étepes, en introduisant au fur
et 3 mesure “es hypothéses de nlus en plus restrictives. Reprenons la situation géné-
rale o0 A est simplement suprosée sous-algébre de C , et ob 1'on définit

B = G/C.I(4) . On établira successivement les résultats suivants :

PROPOSITIOE 1. - Si C.I(4) est un i“dal bilatire de € (ce qui implique que B
est une algébre quotient de C), alors 1'aprlication \/p est compatible avec les

opérate “v'fférentiels 36 et ﬁo,, en notant éo .1'opérateur différentiecl de
(I (4 2)) & TF (I(B )) qui envoie x&y <dans (0x) @7 (b désigne la diffé-
rentlelle de 1l'algebre T*(I(A;)) , ¢éfinie par 1'aprlication diagonale
I(a)—I(4) @ I(4))

PROPOSITION 2. - Si de pnlus C vncsséde, comme A-module & droite, une base formée

1 et d'éléhents homogénes de I(C) , alors 1l'application

e
*
Y

: B (a) & 1F (I(B*))~-..>E1 éfinie par vy est bijective.

PROPOSITIOF 3. - Surmoscns que C posséde, comme A-module & droite, une base for-

mée de 1 et d'éléments homogénes de I(C) qui anticommutent avec les &léments do
A, Alors :

. . . *l 1. 3 1 3 o
(1) 1l'isomorphisme Vv ' (propositian.2) est compatible avec les structures d'algi-

. . s R < m¥ * « . .
bres (si on définit sur H (4) & T (I(37)) 1la structure d'algébre, produit tensoriel
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de deux algibres bigradudes)

(1i) si on transrorte 3 ‘H'(A4) ® T7(1(8,)) la cifférentielle 4, de B au

. . * . s ¢ PP
moven ce l'iscmerrhisme . , on obtient 1'opérateur 01 défini par

51(,5 wy) = (- )% ((‘Sy) pour .xéqu(A) .

0

*

2 .

* . . . . = L E o T
Done  ¥" induit un iso-orphieme d'algdbres I (4) ® H (R) 7 5

On va prouver successiveme.:t ces trois rropositions, ce qui entrainera le théo=

Lo [ c4 . L s e . .
DiIOFNSTRATION e la nroposition 1. - On va définir une filtration croissante sur
T*(I(C)) » Soit Fp T*(I(C)) le sous-esrace =ngencré par les éléments

(29 @un tels que n - p 2u noins des uy aprortiennent & I(4) Fp est

stable pour l'opérateur <¢ifférentiel

2 = ‘ ) - r l/. ' X b X eo s %)
(1) \;(ul @ ese ® un) 1(2 r(,p ( 1) ul X} ee0 X (hr ur+1) (X X un .

Il est clair que PP T%(I(c,)) s'identi“ie au dual de (I(c\)/F T (x(c)) ,

,

; . 0 1
® étant transposée de 4 . De méme, _JO = FE/FPT Svidentifie uu aual de
F /F « L'avplication
p r-l ‘

p m’* - ) N
v o T (I(A*))*@TP(J.(B*))-——wg
est transposéde de 1'aprlication
. T /7 ' % T_(I(B
Vo P YT (IM) @ T (1(3))
définie comme suit : considérons 1'aprlication

¢, : F T, (1(0)) & T (1(8))

qui envoie u, Eovee u  dens

U, ... U ® (TTu & oo 0 (TTu :
1% 03 nep 3 (71 n_p+1) X 5 (17 n) .
Elle s'arsule sur F et prend en fait ses valeurs dans le sous=-espace

. p-1
T*(I(A))Q)Tp(I(B)) 5 ce qui définit \ir .

Pour prouver la proposition 1, il suffit de montrer que Vp est compatilble avec
l'opérateur 2° de F /Fn-l et avec 1'cpéroteur (ifférentiel de
T, (1(4)) @Tn(I(B)) qui envoie x®y dans (dx) ® v . Tout revient & vérifier
i
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mwsix%ﬂﬂilu) et u “1(C) , alors TT(u ) =0 . Or il en est

+
Y Tnep+l n=p un—p+1
ainsi, parce que; C.I(4) é&tant par hypothise un idéal bilatére, 1l'application T

est multiplicatives.

DEMONSTRATION de la proposition 2. - e faisons d'abord aucune hypothése de plus
que dans la proposition 1. Considérons le complexe standard S(C) = G{g)T*(I(C)) s
qui est une résolution libre de X pour 1l'opérateur différentiel

d@hv,"n,xaj):mﬁ[%, “.,%J+

S

Y‘.
+ / ) (~1)ru[u1,...,u

u 9 oee 911]5
) r+l n
l<r<n

r

et rappelons que l'opérateur différentiel de T;(I(C)) considéré ci«dessus est in-
duit par celui de S(C) quand on identifie T*(I(C)) 3 K:X:C S(C) . La filtration
de T*(I(C)) définit une filtration de S(C) , en posant
F S(C) =C&®F_T (I(C .
, 8(©) S (e |

F, S(C)) est stable pour d ; et T s(c)/Fp_1 S(C) s'identifie & CQ® (Fp/Fp_l) sen
eriva au licu de F_ T (I(C))/F_,T. :
derivant Fp/Fp_1 u licu d . 1*(1(“))/Fp_1 L(I(C)) . 51 on identifie Fp/Fp—l 3
K& C(C(D(Fp/Fp_l)) , on obticnt sur FP/FP_1 1'opérateur différentiel considéré
dans la démonstration de la proposition 1.

Notons X 1l'image de A®F dans C&® (F_/F : X est stable pour la dif-

otons . 18 & . an @ ( p/ prl) D _ B

férentielle de C® (Ft/Fp-l) s car d envoie AQ L dans A@’Fp *CeT -

Comme A-module & gauch-, Xp s'identifie 2 A.@)(Fp/Fp_l) s ce qui permet d'identi-

fier Fp/Fp_1 (avec son opérateur différentiel) & K@-A Xp s ct, par dualité,
+1 L%
Bb = FP/P ~eHomy (X 5 X) )
la notation Hom® ayant la méme signification que dans 1'exposé 15 (paragraphe <).
L'application vP deviert alors 1'application

(1) Hm(S(A) ®T _(1(8)) . K)—Homy(x_, K)

déduite de 1l'anplication 4-lindaire
f X —S(4)xT (I(B
p P X (4) = p( (B))

qu'on obticnt en tensorisant V_ 4 gauche par A . Il cst immédiat que fp est

compatible avec les opérateurs différenticls.

On doit montrer que, sous 1'hypothése de la proposition 2, 1l'application (1)



définit un isomorrioisme des coiomologies. Comme Xp et S(4) ® Tp(I(B)) sont
A-=libres, il suffit conc {d'arrds un théordme clascique d'algébre homologique) de

montrer :

EMME. - Sous les hypotheéses de la proposition 2, 1'application fp définit un iso-

morphisme des :omologies,

Soit gy : Xp_—aT (I(B)) 1o composée de f_ et de la projection
S(a) &7 (I(B)——»T (I(B)) définie par 1! augmentutlon S(4)—K . Cette projection

{...

définit un isomornhisme des homologies, puisque S(4) est acyelique sur K ; donc il

suffit de prouver que g définit un isomornhisme des homologies (1'ovérateur diffé-

rentiel de T _(I(B)) &tant d'ailleurs nul). Observons que gn n'est autre que l'ap-
plicztion fonetorielle XD(C)-—7 . (B) céfinie par la progectlon C—B (qui envoie
A dans KX). )

L'opirateur d'homotoric s de S(C) , qui envoie u [ul 5 see un] dans

s see 5 U ], loisse stable

[u s Yy n .

qul est =ussi stable pour d ; donec Yp est acyclique sur K . L'application natu-
relle A® Fp—A»A(E (Fp/Fﬁ-l) = Xp induit une surjection Yp—éaxp s compatible avec
¢ 5, et dont le novau est C 8>Fp_1 o Chorgeons p en p + 1 3 dans la surjection
Yp+l—_>xp+1 ; 1l est cl;ir que Yp ve dens O 3 on a done une suilte exacte

(2) 04—4HP->YP+1/YP‘_§X 1_430 R

ou le novau Np est 1'imoge fe C®F  dens Yr+1/Yﬂ . On va maintenant utiliser
= £

1'hypothése de la proposition 2 pour mottre Bn sous une forme particuliére.

i

Cette hypoth&se permet d'écrire C =BA& A comne A-module & droite, d'une facon

compatible avec les augmentations et les graduations. D'oh C = 4 + I(B) ® 4 . Beri-

vons P au. lieu de .I(B) ® A, pour un instant ; 1'image de
c@F = ARF “?‘AP-"Fr dans ¥ +1/Y est,
(F /v =IB) & L® (F /F I(B) ® Xp » et on vérifie aussitdt que 1'oné-

rateur .1ffvrent1 1 est déduit e felul de X par B-linéarité. Alors la suite

exacte (2) donie naissance & une suite ex.cte d homologie qui, vu l'acyelicité de
/Y , donne des isomorphismes
Tpet , .
H (X ~2IB)®H(X
i) ¥IE @ H @) .

Vu le caractére fonctoriel vis-d-vis de la projection C—B , qui envoie
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B ® A—>B nar l'arplication b® a—>€(a) » , on trouve un diagramme commutatif

. (g_,q)
B2 ,) B e (1(B))

, ®(g.),
I(B) & H*(XD)-,__,_M_E:I(E) ®1 (1(8))

est un isomorphismc ;

Ceci permet de nrouver, par récurrence sur [ , Gue (gp)*

pour p =0 , l'assertion est triviale.

DEMOBSTRATION de 1o wroposition 3. - Prenons une A-base de C formée de 1 et
G'éléments homogines de I(C) qui anticommutent avec les #1éments de 4 . Soit C'
le sous-algébre de C enzendrée par ces éléments de base. L'application

A% C'—C

définie par la multiplicetion de € est compatible avec les structures d'algdbres,

si on munit A& C' de la structure d'algébre, rroduit tensoriel (e deux clgtbres
graduées. La suite srectrale le C s'ern va donc dans celle de A® C' . On est zinsi

amené & étudier la suite spectrale d'un produit tensoriel d'algébres.
i .

Ouvrons donc une rarenthése, ct écrivons A® B au lieu de 4% C' . On va étu-
dier la suite srvectrale du couple (C , 4) , C désignant 1'algébre 4B . On 2
deux applicctions naturelles

. ¢ g
5(4) ® 5(B) ——35(C) ~———=S(4) ® S(B)
compaetibles avec les opérateurs différentiels (celui de S(4) ® S(B) étant défini
4 la maniére habituelle d'un produit tensoriel, pour la graduation de S(4) qui
donne le Cegré p aux éléments de A@®@ T _(I(4)) ) ; la composée de ces applications
est 1'id~ntité. Les formules sont cclles de [3] (chapitre XI, formules (1) et (3) du
varagraphe 7), & cela rris que les signes de la formule (1) de [3] doivent &tre mo-

difi‘s pour tenir compte de la graduation propre : le signe que 1'on doit mettre

devant une permutation de g& 5 see g .Sp+q dans la formule:(l) est le prodult de
la signature de cettec permutition par un nombre & = I1 obtenu par appli.ction

de le régle de Koszul aux degrés propres des E;i .

Par trarsposition, on obtient des apprlications

1 fl

* * ‘ g . ' * *
T (I(4,)) @1 (I(B,)) — T (I(C,)) —— T (I(4,)) ®T (1(8,))

comnatibles avec les différentielles § , ot “ont la composde est 1'identité. I1

est utile d'expliciter g' et f' ¢
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g'(u®v) = i, (u) & iZ(V) s

olt i, et i, sont induits rvar les injections A;-—%C; et B;-—+C; (transposeées
des deux projections C—34 et C-—2B définies respectivement par 1'augmentation
de B et par celle de 4 daons A® B). Quent 2 f'(xl(Q ...Cb-xn) , c'est une
somme d'élémenta obtenus comme suit : pour chaque partition de la suite (1 ;e.e351n)
en deux sous-ensembles I et J , on envoice Xy dans I(A;) si 1&71 , et dans
I(B;) si 1€ J (par les applic.tions naturclles), on fait sur les éléments ob-
tenus la permutation qui, sans changer 1l'ordre interne des i€ I ni celui des
ied, ramine les 1€ I eavant les 1€ J ; cecl définit un élément de

§- T (I(A )) @ Tq(I(B )) 5 aqu'on affecte d'un signe comme il a été dit plus haut
p*g=n

lors de la définition de f . La somme des termes ainsi obtenus est

f'(xl@ ooc@Xn) .

Deflnlssons maintenant une filtration sur T (I(B )) , en posant
FF T (I(B )) = 2:: Tq(*(B )) . D'oll, mar rroduit tensoriel avec T (I(A )) , une
azsp .
filtration sur T*(I(A’;)) @T*(I(B;)) , stable pour la différentielle. Il 4st im-
médiat que g' et f' sont compatibles avec les filtrations (celle de T*(I(C;))
a été définie au paragraphe 1, & 1'aide de la sous-algdbre A4). Donc g' et £
définissent des homomorrmhismes des duites spectrales, et ls composé ce ces homo-

morphismes est 1'identit?.

Regarcons g'* : T'(I(4)) @TP(I(B;))——"Eg(C , 4) .

I1 est immédiat quos ce n'est ras autre chose que v F s, dans lc cas particulier

considéré ici. Donc, G'aprés la proposition 2,
gl s Hay et (I(B ))—E (C, 4)
est bijective. Il s'ensuit que £} s El(C ; A)—-—‘;H*(A) @T*(I(B;)) est la bijectien

réciproque. De plus; gl et fi sont compatibles avec les différentielles d1 »

celle de H (&) ® (I(B ))  étant dvidemmant définie par
%W@V)=F1ﬂu®(6ﬂ ’

pour u QHQ(A) .

Enfin, montrons que gi est compatible avec les structures 1'algibres,. lorsqu'on
mmit H(4) ® T (I(8,)) dc la structure d'algdbre, rroduit tensoriel de doux alfde
bres bigraduées. Il suffit de montrer que si u e;Hq’t(A) ot ve 7P T(B) , On a
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g g = -0 puey .

I1 suffit pcur cela de vérifier que les images des deux membres par la bijection

fi sont égales ; or cela résulte aussitst de la définition explicite f' .

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3. Revenons aux notations anté-
rieures, et & 1'homomorphisme d'algébres A& C'—>C ; B désigne 2 nouveau le
quotient de C par 1'idéal engendré par I(A) . Le composé de 1'injection C'—C
et de lo projection C—B est un homomorphisme d'algébres C'—B ; c'est celul
qui est induit par A& C'——C quond on pasce aux quotients. Envoyons la suite

spectrale de (C , A) dans celle de (A& C' , A) 3 cn a notamment un diagramme

commutatif
* * ' v*
H () ®@T (I(B))- —>E,(C, 4)
* tg ' gi
H (8) @ T (I(C))) ——Z—E, (4 ®C' , 4)

4

ol le rremier homomorphisme vertical est 1l'injection céfinie par l'injection natu-
relle B;——ec; « Le second homomorphisme verticel est done une injection. Les deux
homomorphismes verticaux sont compatibles avec les structures multiplicatives, et il
en est de méme de 2} (comme on vient de le voir). Il s'ensuit que V" est compa-
tible avec les structures multiplicatives : c'est 1'assertion (i) de 1'énoncé.

Le méme raisonnement montre, puisque ‘gi est compatible avec les différentielles
d, (comme on vient de le voir) que v* est compatible avec les différentielles,

1
comme il est dit dans l'assertion (ii) de 1'énoncé.

De cette fegon, le théorime 1 est cntiérement démontré.

REMARQUE FIiwlZ. - Lorsque C.I(4) est un idéal bilatére de C , on dit que 4
est ure sous-algébre normale de € , et on note CJ/A 1'algdbre B = C/C.I(4) .
Lorsqu'en outre C est une algdbre de Hopf (au sens de 1'exposé 10), et A une

sous-algtbre de Hopf (normale); on a I(4).C = C.I(4) , et C posséde une = A-base

(pour sa structure de A-module & gauche, resp. & droite) formée de 1 et d'éléments

homogenes de I(C) (autrement dit, 1'avrothése de la proposition 2 est alors rem-

plie d'elle-mdme). Pour la démonstration, voir 1l'aprendice, et [4 1.

3. Cohomologie de 1'algibre e Steenrod pour p = 2 .

. ’, - n ¥ l .
Considérons 1l'algsebre do Steenrod S pour p =2 , et sa duale S* « On sait

(evposés 10 et 11) que S, est une algébre de polyndmes (sur le corps 22)
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engendrée par des ¢léments ‘Ei (i=1,2,...) , T, ayant le degré 2t L1,
Tt e s M ‘ s AZeso s - qa s *
De plus l'application diagoncle de S* (qui définit la multiplication de S°) est

définie nar la formule (exposé 11, formule (10))

< T L
(1) 5%, = pa— (8,079 &
on écrit ici l'aprlication © : I(S;)—Lél(s;) @)I(S;) , qui sert & définir la dif=-
férentielle'de 1'algibre tensorielle T*(I(S;)) s on sait que 1'algsbre de cohomo-
logie de T*(I(S;)) pour cette ~ifférentislle est H (S7) , et que cette algtbre
H*(S*) est commutative parce que s* est une olgébre de Hopf (exposé 15, théoreme
I). Chaque Hn(S*) posséde en outre une graduation propre, qui provient de la gra-

duation des Ek o

L'opération qui associe & chaque u ezs; son carré u? est un homomorphisme
d'algébres S%——aS; s ¢ mpatible avec 1l'arplication diagonale de S; s autrement dit;
c'est un endomorphisme de 1l'algebre e Hopf S; ; 2'cela bres que les degrés sont
doublés. I1 définit donc un endomorphisme F H*(S*)——»H*(S*) , qui double la gra-
duation proyre. C'est 13 un phénomine ginéral pour toute algébre de Hopf sur le
corps Z2 , lorsque i'application di:gonale est commutative (ici, c'est 1'aprlica-

. . - * . .
tior dingonale de S ui cst commutative).
o

- : * ‘ sos s Py
Puisque 8.31 =0, }gl est un cocycle de T (I(S¥)) , donc définit un élément
de Hl(S*) , que nous noterons h_ ; con degré propre est 1', On définit par ré-

o
. pa s . . B 1, % R
currence sur i 1'slément hi = F(h, ,) : il est dans H(S") , son degré prorre esi
T

1 i-1 21
27 , et il est d'ailleurs défini par le cocyclz (igl) .

PROPOSITION 4. = Dans 1'algdbre commutative H*(S*) , on a les relations

(3) by by, =0 ,
2 3
(4) ()" by v (g, )7 =0
2

DEMOISTRATION. - I1 suffit de rrouver ces relations pour i = 0 , puisque F est

un endomorphisme de 1'algtbre H*(S*) . I1 suffit donc de montrer que les cocycles
= 2 TVt T o4 F 2 o 1 (R 2 4 o
(570 %, Ep'e e §+(EN"0E) 0 E)" o (3 0F 6§,

sont des cobords. Cela résulie des formules; facilcs & vérifier
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(3 §3,=(()°®E

4 S[5,9 F,+ (3@ (F F) + (F)* 5@ E,]

1

o e e (EP0e (8% (E)°
(50 BLE, (5% + (E0@ E, + (5 @ (5% T + (£ 0 (B

= \d o h
-E)eE) el -

Naturellement, ces formules ont l'air de tomber du ciel. On verra plus 1oin com-

ment on serait conduit & les découvrir par un procédé systématique.

i . . N N *
On ne dit pas qu'il n'~ a pas d'autre relation entre les EN dans l'algebre S .

Toutefois :

- ) . » s - a
THEOREME 2. - Considérons 1'alzébre cdes polynomes en N N cha~-

que x étant affecté du "degré propref 2" . Soit Q le quotient de cette algébrs.

par 1'idéal engendré par les polvndmes

)3

X .o+ )2'

. X, X, v ox, (=,
i Ti+1? i+l e 11( 142 ¢

. - . < * *» o . Ky
’Con51dérons 1'homomorphisme d'algibres Q-—H (S ) qui envoie X en hi $'il

# . ¥
envoie Qr (espace engendré mpar les produits de r variables Xi) dans Hr(S )

. . . . * - .
en respectant les graduations nropres. Alors l'application Qr__aHr(S ) est bijective

pour r =1 et r =2, injective pour r = 3.

La fin de cet expo&é est consatrée 2 la démonstratios dé ce théoréme. Il explici-
.- - 2 . . . . "
te enti®rement Hl(S*) et H(S") , partiellement HB(S*) . En fait, il existe des

P * . . 3 ..
éléments de HB(S ) non situés dans 1'image de Q” ; c'est ainsi que le cocycle

(de degré pronre 11)
6) 5,0 (5@ (£ + (5% ® £,0 (5% + (5 » (5% E @ (5,

+(E%@ (e (5% + (B e (T ) 'e e ) e E)’

3 3

définit un é1lément non nul de H (S*) s €lément qui n'est pas dans 1'imoge de Q7 ,
puisque les degrés propres des éléments de Q3 sont 3,6 , 10, 12 , ... (on

prouvera plus loin que le cocycle (6) n'est s un cobord).
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. 1, 2t
REMARQUE. - L'assertion de 1'énoncé relative & H (8°) exprime que les (E‘l)
forment une base de l'espace vectoriel des éléments primitifs de S, ¢ On avait dé-

i3 établi directement ce résultat (exposé 12, théoréme 2).

4. Démonstration du théoréme 2.

Soit Bﬁ la sous-algebre de S; engendré par les .gi pour 1 <€ n ; c'est une
sous-algébre de Hopf et B' -1 est une sous-algébre normale de B; s puisque la
multiplication de S* est comnutatlve. L'algebre quotient A' = B'/’B' 1 s'identi-
fie a l‘alg?br? des polyndmes en 231’ munie de 1’appllcat10n dlagonale
’gn-—>§n® 1+1® f_ . Autrement dit, 5 §_=0 dans A' . Par dualité (exposs
12, paragraphe 2), B, (algdbre de Hopf duale de Bé) s'identifie & un quotient de
s¥, 4 est une sous-algibre normale de B, et B /4 =3B _ s'identifie & la
duale de B 1 Puisque 1'algébre S* est llmite induetive'de ses sous-algébres
B’ , 1'al ebre q*(S*) ést limite inductive des algebres g (B ) o Ainsi, théorique-

ment, pour déterminer g (S ) , on détermine’successiv-ment les algébres g* (B ) 3

on va voir que le passage de H (B 2 (B ) s'effectue au moyen d'une sulte

spectrale.

En effet, pour pouvoir aprliguer le théoréme 1, il suffit de vérifier que la
sous-algebre Ah est dans le centre de Bn 3 cela signifie que les deux applica-~

tions composées

! -«*é-—--bB'élB' \A!..’;(')Bl
n ““n n 7%n "~ "n
A ' g '
' 1 AOYR! 1] it
P A ___________‘_}
B! VBl @5~ B! ® &'
(on A désigne l'application diiconale et T la projection naturelle) se -déduisent.
1'une de l'autre par 1l'aepplicotion a' & b'—sb' & a' . Puisque las applications

précédentes sont multiplicatives, il suffit de vérifier cela quand on part.d'un géné-
. .. .

rateur .gi. de Bn o 51 i&n, %;i est ernvoyé respectivement dans 1® § et

gi@}’l ;i i=n, E—'n est envoyé deus %‘n 1+ 1@ g . La vérification est

ainsi faite ; elle ne dépend que du fait que B' est engendr? par B!

et par un
o n-1l
é1ément gn tel que Sl’ € 1(8!_,) ®I(B]_ ) .

Ainsi il existe une suits sp€ctrale d'algdbres différentielles qui abOUtlt 1'al-
gébre " (B ) , et dont le terme L. est ,

By(8) = H(a) @E (2 ) .

n
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On ve Gtre amené & étudier de pr=s ces suites spectrales.

. . X R
On va d'abord déterminer l'algébre H (nn) .

. 1
PROFOSITION 5. - Soit, pour 1 =0 , 1, see 5 Ei(n) 1'élenent de H (4

i
classe du cocycle ( E})Z . Alors 1'algébre H*(An) s'identifie & 1'algeébre des
polyndmes en Cg(?) : zil(n) s eae g ;}Kn) 5 ess (On notera que le degré propre

68 2 - o
de ;;(n) t (2 1))

DEVOFSTRATION. - Les ( En)k forment une Zz-base de Aé ; soit (uk) la base
duale de An « L'application diagonale de Aﬁ montre que la multiplication; dans

An ,» ost donnée par

'uh = (k s h) uk"’h 2

Yy
ot (k , h) désigne; comme d'habitude, le coefficient binomial. Il est classique
que A,r s comme algébre, est le produit tensoriel des algibres extérieures ayant

1
respectivement pour générateurs les ¢léments u (i=0,1, ees) . Donc (exposé
' 2
15, proposition 5) H*(An) s'identifie au pboduit tensoriel des algébres de coho-
mologie de chacuie de ces algébres sxtéricures. L'algébre de cohomologie de 1'al-
gébre extérieure engendrée par u ; est 1'algébre tensorielle de 1'espace vectoriel
53
in 2 i . cos s . o
gyant pour base 1'élément | Eﬁﬁz , dorc s'idertifie & l'algebre des polynomes
. . ,2:.L
engendrie par un élément dont 1z degré propre est celui de (EIJ « Par produit

tensoriel, on obtient la proposition & d-montrer.

En particulier, H*(Al) = H*(Bl) est 1'algébre des polyndmes en

i
‘zg(l) , eee s ‘Kg(l) ; «se Comme’les (E"l)2 sont des cocyeles, ils ont des
by - . . ‘r—% . N s

im.ges dans toutes les algibres' h*(Bp) , ainsi que dans H (S7) . On a déjd noté
h., 1'image de ' Z.(l) dans H(S*) ; on notera désormais h,(n) 1'imcse de

i g i —_——
g.(l) dens H (B) .

i === n

. . e s 1
Pour chaque n , les h, (n) sont lindairement indépendants dans H (Bn) « En

effet, c'est vrai pour n =1 . Bt le moyau de Hl(Bn_l)—JBHI(Bn) est nul, puisque
Ei;o(Bn) = F;’O(Bn) (les différcntielles de la suite spectrale étant nulles pour des

™

. , - o) .
raisons de degré). On verra tout & 1'neure gque h(;l(Bp) =0 pour n =2 , ce qui

- 1 .
entrainera donc oue lec hi(n) forment un: base de H (Br) pour tout =n .
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Considérons 1'application d2 H Bg’l(Bn)——-aE2 O(B ) » qui s'identifie 2 une ap-
plication E ( n)....:,‘12(B . On notera gi(n - 1) 1'é1lément de H2(B _1) , ina=-
ee de *Ei_n par cette ppllcation. (Ceci vaut pour n =2). La relation (3')
montre que
(7) g (1) =n(1) n, (1) .

Les é1éments gi(n) sont tous #0 pour n =1, et ils sont mBme linéairement
indépendants. Pour n = 1 , ccla résulte de la relation (7), puisque H*(Bl) est

1'algibre des polyndmes par ravport aux hi(l) . Supposons n > 2 3 la relation

(I) montre que gi(n) est de filtration 1, et que son image dans
01’ 1 ja; I ’_"1’ 1 R o
E ® (.un) —~— I’JZ (__,n) eut

(8) Fya) b (n-1)+ F (n) h(n-1) EHl(An) oulE ) .

1 n+i n-1

Ces éléments sont évidemment lindairement indépendants dans E2 (B ) : ils le semt-

donc a fortiori dans HZ(Bn) o

0.1 2,0 P
inai d, ‘(B i’ i ments !
Ainsi, pour n =2 , 5 E2 (Rn)~—éE2 (Bn) entroie les élements 'gk(n) d'une
base de E; l(Bl) sur des <l:mente linéairement indirendants de Eg’O(Bn) » Donc
d2 a un novau nul, et par suite Ei;l(Bn) =0 pour n 22 , comme annoncé.

PROPOSITION 6, - Pour n > 2 le noyau de Hz(Bl)——»HZ(Bn) est le sous=-espace

ayent _pour base les h, (1) h,

DéMONSTRE”IOE, ~ Commencons par le cas oﬁ n =2 . Alors (B ) = (B ) 5 et
li noyau egt 1'image de d, : “O 1(8 ) —>E, ’O(B ) 5 clest-2-dire de l'aopllcatlon
H (Az)-—eH (Bl) qui envaie ‘{i(Z) en gi(l) = Hi(l) hi+1(1) (relation (7)).

B 2 2
Supposons maintenant n > 3 , et montrons gue le novau de H (Bn 1)——;\h (Bn) ne

reacontre qu'en O 1'image de H2(81)~4>H2(Bn_1) . En effet, cette image est dans

E%;O(B ) , tandis que le novau de H2(B el )—4>H2(Bn) est 1'image de
d, ¢ Pl( —si (B ) ; donc est engendré par les gi(n - 1) 5 et on a vu que les

images de" g (n - 1) dans E ’1(Q 1) sont linéairement indépendantes. La propo=

sitioz est demonuree°

PROPOSITION 7. - Pour n3 2 , les images des g (n) dang Ela’)l(Bn) forment unc

base de cet espace vectoricl.
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DEMONSTRATION. - By (B) estlenoyaude d, : H(A)Q®H (3, ) —H(B__,) .

Or oa a

(%) d, ( g'i(n) hj(n -1)) = é’i(n - 1) hj(n - 1) .

On est donc amené & chercher les relations lindaires existant entre les

gi(n - 1) hj(n - 1) dans Hj(Bw_l) ; pour 1 z2 . On sait déja que les d2 des
images des gi(n) , données par 1'exvression (8), sont nulles,‘ce qui donne les re-

lations
- )/ { - - ) - - .
(10) gi(J - 1) g (2 1) + gi+1(n 1) hi(n 1) =0 .

I1 s*agit de montrer qu'on obtient ainsi toutes les relations. Tout revient done 3

vérifier que les

3
z = z.{n - h.(n = H
Ai,j. “i(r 1) J(n 1) € (Bn-l)

relatifs aux couples (i , j) tels que i # j + 1 sont linéairement indépendants.

On va examiner succes-ivement le cas n = 2 s lecas n=3,; ¢t lecas n>4 .

Pour n =2, on a, d'apris (7),

2y 5 7 hi(l) hi+1(1) hj(l)

et on voit fucilement que tous ces mondmes, pour i # j + 1, sont distincts.

Supposons n 2 3 . Dans Hj(Bn_l) , gi(n ~ 1) est, on 1'a vu, de filtration 1 ,
donc z, . est de filtration 2 . Cherchois 1'image de 2z, ., dans E%;l(Bn_l) s

1] » 1)
qui est le quotient d'u: sous=esypace de

R
mole ) = ) @iE )

2 1 ..2 o »
[ ° T { nage [ ] 1
rar 1 imgge de. d2 ¢ H (A 1 ) —>H (A 1) O E (B 2) . Cette image est engendrec Par

les 41éments
vk,m = gk(n - 1) (.m(n -2) + ;m(n -1) gk(n -2) ,

tandis que z, 5 a pour image la clas:ce de
-9,

45 = g;(n - 1) hn—1+i(n -2) aj(n - 2)+

%,

l+1(n -1) ni(n - 2) ﬂj(n -2) .
Envisageons d'abord le cas- m = 3 . On cherche les combinaisons lincaires des

1,52 50 B ) e L@ W @, i A
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qui appartiennent au sous-espace engendré rar les

\ e
L@ e @ 1)+ 5 ()n () s 1) .

* < R ° a Falal L. =v. . . 13 ] 1 3t o
Or i1 v e~ a ¢ on a en effet u1’1+1 J1,1+1 Montrons qu'il n'y en a pas dlautre ;
autrement dit, aucune combinaisor linZfaire non nulle des uy 3 tels que 1 £ j +1

¥
et j #1i+ 1 n'est combinzison des Vim Ceci est laissé au lecteur & titre
9

d'exercice. I1 reste alors & =ontrer que les Z: 141 e'HB(BZ) s bien que leurs images
b4

B

2»1 rd o 3 o P » ya
dans m(é (82) soient nulles, sont linéairement indépendants. Ce sont des é¢léments

2
de filtration 3 de V’(Bn) ; ils sont donc deus

3 O - a q N 1 i A 1 \,’73
E”? (52) = Coker d, H‘(hz) ® H (Bl)ﬂn (8,) .

® 1

Or By 44q = () J(B ) ; la relation (5') montre que 1'élément
2

dz(zgo(B) hl(Z)) est dans la classe de h (1)(h2(1))2 , et par suite 1'é1lément

z est dans la clasce de mi(l)( +2(1)) . Les clas:es de ces éléments sont 1i-

i,i+1
néairement indépendantes; car on fait le quotient par le sous-espace engendré par les

hi(l) hi+1(1) hj(l) .

I1 restec eafin & examiner le cas ol n > 4 . Dans ce cas; le sous-espace engendré

k.m D€ rencontre qufen O celui engendré par les uy . I1 suffit donc

sm 3

de vérifier que les v 3 re1~t3fs aux couples (i , j) tels que i # j+1 sont
b4

des %léments linéairement indipendants de Hl ) w;ﬁ (B ) , compte tenu du fait

par les v

que les seules relatio-s existant entre les prodults hi(n - 2) hj(n - 2) sont

hi(n - 2)hi+1(n -2) =0 . C'est un exorcice laissé au lecteur.

La proposition 7 est ainsi démontrée.
PROFOSITION 8. - On a Eié2(8n) =0 pour n =2 .

DEMOWSTRATIO . - Cherchons d'ahord Ei’z(Bn) , noyau de
3 .

. wR . 1., R
a, Jd(An)—-,H (A)®H (3 ) .

L'espace vectoriel HZ(AH) a pour base les Ei(n) ?}(n) pour les couples (i , j)

tels que i<«j . 0na

d (E: (n) T g'(n) g (n - 1) + .gj(n) 8; (n - 1) .

”J

I1 est clair que ceci est nul pous i = j , et que les seconds membres, pour 1 < J
s 2 . . ’ 032 »
sont linéairement indépendints. Donc E3 (Bn) a pour base les éléments (Sfi(n))

I1 reste & calculer
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a,(( T NH € 57°3) = Ooker 4, ¢ B () @H'(B,_)—H (B, ) .

Considérons d'abord le cas ol n = 2 s la rclatlon (4*) montre que dj(( t'(Z)) )
est dans la classe de h, (1) (n (1)) + (h (1)) . Appliquant i fois 1'endomorphls—

me F , on voit qie l’on a s
(11) a.((T.(2))%) est dans la classe de b, . (1)(h, (1))* + (n, .(1))>
R A Y] > Y142 i 1+1 .

Or il s'agit de classes module le sous-espace angendré par les produits
hi(l) hi+1(1) hj(l) . I1 est clair que les
2 3
h, (k) )

i+2 * (b

i+1
ont des classes linéaircment indépendantés s donc le noyau de d3 est nul, et par
suite T20°(B.) = O
/A m 2 L]
Supposons maintenant n 2 3 . Un calcul sans difficulté montre que
— 1 i
— N ' . v R
, ‘ ;_ A
LT, RSP (8, )" m)@? (£, ® (5§
£len

ne contient pas %’n s et que si on le regarde comme un élément de 1l'algébre ten-
sorielle de I(Bﬂ;l) s 11 est de filtration 1 ; si on néglige les termes de filtra-

tion 2 , il reste seulement .
' 2
(5,) gﬁm s (F ) o(f,_l @(ft) .

Ceci veut dire que d3(( )i(n)) ) & HB(Bn-l) a pour image, dans

1,2 g

1,2 _ ol Vi
E. (B __1) CE, (Bn-l) = Hz(An_l) < H (Bn_z) , 1'¢é1ément

(T - 1))? h =2+ (T, (n - 1))? hy (0 = 2) .

Lorsque i varie, ces éléments sont linéairement indépendants ; donc d3 a un
noyau nul, et Ei;2(Bn) est nul.
C.Q.F.D.

On a done, pour tout n =2 , une suite exacte
(12) O——-&Ez’O(B )-'~>H2(B )-—%El’l(B )—0
@ ‘"n’ 7 n ® “'n ’

et par suite (proposition 7) H2(Bn) est somme directe du sous-espace Ei;o(Bn)

et du sous-espace ayant pour base les gi(n) . Or E%;O(Bn+1) est quotient de
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HZ(Bn) par le sous-espace engendré par les gi(n) . Donc Ei;o(Bn+l) s'identific

canoniquement # E%QO(BH) rour n =2 . On sait déj= que EZ’O(BZ) est le quo-
tient de HZ(BI) par lc sous-espace engendré par les hy (1) h1+1(1) (ef. proposi-
tion 6). I1 en résulte que HZ(S*) s qui est limite des H (Bn) s est limite des

0 . . o . : a2 - .
H%; (Bn) s donc s'identifie au quotient de 4 (51) par le sous-espace engendré par

les hi(l) hi+1(1) .

Pour achaver la démonstratio.: du théoreme 2, il reste & déterminer le noyeu de

3(B )~—*H3(B ) . Commen‘cns par le cas od n =2 .

FROFOSITION 9. - Le noyau de HB(Bi)—qHB(BZ) est engendré par les éléments

suivants

2 3
" h v (b )

hi hi+1 hj P (h

(on a éerit, pour abréger, hi au lieu de hi(l) ) .

/ 2
DEMONSTRATION. - Le quotient de HJ(Bl) par le noyau cherché est Ei;o(B?) .
Calculons d'sbord

“3’ °(B,) = Coker d, Hl(Az) & 21 (s

5 )—-—)HB(BI) .

1

Le calcul a déji été fait : on divise 53(51) par le sous-espace engendré par les

h1 h1+1 5 Ensuite on a
350 0,2 ﬁ3
) etd = =) 3 T-? 20
s (Bz) Coker d3 : (B (B ) .
" Or le calcul a déj été fait : 3292(52) a pour base les (EEKZ))Q ; la relation

(11) montre qu'on doit faire le quotient de E?’O(Bz) par 1-s classes des éléments

(hi)2 hy o + (hi+1)3 s ce qui achéve la démonstrztion.

PROPOSITION 10. - Le noyau de H (B ) )(B ) rencontre 1'image de

HB(Bl)-—;HB(Bp) suivant le sous-espace ayant pour base lcs éléments suivants :

h (2)(h, ()7 .

D"MOJSmRA110L. - Pour av01r le quotlent de H (B ) par ce noyau, on doit d'abord
prendre le conoyau de d, : 1t \A ) & gt (E )”_>H3(B ) ; ceci revient & prendre le
quotient de H’(B ) par le sous—espace L engendre par les produits g; (2) h (2) .
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On doit chercher 1'intersection de ce sous-espace avec l'image de H3(Bl) ; cette
imege est contenue dans le noyau de L— —ES 1(B2) ; et on a déja vu (démonstration
de la proposition 7) que les combinaisons linéaires des (2) h (2) dont 1'image

dans Eigl(Bz) est nulle sont combinaisons des suivantes ¢

1° Les gi(2) h 1(2) h,(2) ; qui sont des éléments nuls de HB(Bz) 3

143(R) * gy,

2° Les gi(Z) hi+1(2) » qui sont dans la classc de hi(l)(hi+2(1))2 ; autrement dit,

(13) (@) n, () =n (@),

i 1+2
Ayant ainsi déterminé 1'intersection de E§ O(BB) avec 1l'image de HJ(BP) , il

=350
reste 2 passer & 277 (B.) , conovau de
& @ 3 b y

i ﬁo 2 3,0
d3 2 (B — (BB) .

L'image de d3 est engendrée, on 1'a vu (démonstration de la proposition 8) par les
= ]
d3((sgﬁ3))2)GE}YTBz) » dont les images dans Ei;“(BZ) sont linéairellent indépen-

dantes. Donc seule la comblnulson nulle se trouve dans Ei;O(BZ) s et par suite 1'i-
mage de H3(B7) dans JQ (Q ) s'eavoie injectivement dans 3%5°(B3) + La proposi-

tion en résulte.

PROPOSITION 11. - Pour n > 3 , le noyasu de HB(Bn)——533(Bn+1) rencontre 1'image
de H”(B

1) suivant O .

DLMOJSTRATION - On doit d'abord faire le quotient de F (B ) par 1'image de
d = Bt (A +1)f% H (B )-§H3(B ) 5 qui est engendrie par les proaults (n) h (n) .
02 a vu que les comblnaloons 11raa1res de ces produits dont 1'image dans

Eiél(Bn) est nulle sont nulles ; par suite 1'image de d2 ne rencontre 1l'image de
HB(Bl)——éHB(Bn) aue suivant O . Ensuite, on considsre 1'image de

R )~_sw3’°(B

(P "-'3

3. Eos 5 .
a, Bt ) ;

3

n+l

. R . 1 2
come plus haut; cette image s'envoie injectivement dans E (B ) ; donc ne rencontr

que suivant 0O 1'image de .HB(Bl) dans E%;o(Bn+1) . La prop051t10n 11 en résulte.
I1 est clair maintenant que le thdorime 2 est complétement démontré.

REMARQUE FINALE. - Considérons 1'élément
, 2 1, 2,y _ 2,1
¥,(3)(n(2))°€ n (A3)®H' (8,) = L (33) .

-
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Ona dyu=g (2\(5 )
qui est nul en fertu de (13), puisque ho(Z) h,(2) =0 . Ainsi u définit un é1é-

ment de nz 1(B ) 3 cet élément n'est pas nul, car u n'est pas dans 1'image de

d, 2 E (B ) » (B ) :

2 2
ea affet; le degré propre de u est 11, et B (E = H (A ) n'a que des ¢léments

dont le degré propre cst un multiple de 7 o Soit v é?E (B ) 1'élément #£ 0

défini par u . Il existe dans dB(B ) un élément a de P11’rr<~tlon 2 , ayant v
vour image dans 32 ! “3) , et a cst unique & 1'addition prés d'un élément de
Ezéo(B3) , de degrc prepre 11. Un calcul facile montre que HB(BZ) conticnt un seul
41ément # O de degré propre 11, i savoir ( ) h (2) . 3a classe dans “3’ (B )

est nulle; car

Ainsi (B ) est nul en degré propre 11 ; d'ob il résulte finalement que a

est d: f1p1 de manlere unique per vV .

Montrons que 1l'image de a dans chacun des hJ(Bn) , pour n 4 , est #£0.

Commengons par n = 4 ; 1'image de

1,1 3,0 3
s K 2 R 9 - q-/
d, 3 B ( 4)-—5E2 (54) H \BB)

ne contient pas a ; pour des raisons de degré : en effet, a est de degré propre
11, tandis que les termes de plus bas degré provre dans (A ) @ d (B )

sont. de degré vropre 10. De méme, les termes de plus bas dogre propre dans E
ont un degré propre == 20 , donc a n'est ms dans 1'ivage de d., . Ainsi

1'inage de a dane E?°(B,) est #0 : donc 1'image de a dans HB(B ) est

#0 . Quand on passe é(DHB(g ) 5 etc. , les choses vont encore micux, car les degrés
propres possibles deviennent de plus en plus grands.

En résuné, a définit un élément #£ 0 de HB(S*) . Cet €lément n'est pas dens
1'image de HB(Fl) ; qui ne contient en effet aucun €lement de degré propre 11.
D'autre nart, le cocycle (6) défini 3 la fin du paragraphe 3 a pour image dang
HB(B ) un élément qui jouit des mémes propriétés que a . C'zst donc a , et il en

rés ulte que ce cocycle n'ect pas homologuc &2 0 .

PROPOSITION. - Soit A wune sous-algévre de Hopf d'unc algébre de Hopf C , et



16-22

soit P = ¢/C.I(4) . Soit : B—C une application K-linéaire qui conserve les

degrés et reléve la projection T : C—>B (autrement dit, T o F = identité).
Soit f : B® A—>C 1'application définie par f(b® a) = F(b).a . Si la multipli-

cation de C est ascociative, f est ur isomorphisme de A~modules, & droite, la
structure de A-module de B @& A4 dtant définie par (b®a).a' = b@® (aa') .

DEMONSTRATION. - Le fait que f soit A-linéaire résulte évidemment de l'associao-
tivité de la multiplication. Il reste & prouver que f est & la fois surjective et
injective. Pour la surjectivité, il est trivial que C‘O XK est dans 1l'image de £ ;
montrons, par récurrence sur p ; que CD est dans 1'image de f o Soit p>0:
tout élément de € est congru & un élément de F (B.) modulo GC.I(A) , donc (pour

2) modulo (Z C).I(4) , clest=
gep

résurreace) modulo g(3® 4).I(4) . g(B& 4) . La surjestivité de f est ainsi dé-

w3

g

des raisons de deg -dire (par 1'hypothése de

montrée sans faire usage de la structure d'algébre de Hopf.

Elle va intervenir pour prouver que f est injective. Considérons 1l'application
g + C—B3:C , composée de l'arplicutior diagonale 4 : C—>C®C et de

TO1 :
C® C ———— 3B ®.C ; elle est A-linéaire pour les structures de A-module &

droite (celle de B @ C étant définie par le facteur C & droite du signe &) :
en effet

glcea) = (T® 1) O (coa) = (TE 1)((AC)-(Aa))‘= (T® })((L\c)-(1®a)) = g(c)ea .

On va montrer que l'aprlication h=gof : B®RA-SIBEC est injective, d'ou il
résultera.bien que f est injective. Puisque h conserve le degré, h envoie B
dens BP ®C , en wotant BP = E B . Puisque h est A-linéaire, h envoie

. . qzp ¢
Bo & A dans Bp(x‘ C . 51 on compose avec la projection naturelle P & C-—»Bp@ C s
on, obtient une application A-linéaire hp : B_ﬁ@ A—’?Bp@ C , qui envoie évidemment
b& 1 dans b® 1 ; donc L

hp =1®i 9

i désignant 1'injection A—>C . Soit ¥ : B ® 4 —>BP®C 1'application induite

par h . Cousidérons ls diagremme commutatif

0-—38""" %4 —>BP ®A-—3B ®4—30

X . p
&P

0—aBP D —8P o —B, € ——0

=
t
—
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dont les lignes sont exactes. Puisque hp est injective, il montre que si hpn1
est injective, wP  1test. Comme n°  est trivialement injective, les n? sont

toutes injectives; et par suite h est injective. Ceci achéve le démonstration.

COROLLAIRE. ~ Si on cuppose en outrec que A ost une sous-algébre normale

(I(&).CCC.I(4)) , ona I(4).C= C.I(4) . Autrement dit, si 1'idéal & gauche engen-

dré par I(4) est billatére, c'est aussi 1'idéal & droite engendré par I(4) .

.DﬁMONSTRATIOH. - I1 suffit de prouver que les espaces vectoriels gradués
C/I(L).C =B' et C/C.I(A) =B ont méme dimension en chaque degré (cette dimension
est finie; par hypothése). Or, d'aprds,la proposition, on a des isomorphismes d'espa-
ces vectoricls gradués R R 4 22C <4 & B' , ce qui permet de montrer

dim Bp = dinm Bé par récurrence Sur D .
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