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Séminaire H. CARTAN, 15-01
E. N. S., 1958/59
I QU Uy Y 13 avril 1959

HOMOLOGIE ET CONUOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE GRADUEE

par Henri CARTAN

Les notions générales étudides dans cet exposé seront appliquées dans le suil-

vant & 1l'algébre de Steenrod.

1. Modules gradués sur une algébre graduée.

Soit K un corps (commutatif). On considere une K-algébre associative A ,
ayant un élément unité noté 1 ; on suppose A gradude, l'espace vectoriel des
éléments de degré n étant noté A" , et on suppose A" =0 pour n <0 . Le
produit d'un élément de A" et d'un élément de A" appartient 3 A™T , et 1

~est de degré O .

Une telle algébre A étant donnée, on considére la catégorie des A-modules
gradués (3 gauche, resp. a droite). Un objet M de la catégorie des A-modules
4 gauche graduds est un A-module unitaire M , qui est gradué comme espace-vecto-
riel sur K , et est tel que

a.x e Mt chaque fois que a eA” et x (Mq .

On ne suppose pas que M=o pour q <O ; si toutefois il en est ainsi, on dit
que la graduationde M est =20 ;5 si -0 pour q >0 , on dit que la gra-
duation de M est < O , et on éderit alors souvent Mq au lieu de M2 . Les
morphismes de la catégorie sont les applications A-linéaires M. M' de degré
0 , c'est-a~dire qui envoient M dans M'? . I1 est clair quton a ainsi une
catégorie abélienne. On note HomA(M , M') 1le groupe abélien des morphismes
M. M .

Soit M un tel A-module & gauche ; le dual-gradué est le A-module & droite

M!' défini comme suit M

I

HomK(M‘q , K) ; un élément x' de M' (somme
directe des M'?) définit sur M une forme lindaire x —s» <x' , X> , par la
condition que <x' , x> =0 si x et x' sont homogénes de degrés distincts.
La structure de A-module & droite de M' est définie par

£ X'ea 4, X> = X a.X > our a &£ A x< M x'E M,
’ ’ P ’ ’

I1 est clair que si la graduationde M est >0, celle de M' est <O ;
dans ce cas, Mc’1 est le dual de M,
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NOTATION. - On note HomK M, X) le dual-gradué de M .

PROPOSITION 1. - Le dual d'un A-module projectif est un A-module injectif.

DEMONSTRATION. - Soit P un A-module (2 gauche) gradué, qui soit projectif
dans la catégorie ; ceci signifie que HomA(P , X) est un foncteur exact en X
(o X est un A-module & gauche gradué). On veut montrer que le A-module a
droite gradué HomK(P , K) est injectif dans la catégorie, c'est-a-dire que
HomA(Y R HomK(P , K)) est un foncteur exact du A-module & droite gradué Y . Or
ceci s'identifie canoniquement & Hom, (P , Homy (Y , K)) ; Hom (Y, K) est un
foncteur exact de Y , parce que K est un corps, et comme HomA(P , X) estun
foncteur exact du A-module 3 gauche gradué X , la proposition est démontrée.

2. Homologie et cohomologie d'une algebre graduée augmentée.

Soit toujours A une K-algébre gradude, comme ci-dessus. Supposons en outre
donné un homomorphisme (: A —>K de K-algébres gradudes, tel que (1) =1 ;
A est alors une algdbre graduée "augmentée", < étant 1taugmentation. L'homomor--
phisme £ Qdéfinit sur K une structure de A-module & gauche (gradué), et aussi
une structure de A-module & droite. On notera I(&) 1le noyau de & .

Considérons par exemple K comme A-module & geuche. Soit M un A-module &
droite, gradué, et soit N un A-module & gauche, gradué. On peut considérer

< <
Tor (4 , K) =2 Torb(M , K) et Ext, (K, N) = 2 Extp(K , N) .
n:z0 nx0

On va rappeler briévement leur définition, en précisant ici la structure de
A
K-module gradué de chacun des Tor‘r‘l(M , K) et de chacun des ExtX(K , N) . Soit

-_,\Xn---;xn_l —_— cae u—-->X1 —-)Xo-—->K--—-)O

une suite exacte de A-modules & gauche gradués et d'homomorphismes de la catégo-
rie (donc comnservant le degré), et supposons que les X~ soient pi-oj ectifs dans
la catégorie ; c'est ce qu'on appelle une "résolution projective" dans la catégo-

rie. Soit Hn(M %, X) 1le quotient du noyau de M x, X —> Mg, X,.q Dpar 1'image
de M EN Xn+l — M &y Xn ; par définition,

A,
TOI‘n(M ’ K) = Hn(M :&A X)

(on montre [ 1 J-que cela ne dépend pas du choix de la résolution projeetive X).
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En fait, chacun des M %y Xn est un K-espace vectoriel gradué, car c'est un
quotient de M -.gKXn qu'on gradue en posant
q _3s el i
Xn) = ~:—l— Mq 'X‘K(Xn) ’

My

et la graduation passe au quotient. De plus, les homomorphismes

M A Xn+l — Mg A Xn conservent le degré. Il s'ensuit que la graduation de

M ez, Xn définit une graduation sur Hn(M sy X) = Torg(M , K) . Rappelons que

Torg (M , K) s'identifie & M5, K = MALI() .

A
Passons a ExtA(K , M) . 81 N' et N sont des A-modules & gauche, gradués,
considérons les applications N' — N qui augmentent le degré de l'entier q et
sont A-linéaires dans le sens suivant ; f(ax) = (-1)¥ a.f(x) pour dega=r .

Elles forment un espace vectoriel Homz (' , §) ; la somme directe =2— Homz(N' , N)

q
sera notée HomX(N' , N) s c'est un K-espace vectoriel gradué, dont le sous-

espace des éléments de degré O est précisément HomA(N' , N) . Cela dit, reprenons
une résolution projective X de K ; elle définit des applications K-linéaires

conservant le degré :

. *
«+ < Hom, (Xn+1 ,

& - S
N) &— Hom, (X_ , N) e HomA(Xn__1 s N) &= oiv
ce qui permet de définir la cohomologie Hn(HomE(X , N)) . Par définition, on a
Extz(K , N) = Hn(HomX(X , M),

espace vectoriel gradué qui ne dépend pas du choix de la résolution projective
X .0na '
0 /e
Ext, (K , ¥) = Homy (K , N) ,
qui s'identifie au sous-espace vectoriel (gradué) de N formé des éléments annu-

1és par I(4) .

PROPOSITION 2. - Soit M un A-module & droite, gradué, et socit M!' son dual-
gradué. Alors Eth(K , M') s'identifie au dual-gradué ce Torﬁ(M , K) .

DEMONSTRATION. - Dans la correspondance bijective bien connue entre
Hom, (M %y X K) et HomA(Xn , HomK(M , K)) , les éléments de degré 13 du
premier espace correspondent aux f : X — Homy (M, K) qui envoient (Xn)k
-k by . s’ £
dans HomK(M'q , K) , c'est-a-dire aux éléments de HomX(Xn » Homy (M , K)) .

’ N « e N -~ b3
Done le dusl-gradué de M- Xn gtidentifie & 2_ Homz(xn , M) = HomA(Xn s, M) .

a

3

25
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En passant & 1l'homologie, on voit que le dual-gradué de Hn(M Ry X) stidentifie

N

a Hn(Homz (X , M')) , ce qui établit la proposition.

Parmi les résolutions projectives de K , on utilise notamment la "résolution
standard" (normalisée), que voici (cf. [1]). Notons toujours I(A) le K-espace

vectoriel gradué, noyau de ¢&: A —> K . Posons
Sn(A) = A g I(A) & eo0e X I(A) )

les produits tensoriels étant pris sur K , et le nombre des facteurs I(A) étant
égal 2 n ; on gradue Sn(A) de manidre évidente, puisque tous les facteurs du

produit tensoriel sont gradués. Observons que la graduation de Sn(A) est 20 .
I1 est d'usage de noter
a[al y eee s an] 1'élément a % &) 6 -.0 8, de Sn(A) , avec a & A,

a; ¢ I(A) pour 1 =i s<n; on éerit simplement [a; , ... , a ] lorsque

a=1.Pouwr n3>1, ondéfinit une application A-lindaire 4 : S, —s (@)

de degré O , en posant
-
. r -
(1) a4 Laj,-eesa l=a; [agy,eensa ] + L (-1) Lapseessa, & q5eeesa ] o
l¢r<n
I1 est bien connu qu'on obtient ainsi une résolution de K par des modules
libres-gradués (i.e : ayant une base formée d!'élémentshomogeénes) Sn(A) .

L'acyclicité résulte de l'cxistence d'un opérateur d'homotopie s , K-lindaire.
défini par |
(2) S(a [al 9 cce an]) = [; 9 al 9 eco 9 an] )

en notant a2 1'image de a dans I(A) par la projection A —» I(A) qui trans-
forme a en a - ((a) »

Calculons en particulier TorA(K , K) et Ext, (K , K) . On &
T (& , K) = H_(K %, S®)) ;
or Kooy Sn(A) stidentifie & I(4) K ees Soy I(A) (n facteurs), et l'opérateur
différentiel est défini par

N
. -/ ¥
3) d[al y see o an]-1<r<n(l) [al T N L an]

(@ est nul sur I(A)) . On derira aussi H*(A) au lieu de TorA(K , K) , et
H (&) au lieu de Tor;;(K » K) . Chaque H_ (4) est un espace vectariel gradud,
& graduation >0 . On a

HO(A) = K&, K=K,

A
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et H, (4) est le conoyau de l'application I(A) m I(A) —>I(A) définie par la
multiplication de 1ltalgdbre A ; c'est done I(A)/(I (A))2 , quotient de I(A) par
le sous-espace des éléments "décompossbles" (cf. exposé 12, paragraphe 1). Enfin,

on va interpréter H, (A) : considérons dtabord le conoyau de
ds I(h) «wI(h) RIM —IQ) = IA) ;

c'est le quotient de I(4) & I(A) par le sous-espace vectoriel engendré par les

é1léments de la forme (a1 a2)12>a3 -8 % (a2 a3) 3 il s'identifiec donc a

I(A)csA I(4) , et HZ(A) est canoniquement isomorphe au noyau de 1'application
I(a) Ry I(4) —I(4)

définie par la multiplication de l'algtbre A .

Passons au calcul de ExtA(K , K) , qu'on notera aussi H*(A) , en notant
H™ (a) 1'espace vectoriel gradué ExtX(K , K) « Ona

Exty (K , K) = H (Hom, (S(4) , K)) ;
or Homz(sn(A) , K) stidentifie au dual-gradué de I(A) ® ... 6o I(4)

(n facteurs). On explicitera cela dans le cas ou chaque espace vectoriel A%
est de dimension finie (voir ci-dessous, paragraphe 4). Dans tous les cas, Hn(A)
s'identifie au dual-gradué de Hn(A) s en vertu de la proposition 2. La graduation

de Hn(A) est £ 0 ; on notera Hn’t(A) le Asous-espace des éléments de degré
t de H'(A) ; c'estdonc O si +t >0 . Enfin, on a |

HO(a) = Hom, (K , K) = K .

3. Structure multiplicative de H*(4) .

On pourrait, plus généralement, pour deux A-modules & geuche graduds N et
N* , définir EX'bX(I\l » N') . Etant donnés trois A-modules N , N* , N" , YONEDA
[ 3] définit une application X-lindaire

]
Exty (F , N') ey Bxty (M0, W) —sExt?*™' (0 , )

qui a un caractére "associatif" en un sens évident. Si on applique ceci au cas ol
N, N' et N" sont tous trois égaux & X , on trouve sur ExtA(K , K) = ()
une structure d'algébre associative gradude, dont 1'élément unité est 1'élément
de H°(A) = K qui s'identifie & 1'&lément unité de K .

Explicitons, dans ce cas particulier, la définition de Yoneda. Un &ldment
c € HY () est défini par une application A-lindaire



15-06
f+¢@ X —>K
q

qui est un "cocycle", c'est-a-dire telle que l'application composée

d f

X -@Xq ~—> K soit nulle : & ce cocycle on peut ajouter un "cobord" arbi-

q+1

traire, c'est-a-dire une application composée Xq -—é-aX -£5 % , 0 g est

q-1
une application A-lindaire arbitraire. D'apr2s un théoréme classique, il existe,
f étant donnde, un diagramme commutatif d'applications A-linésires (au sens
gradué)

d;x —"‘"; c o e _—d"';X "f“; K
n+q n-1+q q
E f Le lid.
. n .
; d

n-1 0
®eo """9X- "—";X
al n-

\’/ d N \'ls‘
1 "‘T'f‘)ooo "'""')XO"'""') K

et deux collections (fn) relatives & la méme f sont "homotopes" ; mieux :
deux collections (fn) et (f;r'l) relatives & deux cocycles f et f' hcmolo-
gues, sont homotopes. Alars les fn définissent une application de

H*(HomX(X , K)) dans lui-méme, qui augmente le degré de q , et ne dépend que
de ¢ ¢ HA(A) . Cette application H (h) —> H**?(a) ne dépend d'ailleurs pas du
choix de la résolution X ; par définition, l'image de u € H*(&) par cette
application est le produit u.c (noté aussi wuc). Telle est la structure multi-

plicative de 1'algbbre H*(4) ; elle est évidemment essociative.

On voit facilement que si ¢ ¢ Hq’t(A) s clest-i-dire est un élément homogéne
]
de degré t de Hq(A) , alors la multiplication u —> cu envoie P (4) dans
-REMARQUE. ~ On vient, en réalité, de montrer que ExtA (K , N) est un module
& droite sur 1l'algsbre Ext, (K , K) .

4. Cas ol 1l'algdbre graduée A est localement finie.

On suppose désormais que A est localement. finie, c'est-a~-dire que chaque A"
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit A* le dual-gradué de A ;
on a done A ‘= HomK(An , K) . Alors 4 s'identifie su dual-gradué de A_ -
Identifions £ x A au dual-gradué de A % A , par la méme convention que dans
1texposé 10 :

<xtey ,xzy> = ()% x x> Ly ,y s,

avec q = deg(y') , r = deg(x) . Alors la transposée de la multiplication
A A-—>A définit une application diagonale A* -3 A* F A* , qui fait de A*
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une coalgebre associative. L'augmentation E* 3 A* —> K est la transposée de
1'injection 7: K— A, et 1'injection My K —9‘A* est transposée de
1taugmentation £: A —> K . D'autre part, A* est muni d'une structure de
A-module & gauche (resp. & droite), transposée de la structure de A-module &

droite (resp. & gauche) de A .

PROPOSITION 3. ~ Soit M' un A-module & gauche, gradué par une graduation

€0 . Il existe une application K-linéaire

(4) Mt —s M Sg A*
et une seule, de degré O , dont la transpesée M &q(A-—é M Qg& M désigne le

by

dual-gradué de M') soit l'application qui définit la structure de A-module &

droite de M . L'application (4) est A-linéaire, lorsqu'on munit M' & A, de la

by

structure de A-module & gauche définie par la structure de A-module i gauche
de A .
—_ %

DEMONSTR.TION. - Supposons d'abord que M' soit localement fini, c'est-a~dire
que Ma soit de dimension finie pour chagque g ;3 et soit M 1le dualvgradué de
M' . ilors M} s'identifie au dual de M® . Les éléments de M ® 4 d'un degré don-
né k sont cgﬁx dge ¥l % 4579 , et cette somme directe est finie parce que la
graduation de M estqala O . Le dual s'identifie & %;N%V@}Ak-q s c'est-a-dire
au gous-espace de M' @ A; formé des éléments de degré -k . En transposant l'gpn
plication M @ i—M , on obtient donc uns application X-linéaire M'-——M! QBA* ’

de degré O . Elle a évidemment un ceractere fonctoriel en M'

JUr tout A-module (& gaveae) gradue ' , a graduavion < U , est limite indue-
tive de sous-modules localement finis (car un nombre fini d!'éléments homogénes
de M' engendre un A-module localement £ini). Par passage & la limite inductive,
on obtient donc l'application (4) pour un tel module M' . L'unicité est clairé.
La derniére assertion de 1'énoncé est évidente, puisque 1'application M & A —x M
est A-linéaire. La proposition 3 est ainsi établie.

Soit maintenant M un A-module & droite, localement fini, et a graduetion

>0 . Les espaces vectoriels graduds Tor;(M , K) et ExtX(K s M') (M dési-

gnent le dual-gradué de M) sont localement finis puisque ce sont les espaces

vectoriels d'homologie et de cohomolosie des MJgAkSn(A) et des
Hqu(Sn(A) » M') , qui sont localement finis. Il s'ensuit, en;vertu de la propo-
tition 2, que chacun des deux espaces vecioriels gradués Tor;(M , K) et

ExtX(K » M')  s'identifie canoniquement au dual-gradué de 1'autre. Ce résultat




15-08

vaut notamment lorsque M = K , M' = K : les deux espaces vectoriels gradués
H (A) et H'(a) , localement finis, sont cn duvalité.

On se propose maintemant dlexpliciter un mode de calcul de ExtA(K , M)
lorsque M' est un A-module & gauche, gradué par une graduation <0 . On
suppose toujours que l'algébre A est localement finie. Envisageons d'abord le
cas o M' est localement fini, donc est le dual-gradué d'un A-module a droite
M . Alors HomX(Sn(A) , M')  s'identifie au duzl-gradué de M A Sn(A) , donc au
dual-gradué de M x I(4) & +... & I(4) , les prodults tensoriels étant pris sur
K . Ce dual-gradué peut stéerire

M @ I(A*) & eoo & I(A*) ,
en notant I(A*) le noyau de &* H A,, — K (qui s'identifie au conoyau de
My K—=4_, et aussi au dual-gradué de I(4)). Si on explicite 1l'opérateur
cobord du complexe Homz {Sn (A) , M') , en transposant celui du complexe

M@A S(4) , on trouve ceci :

(5) S(X'(g)ai@»,..ég\a;l) = (éx') {;§:ai(>9...®aﬁ+
-~
+£_______("1)r X’ ﬁai “g “oe gl(Sa') @;eot ®8,' ]
l<ren r n

ou dx' & M & I(A*) est 1'image de =x' ¢ M' par 1ll'application
Mt — M! I(A*) , composée de 1l'application (4) et de la projection

M' @ A* —_— M @ I(A*) , et ol &l € I(A*) & I(A*) est 1'image de al ¢ I(A*)

r
par l'application $ induite par l'application.diagonale de la coalgébre A* .

Les formules précédentes sont valebles lorsque M! est locelement fini 3 en
feit, elles restent valables dans le cas général, par passage & la limite
inductive.

En particulier, si on prend M' = K , on trouve gue Extz(K , K) = H*(4)

stidentifie 3 1'espace de cohomologie H (Y) du complexe Y = 2__6 N , avec
. 4 n:

{YO~K ,
Y = I(A*) X eoe % I(A*) (n fois) , pour n>1 ,

1'opérateur cobord Y& - Yn+1 étent donné par la formule

N ~
(6) S(ai ()?l oce @i a.;l) = L——-—. ('—1)r 8.]'. (@ ce e Lg (‘.'.‘/ax") (g, ooe fi{) a;l ’
Igrzn

ol, dans le second membre, & désigne 1'application I(h) =I(k) ® TR
induite par 1l'applicaticn diagonale de la cocalgébre A .
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En particulier, gl (4) s'identifie au noyau de O ¢ I(A*) — I(A*) % I(A*) ,
clest-a-dire & 1'espace vectoriel (gradué) des éléments primitifs de la coalgébre
A, . On retrouve la dualité entre H,(4) = I(8)/(T(A)* et H'(A) , espace des
éléments primitifs (cf. exposé 12, paragraphe 1).

On se propose maintenant d'expliciter la structure multiplicative de H*(A)

(cf. paragraphe 3) & 1'aide du complexe précédent Y . Observons que Y s'iden-

N

tifie & 1'algdébre tensorielle T(I(A*)) de 1l'espace vectoriel I(A*) , puisque
™= Tn(I(A*)) 5

de plus, pour la structure d'algébre graduée de T(I(A*)) (les é1éments de degré

n étant ceux de Tn(l‘(ﬁ,*)) , la formule (6) montre que
Sv) = (§wv + (-1)® u(Sv) pour deg(w) =n .

Autrement dit, & est une différentielle d'algdbre graduée, et par conséquent la

N

structure d'algébre de T(I(A*)) passe & 1l'homologie : d'ou une structure

dtalgsbre sur HY(4) = T H®(4) . Par ailleurs, chacun des Tn(I(A*)) posséde
nz0

une graduation propre, et comme 5 respecte cette graduetion, la graduation

passe au quotient dans chaque Hn(A) , comme du reste on le sait déja.

PROPOSITION 4. - La structure d'algibre de H*(A) qui vient d'étre déduite de
la structure multiplicative de 1'algébre tensorielle T(I (A*)) coincide avec

celle définie au parzgraphe 3.

DEMONSTRATION. - Soit f e T3(I (4)) , qu'on peut supposer homogéne pour la
graduation propre de (1 (A*)) (déduite de la graduation de A* ). Si
8 5 cnv s 8y sont des éléments homogénes de I(A) , on notera
< f ,la >
oL 1 0 s aq3
le produit scalaire dans la dualité entre I(A*) R oees & I(A*) (@ facteurs) et
I(A) % ... % I(A) (q facteurs),cette dualité &tent définie comme d'habitude en
tenant compte de la reégle des signes. Pour chaque entier n = 0 , définissons une
application f 3 qu(A) —_ Sn(A) , qQui soit A-linéaire au sens gradué, comme
suit s

fn(a[al,..., 1 = (1) (deg f)(dega[al,...,an])
+q

&y a[al,...,anj<f,[an+l,...

...’a ]> L]
n+q
L) » f est orthogonal aux $léments de S (4)
qui sont dans 1'image de 4 3 SQ+1 4) —= Sq(A) 3 alors un calcul facile montre

Si f est un cocycle de T(I(A
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que le diagremme suivant est commutatif

& —2— 5 @
lfn+l ifn

® —s s (&)

n+1 +q

n+1

On se trouve donc dans la situation qui a permis, au paragraphe 3, de définir la
structure multiplicative de H*(4) . Si ¢ « Hq(A) est la classe de cohomologie
définie par f , et si u € Hn(A) est la classe de cohomologie définie par un
cocycle g € Tn(I(A*)) y le produit uc (au sens du paragraphe 3) est la classe
du cocycle défini par l‘application composée

Q@ —> 8 @) —E— & ;

en explicitant, on trouve que cette application composée envoie
Lay 5 eeey an+q] dans

<ggf,[al9”"a ]> ’

n+q
ce qui achéve la démonstration.

5. Cohomologie du produit tensoriel de deux algébres gradudes localement finies.

Soit A une algébre graduée augmentde, localement finie. L'algdbre
B @) =>_ ®° (A) , munie de ses deux graduations (celle définie par les HU(4) ,
n>0
et la graduation propre de chacun des espaces vectoriels Hn(A)) est un foncteur
contravariant de A . Cela résulte par exemple du fait que 1la résolution standard
S(A) est un foncteur contravariant de A s ou du fait que 1'algébre tensorielle
T(I(A*)) est un fonctéur covariant de A, .

Soient A et B deux telles algdbres. Considérons leur produit tensoriel
A §q<B » uni de sa structure d'algdbre graduée. On a deux homomorphismes
dt'algebres graduées

A—>hixB—>4 ,

le premier envoyant a en a %1 » €t le second envoyant a £ b en £(b).a ;
le coﬁpose est l'application identique de A . I1 s'ensuit qu'on a deux homomor-
phlsmes d'algebres gradudes
' i
B () —2 5 H* (3 % B) ——s 1* (&)
dont le composé est 1'identité. Ainsi H*(A) s'identifie & une sous-algébre de
H* (A 2 B) , au moyen de l'lngectlon 1« - Définissons une application lindaire
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(conservant les de:ris)
£:H(4) @5 (B)—H" (4@ B)
par la condition que
fluzv) = iA(u).iB(y) (pro@uit de iA(u) et iB(v) dans 1'algébre H (L@ B)) .

fos s ¥ o * PN
Définissons sur I (u) ® H (B) wune structure d algebre en posant

' ' 1 ! 4
(U@ v).(u' &v') = (- 1) o (w') & (vv') pour
t ! v
u' ¢ 1o ’t‘(a) s VE Hq’L(B) .

ilors H*(A) &4 (B) devient une algébre bigraduée,en convenant que les éléments

] )
de bidegré (r , s) sort ceux de la somme directe des Hq’t(d) ) g4 st (B) pour

tous les systimes (g, t, q' , t') telsque g+q'=r, t+1t'=¢g.

"PROPQSITION 5. - L'apnlication f est un igomorphisriz do 1' lgibre bigroduée
1*(4) @ 5*(B) sur 1'algébre bioradufe H (. & B) .

DEMONSTRATION. - Considérons les résolutions standard S(4) et S(B) de X . Leur

produit tensoriel 5(4) ® S(B) , muni de 1'opérateur "bord" défini par
du®v) = (Au) @& v + (- 1) u® (av) pour u € Sq(A) ’

est,une résolution (4 & B)-litre de K , si 1'on définit la structure de

(A® B)-module de S(&) ® S(B) comme suit :
(a®b).(ud v) = (- 1) (au) ® (bv) >

t u & S(4) .est de degré t' (pour la graduation pro-
I(“) '8 eee X I(fx)) .

si b&B est de degré t,

pre de chacun d-s Sn(A) = i

«

%

4insi S(a) @ S(B) peut servir 3 calculer.
* * 2 - . > '
H (49 B) = H (Homy o p(S(a) @ S(B) , X) = #°(2(1(4)) ®T(1(R)))

la différenticlle de T(I(A;)) ) T(I(B*)) étant celle d'un produit tensoriel de.mo-

dules gradués, & covoir
o @&v') = (§u)@v' + (- N3 (&v') pour u'eg Tq(I(A;)) .

D'autre part 1'injection i H' (o) 28" (L@ B) est définie par la projection

naturelle S(4) ® S(B)—S(4) , donc le diagramme suivant est commutatif

1
1*(4) . 4 s 1*(4 & B)

H*(T?[m,;))) — s H (TG ) ®T(IE))
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1'homomorphisme ce la deuxieme ligne étant celui défini par 1'injection naturelle
de T(I(A;)) dans T(I(A;))%@ T’I(Bl>\ (qu* envoie a en a® 1). D'autre part,
le formule de Kilhneth identifie (TfI(J. ))& T(T(“ﬂ ))&
H*(T(I(A;))) SH (T(I(B ))) « Pour montrer que 1'application f de 1'énoncé est une
bijection, il suffit de moatrer que 51 u& T (I(A*)) et v & Tq(I(B )) sont des
COCVCle, le cocycle uk v =T (I Ay N & & Tq(I(B )) ¢éfinit un élément de

(n53 B) qui est le vreduit ces €léments de Lr(h) et de HY(B) définis respecti-
vément par u et v (frroduit" au sens de la structure multiplicative de
H*(A.E)B)) . Pour le montrer; or procide exactement comme dans la démonstration do
la rroposition 4, en se ramenant & la définition de la multiplication de H*(Aaﬁ,B)
donnée au paregraphe 3 : on utilise v pour définir une application
(4 8 B)-lincaire g : S(4) &.5(B) -58(4) ® S(B) , qui commute avec lc bord ot cnvoic

Sr(A)ii)Sm(B) dans Sr(ﬂ)(8 Sﬂ_q{B) s et est telle gue 1’application composée

f N ) )
S,.(4) % 5,(®) —5 5 S.(4) ® s_(B) __1_"__8_..> S.(4) ®K
ait pour transposée 1'application TT(I(A*))—AéTr(I(A*))<$ Tq(I(B*)) qui envoie u

en u® v . Le lecteur écrira la formule cxplicite, & titre d'exercice.

Ainsi 11 est prouvé que 1'aprlicatior f de 1'¢noncé est bijective. Il reste 2
montrer que f est un isomorvhisme d'algébres bigradules ; compte tenu de 1'associa-
tivité de la multiplicatio. dens les algébres considérées, il suffit de montrer que
si u,é:Hq’t(A) et V'ELHq,’t‘(B) s On a, dans 1'algébre H*(A.X)B) ,

1 1
1)da e i (2)ig(v) X

iB(V).i () = (-

Or con51d@rons 1'z-rlication S(.i) ?‘S(B)——»D(B) Q}S(n) qui envoie = ®y dans

F0
(-1)%¢ R vy®x , pour % £39 (n) de degré t , et v é,Sq,(B) de degré t' .

On vérifie facilement que zette ap*lwcqtlon conmute avec les, opérateurs "bord", et
est (4 ® B)-lindaire lorsqu'on définit la structure de (4® B)-module de
S(B) @ S(4) par

e b).rzx) = (- D (o) @ ()

pour a de degré t , la somme des degrés de b et y étant t' (il s'agit de 1o
deéuxieéme graduation de S(B)) . En transposint, on'trouve une bijection de
H'(T(1(4,)) ® #°(7(1(8,))) eur H*(T(I(B;)))"& a*mm‘))) qui est compatible
avec les isomorphismes de chacun d'eux avec H (4@ B) , ces derniers isomorphismes
étant eum-mémes.comvatibles avec les injections i, et i_ ; la bijection en ques-
tion envoie u ® v dans (- 1)qq'+tt' vE u, siA N
ué:Hq’t(I(A;)) ot vqu"t'(I(B;;))

3
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ce qui achéve eafia 1a demoustration.

6. Cas ot 4 est une algdbre de Hopf.

Supposons que 1'algébre localement fonic 4 soit en outre une algébre de Hopf
(cf. exvosé 10), et soit A\ A—=a % A 1'aoplic.tion diagonale. Puisque c'est un
homomorphisme d'algebres graduées (lorsqu'on murit 4 ® 4 de la structure d'algébre

s

gradufe, produit tensoricl “gauche" de deux algibres graduées), et que cet homomor-

N

rhisme est compatible avec les augmertations, QA Céfinit un homomorphisme d'alge-

Y

¢ H*(A).®H’*(A)—>H*(A> ;
grace 4 la proposition 5. Ici, H*(A)(:?H*(A) désigtic 1'algibre bigraduée, produit

tensoriel des deux algtbres bigradudes H*(A) et H*(A) « D'autre part, on sait que

bres bigradudes

o

(4@ 4) —sH (4)

ce qui s'éerit encore

a0

chacune des applicatione composdes

.

1 &
alsaea 1O L 4B, EOL

y A

est 1l'identit?. Il er résulte ~que checune des applications composées

i (A).__._; (“)wdm At i (2)

i
T5(8) —2 75 (a) @ H (4) —3—5 Y (4)

est 1'd=ntité, 1, et i, é&tont définies par

® -
§

il(a) =a®1l, iz(a) =1

T”A OREME i. - Lorsque A est une algdbre de Hopf; 1l'algébre bigraduée H*(A) egt

anticomnutative,; dans Ze sens suivent s

1 ' 1 4t
(-1)% et a.a' . pour &Euq’ () et a'gu??” (a) .

* » . £ I . - . 3
De plus, la multiplicction de H (4) est precisement définie par 1'application

Lf ci-dessus.
Pedetibadid o0l

DIMOLSTRATION . - (comparer & la proposition 11 de 1'exposé 1). On vient de voir
que %3(3.831 = g (f(l &a)=a. Puisque (F est un homomorphisme d'algébres

bwgradlees, on a

(.?(a@a') :}{f(@@l).(l@ a')) = cfz(a.@ 1). &{)(1@&‘) = a.a' .
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ainsi &P définit bien la multiplicetion de ﬂ*(n) « De plus, si a €& Hq’t(A)
' 1
et a' € H? X (4) , on a

alea = k{)(a' ®a) = (- 1)qq’+tt' (f)(a(@ a') = (_l)cq'+t't;‘ ae.a’ 5

ce qui achéve la démonstrztion du théorame.

7. Utilisation de résolutions projectives minimales.

Jusqu'a la fin de cet exposé, on suppose que A est une algébre gradude
augmentée telle que I(4) =2 __ 4" 5 autrement dit, 1l'augmentation définit un
n>l

’

isomorphisme 4°22 X . Pour commencer , on ne suppose pas que A soit localement
finie ; cette hypothése sera introduite ultérieurement. Tous les A-modules (&

gauche) considérés dans ce paragraphe sont supposés munis d'une graduation 3 C .

PROPOSITION 6. - Soit M un A-module (3 gauche) muni d'une graduation >0 .
Si K@AM:O ,ona M=0.

'
DEMONSTRATION. - Par hypothése, M = I(&).M ; si M n'était pas nul, soit q

—

1'inclusion Mq < I(A).M conduit & une

wo

le plus petit entier tel que Mq £0
contradiction, puisque tous les éléments de I(4) sont de degré >0 .

- COROLLAIRE. - 51 M —M' est un morphisme dans la catégorie des A-modules

& graduation 20 , 1l'application associée K %, M—>Ka, M' est surjective si
et seulement si M —> M' est surjectif.

(I1 suffit de considérer le conoyau de M —> M' et d'utiliser le fait que le

b

foncteur X s, M est exact & droite en M) .

I
P =Y

DEFINITION 1. - Un ¢pimorphisme £ 3+ M —=M' est dit essentiel si, pour tout
morphisme g : X —>M telque f o g scit surjectif, g est surjectif. (Cette

définition est valable dans n'importe quelle catégorie abélienne).

PROPOSITION 7. = Pour gue f : M—M' goit un épimorphismc essentiel, il faut

et i1 guffit que l'arrlication K & , M—K ®A M' définie par f soit un isomor-

poisme.
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DEMONSTRATION. - Supposons que K % 4 M—>K &y M*  soit un isomorphisme. I1
s'ensuit d'abord que f est surjectif (corollaire de la proposition 6) ; mon-
trons que f est essentiel. Soit g ¢ X —>M tel que f o g soit surjectif ;

le composé K %, X Lxgs K oo, M -1—-’3-1; %y Mt

gsecond est bijectif, le premier est surjectif, done (corollairc de la proposition

est surjectif, et puisque 1le

6) g est surjectif ; ainsi f est essenticl.

Réciproquement, soit f ¢ M —M' un épimorphisme essentiel ; on sait déja

que K EN M—K 2y M' est surjectif, et on va montrer que le noyau est O . Soit

N ce noyau, qui est un sous-espace vectoriel gradué de l'espace vectoriel gradué
K& A M (sur le corps K) ; prenons une base homogenc d*un-sous-espace-supplémen—
taire, et relevons-la dans M ; elle engendre un scus-A-module gradué X de M.
Soit g 1'injection X — M ; l'application f o g induit K ;g»AX —> K %, M,

qui est surjectif par construction ; done (corollaire de la proposition 6) f o g
est surjectif, et puisque f est essentiel, on conclut que g est surjectif,

X —=>Kx

donc bijectif. Alors g induit une bijection K & M , ce qui prouve

A A

gue N =0 .

PROPOSITION 8. - Soit f ¢ M — M' un épimorphisme essentiel ; si M' est

projectif, f est un isomorphisme.

En effet, le noyau N de f posséde dans M un sous-A-module supplémentaire
X , puisque M' est projectif. Le composé de 1l'injection X —>M et de f
étant surjectif, il s'ensuit que 1l'injection X —» M est surjective ; done
N=0,.

PROPOSITION 9. - Tout module projectif P (dans la catégorie des A-modules

& gauche gradués par une graduation 3»0) est libre et possdde une base homogéne.

DEMONSTRATION. - Prenons une K-base homogene de K A P , et relevons-la dans
P . On obtient un systéme d'éléments de P qui définit un morphisme F —=>P
(o F est gradué-libre) tel que 1l'application associde K N F ---}KA & P soit
bijective. D'aprés la proposition 7, F ~> P est un épimorphisme essentiel ;
d'aprés la proposition 8 , c'est un isomorphisme.
C. Q. F. D.
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THEOREME 2. - Pour tout A-module gradué M , a graduation =0 , il existe

un épimorphisme essentiel f : P — M, ou P est gradué-libre ; un tel épimor-

pPhisme est unique 3 un iscmorphisme prés (ceci veut dire que si f' : P! — M

est une autre solution du probléme, il existe un isomorphisme g: P—>P' tel
que f =1f'o g ; onne dit pas qu'un tel g soit unique) .

DEMONSTRATION. - Prouvons d'abord 1l'unicité. Siona f et f! s on peut
factoriser f en f' o g, parce que P est projectif ; puisque f est essen-
tiel, g est surjectif ; puisque f' o g est essentiel, il s'ensuit que g est
essentiel ; donc (propositicn 8) g est un isomorphisme.

Prouvons maintenant l'existence. Puisque X Ry M est un espace vectoriel gra-
dué sur le corps K , il existe une application K-lindaire ¢ Kg,M—>M,
conservant le degré, telle que la composée

Ky, M—3M—3K 5, M

soit 1l'identité. En tensorisant ¥ & gauche avec A , on obtient
A oy (X % A M — A o M,

et en faisant suivre ceci de 1'application A :5<'>KM —> M définie par la structure
de A-module de M , on obtient une application A-lindaire conservant le degré :

(7) | Agp Koy M) —> M,

by

qui est telle que si on tensorisc 2 gauche avec K (sur 1l'anneau A) on obtient
1'application identique K % " M-—K Ky M . Donc (proposition 7) 1*application
(7) est un épimorphisme essentiel, et le probléme est résolu.

DEFINITION 2. - Etant domné un A-module 3 gauche M, & graduation =0 , on
appelle résolution projective minimale X de M une résolution projective

dy d 3
o o8 —-—-}Xn—-—-X ——’.-- -——éxl-——-)Xo—--:FM

n-1
(ou 1les Xn sont done gradués-libres, en vertu de la proposition 9) jouissant

de la propriété suivante : si Zn—l désigne le noyau de a 4 (resp. le noyau
n-1 induite par

d ~ (resp. 1l'application £ si n =0) est un épimorphisme essentiel.

de € si n=1,respo M si n=0) » l'application X —>2

D'aprés le théoréme 2, une telle résolution projective minimale existe toujours:

on la construit de proche en proche. De plus deux telles résolutions minimales
sont isomorphes (mais 1'isomarphisme ntest pas canonique). On voit facilement
qu'une résolution projective minimale est facteur direct dans toute résolution
projective, ce qui justifie le mot de "minimal".
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PROPOSITION 10. - Soit X wune résolution projective minimale d'un A-module
& gauche M . Alars les opérateurs différentiels des complexes K&, X et

Hom, (X , K) sont nuls.
DEMONSTRATION. - Factorisons dn+1 : Xn+1 —-.»Xn en un épimorphisme essentiel

£ Xn+l —_ Zn et une injection g Zn - Xn . 11 suffit de montrer que

1tapplication K L Zn —> K &y Xn définie par g est nulle. Or 1l'application
composée

Ks;AZn—-éK@AXn—-}K@AZn_l

est nulle, et la seconde est un isomorphisme puisque Xn —> Zn—l est un épimor-
phisme essentiel. Quant au complexe Hom, X , K) , il stidentifie au dual de
K& X X , donc son cpérateur différentiel est aussi nul.

COROLLAIRE. - Soit X une résolution projective minimale de X (comme
A-module & gauche). Alors

. ~ PR
Kz, XnNHn(A) R HomA(K , Xn) ~ H (4) .

£

On peut expliciter le début d'une résclution projective minimale de K ,
conformément au procédé utilisé pour démontrer le théoréme 2. On trouve d'abord
Xo = A , 1'applicavion XO —>» K ¢étant 1'augmentation €: A —>» K . Le noyau
est I(A) ; on choisit un relévement ps Kooy I(h) = I(4) , c'est-a~dire un
relévement

P TW/ @A) —16)

Dol une application composée A &, T(4)/((1(4))° — 4 & 1(8) —>4
qui sera l'application d; 3 X1 — Xo .du complexe chlerché. Par exemple, pre-

nons pour A 1'algdbre de Steenrod S* pour p =2 ; on sait (exposé 12,

théoréme 3) que les images des qui (i=0,1, ...) dans I(A)/((I(A))2

forment une base de cet espace vectoriel ; on prendra donc pour Xl un A-module

lib:li'e ayant une base (ei) en correspondance bijective avec les

qul » et d; associe a Z a; e (oh a; € S*)  1'élément % a
i

i

“Test.

1 59

On considére ensuite le noyau de d; » clest-a~dire le S*-module des relations
i

(& gauche) entre les qu , et on lui applique la méthode utilisée pour la
démonstration du théoréme 2. Ete.
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8. Utilisation de résolutions injectives minimales.

On va développer des considérations duales de celles du paragraphe précédent ;
mais 4 un moment donné il nous faudra introduire l'hypothése que ltalgébre gradude
A est localement finie. Tous les A-modules considérés dans ce paragraphe seront
des A-mecdules & droite, munis d'une graduation < O .

PROPOSITION 6 bis. = Scit M un A-module (& droite) muni d'une graduation

£0.8i Hom(K ,M =0, omna M=0.

DEMONSTRATION. - Par hypothdse, le sous-espace vectoriel M de M, formé des
X €M tels que x.a =0 pour tout a € I(4) , est réduit & O . Supposons
M#O0, et soit g 1le plus petit entier >0 tel que Mq # 0 3 on a évidemment
b :

Mq = Mq , d'ou une contradiction.

COROLLAIRE. - Si M -—>M' est un morphisme dans la catégorie des A-modules

& graduation <O , 1l'application associée Hom (K , M) —->HomA(K , M') est une

injection gi et seulement si M -—=>M' est une injection.

DEFIAITION 1 bis. - Un monomorphisme f : M- M' est dit essentiel si, pour
tout morphisme g : M' — X telque go f soit une injection, g est une
injection.

PROPOSITION 7 bise - Pocur que £ ¢ M —>M' soit un monomorphisme essentiel,

il faut et il suffit que 1'application Hom, (X , M) ——,-BHomA(K y M') définie par

f soit un isomorphisme.

PROPOSITION 8 bis. - Soit f ¢ M —>M' un monomorphisme cssentiel ; si M
est ipjectif (dans la catégorie), alors f est un isomorphisme.

& partir de maintenant, on suppose que A est localement finie ; alors A*
est une coalgebre graduée, et tout A-module & droite M , & graduation <0 ,
est muni d'une application A-linéaire

M —->A* s M
qui fait de M un 4 -comodule (cf. proposition 3).
PROPOSITION 9 btis. ~ Les mcdules injectifs de la catégorie sont ceux de la

forme A* ®V , ob V est un K-espace vectoriel gradué (& graduation £0),
la structure de A-module & droite étant celle définie par A, .

[N. B. : tous les produits tensoriels sont pris sur K].
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DE')MONSTRATION. - Montrons é'abord que A* % V est injectif. Soit V" 1le bidual
de V , c'est-a~dire le dual-gradué du dual-gradué V' = HomK(V , K) ; on sait
que V se plonge cancniquement dans V" . Choisissons un projecteur V' —V ,
conservant la graduation. Il induit une application A-lindaire A:e BV —

—_> A* ®V , qui fait de A* &® V un facteur direct de A* & V" (au sens des
A-modules gradués). Il suffit donc de montrer que A4 & V" est injectif ; or il
stidentifie au dual-gradué de 4 ® V' , qui est projectif (libre), donc il est
injectif en vertu de la proposition 1.

Réciproquement, soit I wun module injectif quelconque. Posons HomA(K, I=v,
sous-espace vectoriel gradué de¢ I , et choisissons un K-projecteur I =3V
respectant la graduation ; composons 1l'application canonigue I --aA* I et
1'application A* 1 — A* % V définie par ce projecteur. On obtient une
application A-lindaire

I— ﬁ* RV
qui, si on lui applique le foncteur HomA (K, ) , donne l'application identique
V — 7V . Donc (proposition 7 bis) c'est un monomerphisme essentiel ; et puisque

A* &V est un module injectif, c'est un isomorphisme (proposition 8 bis), ce
qui prouve bien que tout injectif est de la forrme A* & Vo

THEOREME 2 bis. - Pour tout A-module gradué M & graduation <0 , il existe

un monomorphisme cssentiel f : M-—=1I, ou I est de la forme A* &V ; un tel

monomorphisme est unique & un isomorphisme preés.

DEMONSTRATION. - On prouve d'abord 1l'unicité (ceci est laissé au lecteur 2
titre d'exercice). Occupons-nous ensuite de 1'existence s Hom, (K , M s'identi-
fie & un sous-espace vectoriel gradué M de M ; choisissons un projecteur
M- M » conservant la graduation. Ccmposons 1'application cancnique
M-——>A ®M et l'application A ®M—A & ’I‘EN définie par le projecteur. On
obtient une application A-lindaire M — A* ® M qui, lorsqg' on lui applique le
foncteur Hom, (K, ) , définit 1'application identique de M . C'est donc un
monomorphisme essentiel.

Cela dit, on définit de maniére évidente la notion de résolution injective
minimale d'un A-module (& droite) & graduation < O . Une telle résolution

existe toujours ; deux résolutions injectives minimales de M sont isomorphes
(non canoniquement). Une résolution injective minimale de M est facteur direct
dens toute résolution injective de M .
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PROPOSITION 10 bis. - Soit Y wune résolution injective minimale d'un A-module

a droite M . Alors l'opérateur différentiel du complexe HomA(K s ) est nul.

COROLLAIRE. - Si ¥ est une résclution injective minimale de K , on a

U
Hom) (K , Y ) = H (4) .
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