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6 avril 1959

OPERATIONC COHOMOLOGI UES SECONDAIRES (Suite)

par Henri CaRTAN

1. ®noncé de résultats.

Rappelons briévement de quoi il s'agit. La cohomologie est toujours prise & coef-

ficients dans Zp s P premier. On se donne deux matrices (a_ r) et (bt S)
=2 H
d'opérations cohomolorigques primaires (stables) ; le degré de &y est js - ir s
I
celui de bt.s est kt - J. + On suprose que b a =0, c'est-a-dire
Z%; bt,s as,r = 0 pour tout r et tout t .

On définit, pour tout ensemble simplicial X » et pour tout entier n , 1'appli-

cation
m m+ir mj
a_  :+H (X)-—H (X)) ,
S, T
n m(jg.-ir)
en convenant que a _ = (- 1) ® a , de sorte que 1'on a
S,T SyT
N+ ol - - . . . .
< 0o a? i e, 03 (¢ désignant la suspension en cohomologie).
] b
m s . . . s
De méme pour b+ s * On en déduit des :rplications linéaires
s
m+1 m+j
.S T s
a’ [ B TX)—s ) B S(x)
T I
- m+j m+k
m - s - t, .
v Y H (x)~—>> H o Y(x)
@ A
. . . s \ m m
qul commutent avec la suspension, et catisfont &8 b oa =0.

Le théoreme fondemental de 1'exposé 13 dit que, pour de telles données, il existe
une suite C'opcérations cohomologiques secondaires :ﬁ (une pour chaque valeur de
1'entier m), qui soit stable par suspeasion, chaque qﬁ’“ envovant, pour chaque
X , Ker a" dans Coker o’n_1 s et cela de fagon "compatible avec d n (cf. exposé
13, condition (ii)). De plus une telle suite C%*; est unique & 1'addition prés
d'une opération cohoﬁologique primaire stable. Les q9n1 sont linéaires.

Ayant choisi une telle suite de {i,m s 2ous les noterons 1§ﬂ(b s a) , pourrappeler
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qu'elles sont relatives & la dounée des deux matrices a et b (tellesque b o a = O)s

et nous noterons P(b

primaire, stable par suspension, une

s ot ses valeurs étant réduites modulo 1l'image de

. . m
chaque mn , sur le novau de a

-l

On démontrera les propositions
PROFOSITION 1.
(1)

ceci signifie qu'

P, 202 =

sion, et une fois choisie

il existe une collection 4!

qu- 1'on ait, pour caaque m ,

3"(v

(8gelit¢ de deux applicationc de

PrOPOSITIOF 1 bis. - Supcosons

a)

(1 bis) P(v' o b,

! ° . K3 o
ceci sigrnifie gu'une

. . . s m
ctables par suspensio-, il existe une collection d'opérations primaires ¢

par suspension, telle cue

m

2) lacollection des ‘;Um(b y Q)

tion stable par suspension, mais n'est définie qu'd 1l'addition pris

Aansi @(b, a) est une opéra=-

d'une opération

P, a) o a
une fois choisie une collection de
une collection de ~$ My , 2

, . m
opcrations primaires ¢

b o 4?(b

fois choisies deux collections

1ton ait,

telle opération primeire étant prise, pour

sulvantes 3

modulo une opération primaire stable ;
i, M
3’ (b 9 a)

stable par suspen-
o a') stable par suspension,

tables par suspension, telle

3™ , a) oat™a+ "

a o =
Ker (a’"vl oa™) dans Coker b 1)
boa=0.0na alors

a) modulo une opération primaire stable 3
$™b, a) et IM(» 0 b, a)

stable

pour chaque m 4

Tt m=1 T m m
£ (b' ob, a) =n oP (b, a) +c
, oy 0 . - m M= T
(égalitc de deux applications de FYer & dans Goker (b ! o b 1) .
PROPOSITION 2. - Supposons ¢ o0 b o a =0 . alors los doux arplications
. m m-1
Ker 2~ -—Coker c
PR SO - m 4 - m r
induites pr @ (c o b, a) et per ¢ (c , boa) sont dgales modulo une opéra-
tion primeire stable.
PROPOSITION 3. - Soit a= » A a (ob A, = 2 2) g
S 3 Zﬁ' % ( Yy b chaque ( s, ayant le
méme desré que a, ). Surposons b o ay = O rpour chaque indice h . Alors les deux

>3
applications
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fh\ Ker (ah)m__)Coker Pl

induites par #m(b ; a) et par F Ay @m(b , ah) sont égales modulo une
h

opération primaire stable.

PROPOSITION 2 bis. - Soit b= 3. A, by (08 A€ 2, » chaque (b)) .
h 3 2

ayant le méme degré que bt S). Supposons que bh oa =0 pour chcque indice
?
h . Alors les deux applications

: . =14k _
Ker a“-»-a.(quo’-;.ient de 2.”- H (X) rpar la somme des images des. _(.bh)»mr—'l»)w
"y ¥

induites par CPm(b . a) et par 2—_: >‘h @m(bh , a) sont égales modulo une

b)

opération primaire stable.

REMARCUE. - Les propositions 3 et 3 bis exp iment, en somme, la linéarité de

\’I) (b , 2a) par rapport & a et par rapport & b .

2. Démonstration dec propositions preécédeites.

Les propositions 1 et 1 bis résultent immédi.tement du théoréme fondamental
'existence et d'unicité (exposé 13, fin du n°® 2). En effet, soieat = et b
deux matrices telles que b o a = 0 ; soit (CPm) une collection d'opérations
conomologiques secondaires relatives & a et b , stable par suspension, et com-

patibles avec & (condition (ii) du n°2 de 1'exposé 13). Soit

q;,m = %\m o a'™ : Ker (am o} a'm).....;.{_i‘oker bm"1 5

il ~st immédiat que la famille des @ ! est stable par suspension et compatible
avec 6 5 ce qui établit la proposition 1. La proposition 1 bis se prouve de la

méme manidre.

Démontrons la ~roposition 2. Supposons c¢ o bo a = 0 . La matrice a définit,
-pour c:aque m , une application

m m m

A G —>F ’
et le matrice b définit
P REEE N -h .

s *’.‘m-l ' . s . . . e . m"l n .
Soit E le fibré induit du fibré zcveclique L (Ce base F et de fibre:
-1 . . me T T

Fm ) par 1'appli._ction :;(m 3 E" ! a pour base G" ot pour fibre me1 . Soit
g M-l le fibré iaduit du fibré acyclique -t (de base F'™ et de fibre
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F'm-l) par 1l'application /3 o ™ ; E'm_1 a pour base " et pour fibre F'm"l.
La matrice b définit wie aprlication du fibré ™1 dans 1e fibré L‘m"1 , qui

. . . . m . . . . .
induit 1'anplication ]9 des bases de cas fibrés ; on a donc une application fi~-

brée

P n-1 . Em-l____&E,m-l
qui induit 1'apolication identique de la base commune G- , et se réduit a fjm-l
sur les fibres. Soit alors, pour chaque m , un élément /}(,m—l & H*(E' ) défi-

nissant une collection d'opérations f}?'m constituant une @(c s boa).On
voit facilement que la collection des ,qm-l = (?m-l)* ﬂ_'m'l définit uné collec~

tion d'opérations ®™ constituent une P(cob, a). Soit alors u €1 (X)

tel que am(u) = 0 ; il existe une application g : X—-PEm-1 telle que

%* - ’ b .
g(gm)=u;si g' = f‘“mlog,ona g'*(‘f'm)r-u,etparsuite:

(@?m(u) est la classe de g*(ﬂm-l) dans Coker c:m"1 o bm-l ’

I{?"m(u) est la clasre de g'*(”). mely o g*("} ™1) dans Coker <™ H

-1

. s qs m : : m m
donc si 1'on réduit @ (u) dans Coker c , on trouve la méme chose que ' (u) .

La proposition 2 est démontrée.

Passons & la propositio~ 3. La collection des matrices ay {lorsque 1'indice

h varie) définit, pour chagque m , une application lindaire

.. n+r, m+s.
JUE -y ow Shm
i ish

BR

ol = Sj pour tout h . Ceci est une opération primaire que nous noterons

S,
m Joh p
a'” ; on définit ainsi une matrice a' . Soit d'autre part

m+s.. n m+
H P8X)—sH

s,
J(X) 1'arplication lindaire définie par la muliiplication par.le
scalaire ’,Xh ; d'ol une application lindaire '

: m+s. h o m+s,
Z, OV, ' @)
jsh J

que nous noterons A . On voit que 1'on a

a= Xoa .
~ 'm . . m ' \ . »
Le novau de a n'est autre que () Ker (ah) 3 d'apres la proposition 2,.les
deux applications h

Al

Ker a'" ——- Coker bm-l
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définies par P (bo A, a') et #m(b , a) sont égales modulo une opération
primaire stable. Pour obtenir la proposition 3; il suffit alors d'observer que la
collection des Z )lh qu(b , ah) est une P(bo N, a') , car elle est stable

h

<

par suspension et compatible avec é .

La rroposition 2 bis ge démontre de la mdme manidre.
3. Wullité de P (b, 2) .

P S

PROPOSITION 4. - Soicnt tcujours a et b tels que boa=0. Pour que
‘?Y(b , a) =0 (ou, plus exactenent, pour que %P (b, a) soit une opération pri-

maire), il faut et il suf it qu'asl existe une matrice triangulaire c¢ = (c )

sys!

(s et &' parcourant le méme ensemble d'indices, avec

3= !
s °s
Cg, gt €S ) telle que

(2) boc=0 , coa=a .

DAMOISTRATION, - Cette condition est suffisante, car ¢'aprés 1l: proposition 2
les opérations gJ b o e y a) et @ﬂl(b » ¢ 0 a) induiseht des applications
Fer a" -—3Coker pr-t qui ne différent que par une opération rrimaire (stable) ;
d'aprés (2), cela revient & dire que @m(o , a) et ij')m(b , a) ne différent que
par une opération primaire stable. Or on peut prendre ¥ ™0 , a) = 0 pour tout

m , car ceci définit bien une opération cohomologique compatible avec 5 .

Montrons que la condition (2) est nécessaire. Avec les notations du n® 2 de
1'exposé 13, il doit ex ster, pour chague entier m , un élément
n-1+k

m"e Ton PET) qui soit dans 1'imege de
T
m-1+] m-1 m-1+k
T -.1 ‘ B
g ey e 2
. y

et satisfasse &

(im—l)* ”]_m_l _ bm—l Ym—l dans Zt H -:t(Fm—l)

. el o m-h_js m-1
I1 doit conc:exister g €> H E") tel que

(3) R G i e
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Or, pour m as' ez -rand, 1l'image de (im-l)* est le noveu de 1'application
compos€e
m=-1+j —=1 m+j my* m+j
N A Sl U N (VLS L F
Z H Q(F ) —_— (\_~. H (F ) __(_«’_‘__2___,3 Z_, H (G ) .
S g s

Soit M= (yrl(‘gm-l) ; puisque Lt’m = (y-l(qum-l)

I ju . s s ' '
e gfm - (i) gm satisfait 3, .

(4) vt T =0 , ((™* ™ = (o™ <‘cm .

» on voit que 1'élément

Pour m assez grand; il existe une matrice triangulaire c¢ et une seule telle

que
m nooom
T = ¢ (f 9

ruisque (f'n est la Yclasse fondamentzle" de FV (produit de complexes

m o n
X ’

v

(e ‘(’m =a
m m

désignant la classe fondamentale de G . les relations 4) donnent donc
g

m)a&

m m m m m m m

b ¢ =0 s c a br = a ’
P ¥
ce qui; pour m grand, cntralne boc =0 s Co0a=a . Ceci achéve la démoustra-

t iO‘Ll .

EXEMPLE, - Considérons le cas ol les idices r et t ne prennent qu'une seule

valeur; avec i_ =0, k, = k . Ecrivons & «u lieu de a s et b au lieu
T t s S,T s
de b ; a_ est de degre b de degré k - j et on =
t’S ? Q.S = a2 JS 9 3 w g JS 9 8. Zs bS as O L]

Supposons en outre qu'il existe un s jouissant des propriétés suivantes

Ja € js rour tout s' distinct de s ;

(=4

b # 0 ;

(S
ag n'appartient pas & 1'icdal 2 gauche eagendré par les 2y relatifs aux
s'£s .

Alors <f(b » &) ne se réduit nas & uns ondration primiire.{Supposons. en effet

qu'il existe une matrice ¢ = (cv s,) telleque boc=0, coa=a., Choisis-

Ss A
sant s come ci-dessus, on trouve (., b cs o = 0, et comne Cy gt = 0
1 = VIS ,S
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pour s' # s , pour des raisons Ce degré, et que par hypothéso b # 0, on trouve

. o
Cyg = 0 ; alors la relation [ ¢
l

, = a_ montre que a_  appartient a
Sy S s,s' s s S

1'idéal & gauche engedré per les agy pour s' # s , contrairement 3 1'hypothése).

&

4, Définition des opérations Y5 a'Adans.
,j =P

LEMME. - Pour chaque couple d'entiers' i , j > 0 telsque i=] ou 1i<j-2,

. . 5 . . »* . .
il existe dans 1'algtbre de Steenrod S  (relative au nombre premier p = 2) une

relation
21 ) <\ P 8
(5) Sq” sat = /. bgl’ 1) gq ’

o

Ozs<j .

les bél’J) dtant des &léments homogines de st .

DEMONSTRATION, - Reportons-nous eux relations d'iAdem (cf. 21)

qu th = 2{:[h -k -1 +t,k - 2t] qu+h"t Sqt pour k <«<2h,

t
' 2
en désignant toujours par [u ;, v] 1le coefficient binomial £%7:5¥1L s réduit mo-
‘dulo 2 . Prenons d'abord k =27 , n =29 puisque
j ?j+1 0
[-1, 2/]=0, le seccond membre ne contient pas Sq~ Sq~ , donc 31 appartient

& 1'idéal & gauche engendré par les Sqt pour 1 &t < 29 , qui est aussi 1'idéal a

S

gauche engendré par les qu pour s < j (en effet Sqt s pour 1 £t « 2J s

appartient & la sous-algibre engendrée par les Sq” pour s <j , d'aprés 1l'expo~
sé 12, paragrarhe 3, exemple 2).

D'autre part; on a
[2d -2t -1,2"]=1 pour 1<,

[2d o ol g oMo e i1 <5,

et la relation d'Adem montre alors que

i J si 5]
Sq2 qu + 8q° 2 (pour i < j)
i+l J i 51,5
ct Sq2 Sq'2 2. Sq” 2 (prur i+ 1 <3j)

S
appartiennent tous deux & 1'idéal A gauche engendré par les qu . pour s < J .-
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Donc, ¢i 1 <j -2 , 1'élément

1 ifl i i
qu Sq2 + qu qu 2
S
appartient & 1'idéal & geuche engendré par les Sq2 pour s < j , 8t comme

J o1
qu 2 appartient aussi ? cet idéal, la relation (5) est établie pour i £j -2 .

Ceci achéve la démonstration du lemme.
— - - ’ i i . 3
REVARGUE. - Les éléments b( 3 de la relation (5) ne sont peut-&tre pas uni-
s AT
ques. Peu importe : nous les supposerons choisis une fois pour toutes.
Définissons maintenent, pour i <3j (avec i+ 1 # j3),

. s i
b§l’3) = qu .

Llors la relation (5) stéerit

: i s s S
(5%) Zfi p(1,3) s¢° =0 pour i £j, i+ 1#] .
s=0 °
Observons que; dansscette relation, les bél’J) appartie nent & 1'idéal & droite
engendré par les Sq pour s £J .
s
Fixons i et j (avec toujours i =3 ou i <j -2). Les Sq pour

s=0, 15 «oo , J forment une m:trice a , & une colonne et j + 1 1lignes ; les
béi’j) forment une matrice b = b<i’j) & une ligne st Jj + 1 colonnes ; et 1'on

a la relation b o a =0 . On a donc une collection d'opérations cohomologiques se-
condaires & (b , a) (*%m(b , a)) , stable par suspension ; elles sont déterminées

4 1'addition prés d'une opératios primaire stable par suspension. Précisons : pour

: . A m ' . . . s -
craque entier m ‘?7 (b, a) est une application lindaire, définie sur le

sous-espace des u € 4 (X) tels que

S
(6) Sq2 (v) =0 pour 0 ¢s £ ,
a2l
et & valeurs dans le quotient de 1 142742 (X) par la somme des images des

N

b;l’a) (il s'agit, bien entendu, de cohomologie A coefficients dans 22). On notera

INPRP S
Qr .(X) ce quotient de H" 12742 x) .

L'opération. secondaire q9(b , a) est unique : en effet, une opération primaire

stable de méme degré que ﬁé(b s a) , c'est-a-dire de cegré 2t v 2d 1
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appartient & 1'idéal & gauche engendré par les qu pour s <j (puisque, d'apres

m

le théorime 3 de 1'exposé 12, une telle opération primaire appartient & la sous-al-

: S
. , : 2 . ; .
gebre engendrée par lés Sq pour s £ j ; elle est donc nulle sur les u satis-
fos N k j
faisant & (6). En fait, la condition (6) équivaut & Sg u=0 pour 1 <k < 2J+1 .

Avec ADAMS, nous noterons i§j_j 1t'unique operat1on éb(b , a) ;3 elle est définie,
rappelons-le, pour tous les couples d'entiers 1 , J tels que 0 <1i <£j,
i+ 1#j . Observons que la connaissance du degré 2t + 29 -1 détermine le couple

(i , j) , en vertu de 1'unicité de 1'écriture dyadique.

Ltopération <§> n'est pas nulle (ou, plus exactement, n'est pas égale & une

i,]
e). Cela vésulte de 1'exemple traite au puragraphe 3 ci-dessus,
(1,3) ot 23
compte tenu ¢t fait que bj ¢4 = 8a ntest pas nul, ct que Sg n'appartient
s 3

.

pour & < j (einon Sq2 appartien=-

opération primeir

pas & 1'idéal & gauche engendré par les Sq 5
drait A& la sous-alglbre engendrée var les Sg pour s < j , contrairement au théo-

r2me 3 de 1'axposé 12).

5. Priancipe de la méthode d'idams pour la solution du probléme de 1'invariant de
Hopf.

Donnons-nous u: entier k 2 0 . Considdrons tous les couples (i , j) tels que
(7) 0<izgjsek, i+ 14 .

1,3 PN . . N
b( »3) relatifs & tous ces couples (i, j) et & tous les s <k

S /s s
i s . . . .
h( s3) =0 si s > j) constituent une matrice bk qui, pour cha=-

Les &léments

(on conviert que

2

que en tler m , définit uce cpération primaire

c S — i,
m - +2 \ 2 42
()" 2 H 00—, O N
5% i,]

;. . \ . 2°
Décignons par a. la metrice (& une colonne et k + 1 lignes) formée des S
g P

k
pour s & k ; elle définit, pour cngque m , une opération primaire

(a. )™ : 1H(X) Hmzs(x) .

On a bk ° & = 0 ; les matrices &y, et bl définissent donc une opération se-

condeire stable i‘(o s & ) s et on voit comme pour ﬁPi . qu'une telle opération

79
.\
est unique. Nous 1la noterons 5Pk . Pour chaque entier m , s(<ik) est une appli-

cation linéaire du sous-espace des € #(X) tels que Sq (u) = 0 pour O <sclt ,
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- 2
g1l +2 (X) relative 2 tous

M

dans un quotient Qi(X) de la somme directe
" (i,1)
les couples (i , j) saticfeisant & (7). Précisons que G (X) est le concyau de

1'application

()1 5 g2 (X)____*Z' =142 “23()() ’

k

S": - l?o
et que ce conovau ne doit vas &tre ccenfondu avec la somme directe E Q (X) N

qui est un quotient de Gy n(x) . (1,3)

REM.RQUE. - Pour chaque couple (i , j) satisfaisant & (7), 1l'application composéc

de (55 ) et de 1la projection > Q? j(X) n'est autre que llapplication
2

(45 s comme cela résulte des nropositions 1 et 1 bis.

Supposons mainterat que 1'on ait une npération primaire ¢, qui, pour chaque

k
m , envoie

AN i, ‘ Sk+1

/. HYERNR) dens #TIR T(x)

(1,3)
(la sommation étant touiours dStonduc aux courles (i , j) satisfoisant 3 (7)),
et supposons de plus que c, o b, =0 . D'aprés la proposition 1 bis, les deux opé-

k k

rations

) C@(bk s a.) et ?r‘)(ck o by , ak)

§3N

sont égales modulo une opération primaire stable. Ma;o puisque ¢

Yy 1, 'est autre que R (X)

x © bk =0, le

conoyau Ce (c ) (en d'autres termes,

k -
l'indéterminatlon est nu'le); et on peut prendre C?(ck o by, ak) = 0 . Ainsi,pour

u éHm(X) tel que

s
(8) Sq2 (u) =0 pour 0L s <¥ ,
. , . m+2k+1
ck(ébk(u)) est u1 éliment bien diterminé de H° (X) , et colfncide avec le trans-

formé de u par une opération primaire stable. Or une telle opération a lec degré

~ k+1 b}
2 ; elle est donc de 1la forme

S+l
TX\Sqd + un élément décomposable de s* ’

o XN est égal 3 0 o 1 s et rar suite on a la relation

o ©ook+1
(¢) ck(?l_(u)) = \qu (u) pour u satisfaisant & (8).

Observons que la matrice ¢y, est une matrice & une ligne et autant de colonnes
qu'il y a de counles (i , j) satisfaisant 3 (7) ; et la relation Cy © bk=?0 Séerit;
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(10) } ,) c}(rl’;') bﬁl’J) =0 pour tout s tel que O0<s €k .
LI |
I1 résulte d=s rropositions 1 & 3 bis que si on prend la classe de
- e+l
e, (¢, (u)) & g2 (X) modulo la somme des images des applications composées
k*1tk
(153) s (1,3)
isg c k+1
(%) Sy @Iy TR 2T T ,

7
on obtient EL_) cil’J)Cig j(u) « =insi la relation (9) s'éerit
(i,i ?

m-1+4

k+1
(9*) % (1’]) %’ ( ) = ;XSqQ (u) pour u satisfaisant & (8),

"
Ie . e . 3 m+9 < Y . ~ - 0 4
1'égalite ayent lieu du-s le cuotisnt de H (X) qui vient G'&tre précisé.

FMous pouvons iadiquer mi.interast le priacips de la méthode d'iD:MS. I1 prouve que,

pour tout entier k > 3 , 11 est pessibie de chyisir la matrice Cy de maniéere que

l'on ait A =1 dans le relation (9).

Une fois ce résuliat admis, il sst facile A'établir le théoréme annoncé dans
1l'exposé & (fia du nur.graphe 6), et d'od 1'on avait dé.duit une solution du problé-

me de l'invariant dz Hopf. Il s'cg t do vrouver ceci : soit un X tel que

Ht(X) =0 pour m<t «m+n (il s'agit de cchomologie & doefficients dans Z?) H

alors, si n est distinct de 1'un des entiers 1 s 2 534 ou 8, 1'ogération

d~ Steenrod

vy

u dm(x)-___9 m+n(X)
est nulle.

DA A ; . . . ;
DEMONSTRATION. - Sunnosozs d'abord ghe n re soit pas une puissance de 2 . alors

n * - ~ . s ) 2 2 n
Sq” est un élément dé COMpo a®le de S (exposé 12, théoréme 3), donc ici Sq
k+1
s'annule sur Hm(K) o Si maintenant on a n =2 ; avec k > 3 , choisissons les

cél’J) de fz-on que (%) ait lieu, avec X =1 . Soit u 6~Hm(x) ; u satisfait &
: .
(8) puisque Ht(X) =0 pour m <t «m + o+l ; donc la relation (9) est applique-

ble & u . Or Ebk\u) =0 , parce aue la valeur de é?k(u) est dans urn quotient
Q M(x) d'une somme directe
Hm-1+2i+25(X) ’
(i,3)
lagquelle est nulie ici. ﬁonc le second membre de (9) est nul, et ceci démontre le
théoréme.

(1,1)

X satisfaisant 2 (10), de

Tout revient donc, en définitive, & choisir des ¢
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fagon que A=1. Clest ce probléme qui va faire 1'objet des-exposés suivarts. Si
on analyse sommairement la question, on voit, d'aprés (10); qu'il s'agit d'étudier

les relations existant, dans 1'algdbre S , entre les bél’J (pour chaque s),

et que les bél’a) satisfont eux-mimes % des relctions
. S
Zbél’J) s =0 .
)

- I1 s'agit donc de la question dess relations entre les rclations existant entre les
oS
Sq~ . Ceci conduit & 1'étude de la "ecohormologic de l'algébre de Steenrodi.
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