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el : 2 mars 1959

QUEIQUES PROPRI'TES DES ALGEBRES DE HOPF.
APPLICATIONS 1 L'4LGIBRE DE STETITOD

par H. CARTALN

1. Eléments décomposables, éléments primitifs.

Soit A une algébre gradude augmentée, aved élément unité. Notons v : K—> A
1'injection canonique du corps de base K (pour simplifier, on suppose que & est
une algsbre sur un corps K), et notons & : 4A—K 1'augmentation. On a
€ o M = identité. On notera I(4) le noveu é&e g , qui s'identific au conoyau

de mn . La multiplication '
éﬁ : A® A—>A (les produits tensoriels sont pris sur K)
induit une application
¢ I(4) ® I(4)—I(4) .

Les é1éments de 1'image de tp sont appelés éléments décomposables de I(4)
\.'J

(ou, par abus de langage, éléments décompesables de 4). On notera Q(4)  le. cono-
yau de ql : .
2
Q(4) = I(A)/(1(4)) .

Par abus de langage, on appelle éléments indéconposcbles les ¢1éments de G(4) -»

Observons que Q(4) est un espace vectoriel gradué. Si on relive dans I(4) les
éléments d'une base (homogéne) de Q(4) , on obtient un "systéme minimal de généra-
teurs" de 1'algdbre u (considérée comme algébre 3 élément unité) : un tel systéme

engendre A , et tout vrai sous-:ystime ne l'engendrc pas.

Soit maintenant 4 une coalgibre gradude, munie de deux applications de coalgé-
bres gradudes & : a-—K et m ¢ K—4 ; telles que L oM = identité. Soit
toujours I(A) "le noveu de € , identifié au aermoyau de Q. I1 existe une apphi-
cation linéaire '

0 & I(4)—I(4) ®I(4)
et une seule induite par A , c'est-d-dire telle que le diagramme
AL S i@a

I(a) _,E_,; I(s) @I(4)
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soit commutatif. Le novau P(4) de 8 stappelle 1'espace (vectoriel gradul)

des é1léments primitifs dc I(4) , ou (par abus de langage) éléments primitifs de

A . Si on suppose, ce qu'on fera toujours, que & est élément unité pour A ,

c'est~3-dire que les deux applications composées

825001 5% r@i=s

AL 5ima E_ggji>~1idb X = 4

sont 1'identité (cf. ixposé 10, paragrsphe 1), une condition nécessaire et suffi-
sante pour que a & I(4) soit primitif est que
Ala) =a®P1 +1®a .
Supposons désormais que 4 soit une algébre de Hopf (au sens de 1'Exposé 10,

paragraphe 1). Alors ¢ = I(4) ®I1(4) I(4) et 5 : T(A)—I(4) DI(4) sont

définis, einsi que les espaces Q(4) et P(4) . De plus on a une application liné=

aire naturelle P(a)—»Q(4) (puisque P(4) est un sous«espace, et Q(A) un espa-
ce-quotient de I(4)).

CSoit A% 1'clgdbre de Hopf duale. 4lors I(4) et I(4") sont en dualité. Dans
cette dualité, le sous-espcce des éléments décomposables de I(A*) est 1l'ortho-
gonal du sous-espace P(4) . On obtient donc une dualité naturelle entre Q(4%)

et 'P(A) . De mime, Q&) et P(4*) sont on dualité. De plus, 1'application
P(A*)__aQ(A*) s'identifie & la transposde de l'application P(A)—>»Q(4) .

Nous laissons au lecteur; & titre d'excrsice, le soin de démontrer les deux pro-

positions suivantes (ef. [3], rroposition *5.5, p. 45, et theorem 4., p. 29) :

PROPOSITION l. - Soient u ot v deux éléments homogénes de P(4) , de degrés

r et s ; alors
rs " ; PR
w - (= 1) vu (“crochet gradué™ de u et v)

appartient & P(4) , qui est donc une algébre de Lie graduée.

PROPOSITION 2. - Supposons que le corps de base K soit de caractéristique

p#0 . Alors, pour que 1'application P(&)—3Q(4) soit injective, il faub .ot
il suffit que : '

1° lc multiplicetion de A soit associative et commutative (i. e. anticommutati~

ve)

2° 1: puiscance p-idme de tout é1lément de I(4) soit nulle.
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TYEMPLE. - (cf. Séminaire 1954/55) Soit 11 un groupe abdlien de type fini, et
2’ un entier > 1 . Alors 1'homologie H (TI, n Zp) et la cohomologie
. :
H(TT, ns
. p
H*(T1., n .
1

injective ; l'application P(H*)“f>Q(H*) est surjective, et son noyau se compose

) sont des algibres de Hopf cn dualité. La multiplication de
} est associative et commutative ; 1'application P(H*)~3>Q(H*) est

wve
N N

des puissances p-iémes. On montrc en outre que P(H*) est exactement 1l'image de
le suspension B (TT, n+1; 2)—=K(TT, n; Zp) , tandis que 1'espace des
éléments décomposables ¢e H (T, n ; Zp) est exactement le noyau de la suspen=
sion H_(TT, 2 ; Zp)~—;H*(TT", n+1: Zp) .

2. Sous-algdbres de Honf et algibres-quotients.

On définit d'une manidtre ¢vidente la notion d'homomorphisme d'algebres de Hopf

* * . . N
A—B . La transposée B —> A est alors aussi un homomorphisme d'algebres de
Hopf ; si 1'une des applications est injective, l'autre est surjective, ot vice-

=VCIrSae.

Le cas ol l'homomorp:isme A-—B est injectif (resp. surjectif) donne la notion

de sous-algébre de Hopf d'une clgtbre dec Hopf B (resp. d'algébre de opf quotient

d'une algdbre de Hopf 4).

PROPOSITION 3. - Soit A  ure sous-algibre de Hopf d'une elgébre de Hopf B . Soit
f : B®A®I(A)~—>B 1'applicetion composée

B ®I(A)->B®Bi>13 s

ou I(4)—B est induite par 1'injoction 4B, ot ol & désigne la multipli-

cation de B . alors le conoyau C de f  est muni ¢'unc application dizgonale
A — L

C—C ®C induite par 1'application diasgonale A de B ; si en outre la multipli-

cation de B est associative, 4 est le novau de l'application composée
g : BL3B ®B-—B ®I(C) ,

ol Bw-pI(C) désigne 1'application composée B—>C—>1(C) .

(.3 si la connaissance du quotient C de B permet de retrouver la sous-algébre
A de B).

On a une nroposition dunle :

PROPOSITION 3 bis. - Soit B-34 u2 homomorvhisme surjectif d'algébres de Hopf.
Soit f : B—>B ®I(4) 1'application composée

B2 B®B—03B®I(L) .
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Alors 1z novau C de ¥ est unc sous-algsbre de B (pour la multiplication) ;

si en outre l'application diaconale de B est associative, A4 est le conovau de

1'application conposée

g : B ®I(C)—B ®B B .

Démontrons par exemple la proposition 1 ; la proposition 1 bis s'en déduira en
passant aux algibres ducles. L'application diagonale & de B envoie I(4) dans
I(4) @A+ 4 ®I(4) , done clle ervoie B.I(a) (image de 1'application
f :B®I(4)—B) dans

B.I(A)® B + B® B.I(4) s
et par suite & passe au quotient ot définit C—>C R C .

Le noyau de g contient évidemment 4 , car ce novau contient I(4) et K . I1

reste & montrer que si le multiplication de B cst associative, tout = € I(B) tal

‘que g(x) =0 est dans I(4) . Or (&€& 1) o g n'est autre que la projecticn
B-—I(C) ; donc si g(x) =0, =x est dans le novau de B—>I(C) , c'est-a-dire
dans B.I(4) . Supposons alors que

)

T
x&( ., B).I(4) , x  homogdine de degré n + k ;
a<n
14

— ) ‘
on va montrer que si n 21, ona xe& ( > B ).I(L) ; d'ou, par récurrence,
Gen

x €I(4) , ce qu'on veut démontrer.

Pour cela, prenons une K-buso (ai) de 1l'espace vectoriel dcs éléments de degré
k de I(4) ; on a

S
- ! - t = J: — .
x Z_l: b, oa, +x', avee x' & ( 'qu'] B).T(4) , b &8

Puisque n 21 , on a

g(k’i ai) = (- 1)(deg ai) (deg bi) ai@ p(bi) nodulo B @ ( %;h Cq) ,

en notant p 1'application B-=I(C) . De plus g(x') EB ®( > Cq) 3
de sorte gque l'hypothdse g(x) = 0 donne a<n

— ‘
2o (- nyldee e )ldee by) g pO)EBD( 2 _C) .
i gen q
Puisque les a; sont linéairement indépcndants, on a done p(bi) = 0 ; autrement
- dit, b€ B.I(4) , et par suite (pour une raison de degré)

b, € ( Z, Bq).I(A) .

q<n
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D'aprés l'associctivité de la multiplication, on a

S . < ,
by aié( D Bq).I(d) s atodr xc ( 2. Bq).I(A) s
g<n gen

ce qui achéve la démonsiration.

DEFINITION. - Soit A une ssus-algebre de Hopf d'unc algébre de Hopf B dont
la multiplication est associative. On dit que A est une sous-algébre normale si
1'idéal & geuche B.I(4) est dgal 3 1'idéal 3 droite I(4).B ; alors le conoyau
C de f ocst muni d'une multiplication induite par celle de B 4 et il on résul-

te que C est une algdbre de Hopf. On la notc BAA , ot on 1l'appelle l'algébre de

Hopf quotient de 1'clgibre de Hopf B par la sous-algébre normele A o S'il en

est ainsi; A est le novau ce chacune des deux applications composées
A
B——B ®B —B ®I(C)

B A,\B@B——)I(c)@B .

Duzlement; so’t A wune algébre de Hopf quotient d'une algebre de Hopf B dont
l'application diagonale est associative. On dit que 4 est un quotient normal de

B si les deux applicatio s composdes

B -é-;)B ®B —E ®I(4)
B-—é-aB ©OB—>I(a)® B

ont méme novau C ; z2lors C ect une sous-algdbre de Hopf de B , qu'on note 4\B s
et qu'on peut appeler le "aoyau® e la surjection B—34 . S'il en est ainsi, 4

est 1€ comoyau de chacune ces applications composées

3 ®I(C)—>B ®B~<-P—>B
I(C) ®B —E @B-i.w

Les propositions 3 et 3 bis entral.aent :

THEORMME 1. - Soit B une 2lgebre de Hopf dont la multiplication et 1'application

diagonzle sont associatives. Si° 4 cst uncsous-algébre de Hopf normsle de B ,

1'algzbre de Hopf quotient C = B /4 est normale, et 4 = C‘%ﬁ .51 € est une

algébre de Hopf, quoticnt normal de B , alors le "noyau" A de B —C est une

s us-algébre cc Hopf normale de B s e C = B/4 .

REMARGUE, - Si "4 et B scticfont aux hypothésce de la proposition 3, alors les
ducles B et A" satiefont aux hypotheses de la proposition 3 bis, et
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réciproguem~nt, Si la multiplication de B est associative, 1'application diagona-
le de B’ est assccietive ; si de plus’ A cst une sous-:lgébre normale de B ,

* . , * <
alors A est un qurtient normal de B , et 1'algébre de Hopf C = BJA

a pour duale le "aovau' de B —4 .

3. Exemples tirés de 1l'clgébre de Sheonrod ot de sa dualc.

EXEMPLE 1. - lous supposons p pronier impaire. Soit A la sous-algébre de S*

engexdrie par los Ei 5 c'est une sous-algebre de Hopf (7 cause de la formule
(12) de 1'Exposé 11). A est une sous-algdhre normale; & causc de lz commutativité
de la multiplication de S* o Il est clair que C = S* /A s'identifie 3 1'algdbre

extérieure engendrée par lcs ’Ck s l'application diagonale étant

Tk._;‘?kéi‘-l + J.CZ)Tk
(les T, ‘sont primitifs dans C). La duale ¢* s'identifie & une sous-algébre de
Hopf de s* 1 clest 1z sous-algibre enccndrée par les {Bk , qui est unc algebre

w

. i < *
exteérieure ayant pour base les [5“ . La sous-clgébre C  est une sous-algébre
* . e . 03 . 0 ’
normale de S (ce cui se vérifierait directeme 't sur la formule (18) de 1'Exposé

11). De plus, ici, la du le St //C* s'identifie & la sous=-algébre de Hopf de

* R . s
S ayant pour base les @ ; mais il faut prendrc garde que cecli h'est pas une
N * . . . * 2
sous~-algebre normale de S . En efifet; si 1'idéal a gauche de S  engendré par les
R rd . . ’ - - . ’ . .
(? autres que 1 etelt un idéal & droite, cet idéal contiendrait les Fk-*l pour

tout entier % > O , ruisque (d'aprés 1'Expose 11, corollaire au théoréme 1), on a
k k
PN p .
Pra =C° Py i P 5
done S® /A" se réduirait & la sous-algdbre engendrée par Bo 30T T, ongen-
dre dans S* un idéal J qui cst distinet de 1'corthogonal de A* (par exemple
‘-’7124 Jd et ’tl estorthogonal & A*), G'ou une coantradiction.

EXZMPLE 2. - Prenons p =2 . Soit t wun entier > 0, et soit J, 1'idéal

t
(bilatére) de S, engendré par
t t-i+l
> 2%, 2 2 -
(S‘l) 3 eve° 9 (Ei) 3 ee¢ ’A (Et) I gt"“l 2 St+2 9 oo
Soit C’c 1'aXkgébre quotiet de S* par J g multiplicativement, Ct est unc
algdbre de polyndmes M"tronquée" 3 Y varizbles S5 e Et s les relations
étant '
t t-i+1
el 2 - 2 _ > 2 -
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T1 est immédiat que 1'application diagonale de S; (Exposé 11, formule (10))

passe au quoticnt dans C car

.t 5

, t=le+l << t-(k-1)+1 t=k+1
A*(EQZ R (Ebdﬂ 1 ®(§iﬂ y

D<igk

“Ainsi Ct est une zlgibre de Hopf, quotient de S% . Sa dualz, qu'on notera

s*(t) , s'identific ® une sous-algebre de¢ Hopf de s* ; c'est la sous-algthre ayant

pour base les SqR , ot R marcourt 1l'emsenble des suites (rl »oeee s Ty s voo)

telles que

ry < Phe s eee s Ty <.2t"k s o (donc r, =0 pour k> 1)

On voit que la sous-algibre S*(t) est de dimension finis, égale 3 Zt(t+l)/2 3

. > t
et qu'elle contient Sql pour i< .2t ; et ne coatient aucun des Sql‘ pour 1 22

(On verra plus loin (th.oréme 3) que s*(t) est 1a sous-algdbre de S  cngéndrde
par les Sq:'L pour i <,2t)° L'algdbre S  est réunion des séus-algébres S (t)

de dimeision finie, et par conséquent tous les élémants de s de degré > 0 sont
nilpotents (MILNOR [2] ).

"EXEMPLE 2 bis. - On surnmose p premier impcir ; soit Jt 1'idéal de S; engen=
_ L teisl
dré par les (fi)p et §t+l ) §t+2 s see comme ci-dessus, ot en outre par
t-us les T, (k 20). C'est cncore unc ~lgébre de polyndmes tronquée en
}il 3 see g _gia’ ct une algébre de Hopf. Se duacle est la sous-algébre de Hopf de

s* ayant pour base les SQR’, ot R parcoutt 1l'ensemble des suites

e

(rl s eee s Ty s «eoo) satisfaisant

r <'pt s soo 5 T <‘pt-k 5 eee (done r =0 pour k >t).
1 k k
La sous-algébre en question est de dimension finie; égale & pt(tﬂ)/2 s clle

contient 7 pour i <.pL s et ne contient pos ¢t pour i > pt (on verra
(théordéme 3)que c'est lc sous-clgdbre de S engendréc par les % pour i <_pt).
I1 en résulte que tous les GDR "distincts de 1 sont nilpotents.

EXEMPLE 3. - On suppose p premier impair. Soit cette fois Jt 1fidéal de S;

engendré par

t t '
p D P
(El) 5 ©°°9 (Ei) 5 *°° 3 (ft) b §t+1 ] §t+2 5 e
et les T, pour k>t L'elgebre quotient ¢

-i+l

t est le produit tecnsoriel d'une
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algébre de nolyndmes tronquie cn '§l g eos s ;ft et d'unc clgébre egtérioure en-
gendrée par Tos eee s Ty oo De plus, l'applicotion dicgonale de S, (Expeeé 11,
formules (12) et (13)) passe au qu?tient dens  Cy , notamment parce que ‘A*(Tfk) ’
rour k >t , appartient & JtQ@ S, o ddnsi C_ est une =lgebre d¢ Hopf. Sa duale,

* g coax o N *
qu'on notera S (t) , s'identific & une sous=nlgdbre de Hopf de S ; clest lo

™

™
sous-algebre ayant pour base las j%'J (0", o E et R rarcourent 1'ensemble

des suites E = ( EO ) ses s Ek s sss) et R = (r1 s ere s T ee.) tollos que

Ek =0 pour ¥ >t , 1y < pt"k (done r, =0 pour k> t)

* . . .o s .
la sous-algébre S (t) est de dimension finie, égale &

St+l pt(t+1)/2

Elle coaticnt les Gbi pour i <:pt » ainsi que lss j;i pour i <€t , mais ne
contient pas GPi pour i > pt , ni f3; pour i >t (on verra (théoréme 3) quc

S*(t) est la sous-algibre cagendrée por /30 et les OF pour i « pt). L'alzebre
s*  eet réunion des sous-:lgébres S*(¢) dont chacune est de dimension finie,; donc

chaque élément de S dont lc deeréd est > O est nilpotent (MILNOR, [2]).

4. Recherche Ces éléments primitifs d'une clgébre de Hopf.

LEME. - Soit & unc lgiébre de dopf dont la multiplication soit commutative et
associative. Supposons quc A , comme algibre, soit un produit tensoriel d'algebres
de polydmes, éventuecllement tronquées; dont chacune o un générateur homogéne Xy
(de degré > 0). [Rarpelons que d'aprés a. BOREL [1], toute algébre de Hopf sur un
corps parfait; dont la multiplication cst commutative et associative, est de ce
type. Mais nous n'utiliserons pas lec résultat de BOREL ], Soit y un é1lément homo-
géne, qui s'derit comc polyadme on X, & coefficients polynomieux par rapport
a des %y tels que les [&(Xi) ne fassent pas i.tervenir X, e alors; si y est
primitif et contient effcctivement X s Y est e produit d'un scalaire et d'un
é1lément de la forme

.

d
(xn) + 7 R

ol 2z ne dérend que dcs X et ol 1'cxposant d est une puissance de la carac-

téristique p (d = 1 si la caractéristique est nulle).

DEMONSTRATION. - On 2 a priori

_ e . d-1
v = ao(xn) + ul(Xn) *ees ta ’
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d étant un entier 3 1 , ot les 2y étant des polynlmes en les X . Par hypo-
thése; les A (ak) ne font pas intervenir X - On suprose a # 0 ; on va alors

montrer que aoé. K , ¢n raisonnant par 1'absurde.

Notons A 1'espace veetoriel engendré par les mondmes en x dont le degré est

ks ona

— d ; .
Ay) = (Aao).((xn) ®1) ~odulo by g ® A
donc, si le degré de ag était > O, on aurait, y étant prinitif,

, d X .
0=§y-= (5ao +1®@a )((x)" ®1) modulo 4 , ® 4 )
d'oll
d -, . ,
(Xn) ®a, E‘Ad-l Qia+JT @4 ,

J désignant 1'idéal cngendré par les x; autres que x . Comme a, #£0 , ceci est
absurde. Par conséquent il est bien prouvé que deg (ao) = 0 , autrement dit
a, K.

En multipliant y par un scalaire # O , on peut donc suproser désormais a, = 1
‘n ve montrer que 4 = 0 pour O <k <d . Raisonnons encore par l'absurde : sup-
posons que a, #0 pour un k tel que 0 <k<d, et que aj =0 pour
0<j <k . Alors

1

(Xn)d-k

d
(xn) + a P ak;tfoS deg(ak)>0 .

v r

k
Posons

= - 1 = : )
u Axn x X1 8xn-'- 14X X, .

A 1Y —_ X &9 1 t 0 t AN dl . A (X) 1 l()d. (o] Y L}

On en déduit

a-1 ' ..
0=0y=" "[d-1, 1] a-i i & d-k
y=p [d-1,1 (,&r ®1) u +(1®a1’+ ak)(xan)l)
i=1 ' i
modulo Ad—k-l 0 A s

. 1)1
(en notant [t , t'] 1lc coefficient binomisl %‘,—%—%—,—)-’—) ;d'ol; en remplagant u

par 6xn+1®xn,
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[d—l,l](xQl@(xn).+(x)dk®a C_dk1®A+J®A .

i

=
Cecl impose ay = 0 ; contrairement & 1'hypothése.

o d P . ~ A
Finalement; on a "'y = (Xr) + 3, 2z etant un polyndme en les X; Puisque ¥y

est primitif, on a

(8x )¢ - (x, ®1)¢ -(1@x) =-8recrma

°

or le premier membre est égal, modulo J @A , &
= d-1 1
z___; [d -1, i] (X.ﬁ) ® (Xn) 9
=

ce qui exige que les coefficients binomiaux [d - i , i] sodent nuls p-ur
1€i<d-1.1I1 s'ensuit (résultat classique) que d ost une puissance de la
caractéristique p (si p#0) , ouque d=1 (si la caractéristique est nulle).

&

Ceci achive la démoastration du lemme.

5. Application : éléments primitifs de S; et de certains de ses quotients.

THYOREME 2.

&+ Considérons 1'une des algtbres de Hopf suivantes : dans le cas p=2 , 1l'algd-

bre S, ou les algébres quotients Ct considérées & 1l'exemple 2 ; dans le cas ol

p est premier impair, la sous-algibre de S* engendrée par les :gi ou 1l'une des

algébres"ggptients considérées dens 1l'exemple 2 bis. Dans chacune de ces algébres de

Hopf, les éléments primitifs sont les combinaisons lindaires d'éléments de la forme

(gj)d', ol d est une puissaace de p .

b. Considérons pour p rremier impair, 1'une des algebres de Hopf suivantes :

soit 1'algétbre S, s £oit 1'u- des quotients de S* considérés & 1'exemple 3. Dans

une telle algebre de Hopf, les éléments primitifs sont les combinaisons lindaires

de T et des éléments de la forme (El)d s ou d est une puissance de p .

DEMONSTRATION de a. - Soit v un élément rrimitif homogéne. Supposons que :En
figure dans 1l'exwrecsion de y , mais qu'aucun des Tgi s pour i>n , n'y figure.

D'aprés le lemme, y est, & un facteur scalaire prés; de la forme
(F)d"z ’
on

ol d est une puissa-ce de p , et 2z ne dépend que des ‘§i. pour i «n . On va

moatrer que n » 2 condult 3 uaie contradiction. On aurait
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n-
g d
(1) 5(2) = 2:; ®<§> ;
done, si B' désigne la sous-algdbre engendrée per les }?i pour i<n -2, on
aurait

n-1, 1
(2) 6(z) = (‘gl)p O‘@(Fq_l)c‘ modulo 4 @ B! .

b

I1 on résulte que 2z , qui est un polyndme en _?;_1 & coefficients dans B! ,
contient effectivement En-l :

_ C k k-1
Z“bo(>n-l) +b1(§n-1) Toeee s

avee b #0 . Le degré de 2z étant celui de ( )d ne peut Stre dgal & celui de
n

(§n 1 : , donc le degré de b, est > 0 . ilors, dans l'expression de 5z,

>n 1 flgure & droite du produit teousoriel avec l'exposant k , mais jamais avec un
exposant > k ; en comparant & (), cela prouve que k = d . Mais alors, dans l'ex-
pression de Sz s gn-l ne figure jemais; & gouche du produit tensoriel, avec un
exposant > d , ce qui contredit (1).

Ce rcison-ement cst valable cens les algébres quotients considérées dans les exem-
t-n+l

ples 2 et 2 bis : en effet; puisque vy #0 , ona d <p H 11 onuuit quo

p d e T ] e . e rd
7§ ) et (fn-l) sont # 0 dans la relation (2), et que (jn_l) et
(fl, sont # 0 dans la retation (1).

DEMONSTRATION de b. - Soit y un élément primitif homogénc. Si aucun des T,

n 20) ne figure dans y , on est ramené au cas précédent. ‘Supposons danc que
T, figure dans vy , mais qu'aucun T, n'y figure pur i >n (n=20) . On va
montrer que n = 0 , ce qui, grice au lemme, établira lc théoréme. Raisonnons par
1'absurde, en supposant n >0 3 y est dele forme a T, t b, a et b étant des
é1éments tels que T, ne figure pas dane Afa) ni dans A(b) . D'aprés le lem-

me, vy est, & un facteur scaleire prés, de la forme

Tl’l - 2 9
et puisque y cst primitif, cn 2
' n=-1 p
(3) 5:0 (§£,4)" ®©7Ty .

Donc ?n-l figurec effectivement dans 2z , et on a

= g +
z t"cn_l v s
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ol u et v sont indépendants de Tyq Le degré de u , ézal & la différence
des degrés de “Cn et do ’I"3 1 egt 2 0 ; done cS z contient un terme en
=

. ’T’h 1 ®u, ce qui est en contradiction avec (3).

Ce raisonnement cst valable dans les algébres quoticnts considérdes 3 1'exemple 3.
En effet, on a alors n €t , donc (En_l)p £0.

Par dualité, le théoréme 1 fournit des informations sur 1'engendrement dc 1'algh-
bre S et de certaines de ses sous-algébres. Rappelons en effet que si A eb A*
sont deux algébres de Hopf en dualité, l'cspace P(4) des é1éments primitifs de
4 et 1'espace Q(4%) des &léments nindécomposables" de '4°  sont on dualdté. Iei,
dans le cas p = 2 , 1'élément de la base de Milaor de S qui correspond a
(%’11)d €.S est Sqd (Exposé 10, corollaire du lomie 3). Dans lc cas ol p est
premler impair, 1'élément de la basc Ce Milnor de s* qui corrcspond & (§ )Q
est (P s ¢t celui qui correspond & T, est Po (opérateur de Bockstein)

(cf. Exposé 10, corollaire du lemme 4). Le thdoreéme 2 donne aussitdt :

THEOREME 3.
h
a. Les Sq2 (h=0, 1, «..) forment un systdme minimal de générateurs dec 1l'al-

gébre Jde Stecnrod s* pour p =2 . Pour p =2 , la sous-algibre S*(t) admet

. h .
pour systéme minimal de générateurs les qu pour 0 <h <t . Pour p premier

impzir, le sous-algdbre de s* ayant pour bose les G’R admnet pour systéme mini-

h

mal de génératcurs les PP (=0 s 1 5 «s.) 3 la sous-clgdbre ayant pour base

les @R » ot R satisfait &

———

t t-k
r, Lp 5 eee 3 TP P 3 eee s

h
admet pour systéme minimal de générateurs les (I'?p pour 0<h <t (donc cctte

i
sous-algélre est engendrée par les @ Jpour 1 <p )

b. Pour p promier impair, B et les 6’" .(h=0,1, ...) forment un sys-
téme minimal de générateurs pour 1'algébre de Stecnrod s* ; la sous-algébre S*('b)

h
admet pour svstéme minimal de générateurs p et les G’p pour O < 'h <t (donc

S*(‘b) ‘cst 1o soun=2lgébre engendrée par /3 ot les GD pour i< p )

6. antiautomorphismes d'une algébre de Hopf.

Soit 4 wune algébre de Hopf. Pour commencer, on ne fait aucune hypothése d'asso=-

ciativité ou de commutativité au sujet de la multiplication % et de 1'apprlication
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diagonale 4.

PROPCEITION 4. - I1 cxiste une arplication lindairc c¢ @ A—3A4 et une scule tel=-

le gquc l'application composée

A . 1% ¢ ﬁ‘

(4) 3 A &) S A A ——>A
soit ézale & m o & . Cette aprlicotion cst de degré O .
L

REMARCUE. - La condition inposée & c peut encore s'oxprimer comme suit : on o

c(l) =1, et 1'anplic. tion composde (4) cet nulle sur I(4) .

DEMOISTRATION. - On prouve 1'existence ¢t 1'unicite de ¢(x) par récurreace sur

le degré de x < A4+ Pour le degréd 0 , ona c(l) =1 . 81 x oast de cezré

n >0, soit

°

x = > 7. & z; (Ceg (Zi) < n) ?

-~

i

la condition imposée a l'aprlie-tion (4) s'éerit
k +

(5) c(x) = - x - Z.Yi-(czi) ’

ce qui détermine c(x) puisque les C(Zi) sont déid connus. La reletion (5) sert

donc de définition récurrentz 3 ¢ , .

e . . ¥ % * N .
REMARQUE. - Ltaprlicution ¢ @ 4 -—>A  de 1'algdbre ducle est la transposée de

c 5, comme on le voit en transposcnt (4).

Alcslbres de Hopf oprosées. - Etant donnde urcalgibre de Hopf 4 , de multipli-

cation 4 ot d'applicetion dicgonale A, on va lui as-ocier trois autres al-

gébres de Hopf,; en géndiral distinctes de et distinctes entre elles. Elles ont

k
b

le méme suprort 4 , et ne diffirent ques por le rultiplicetion et 1'application

ALy e A A2 4 ’

diaponzle. Soit §7' 1'cprlication composce

o T , comme d'habitude, transforme = ® v en (- 1)(dng x) (Ceg 7) y ®x . Les
aprlications @?’ et /,\ Jdéfinissent sur A unc structure d'algibre de Hopf :
la vérification est eisée, le point esce7tiel consistant & vérifier que le dia-
gramme (1) de 1'Bxposé 10 est bien commutatif ; or cela revient & vérifier que le

rroduit des trois permutations suivantes
(1929394)“‘““5(3:49132)

(1929354)“‘"‘7(173,294)
(192,3,4)““""7\(2:194:3)
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est égale & la seconde d'entre elles. On notera que si qD est associative, il en

est de mAme de <b 's sl 4?

structure d'alesbre de Hopf co¥ncide avec 1'ancierne.

est commutative, alors P = ﬂ?' » et la nouvelle

De méme, soit &' 1'applicction composde T o A ; alors 9 et A' définis-
sent sur A wune structure d'aletbre de Honf ; si A est associative, il en est de

méme de Q' ; si A est comutative, 4A' = A,

En combinant les deux résultats précédents, on voit que ' et A' définissant
aussi sur A une structure d'algibre de Hopf. Nous avons ainsi obtenu quatre struc-

tures d'algcbres de Hopf sur 4 (en comptant 1z structure initialement donnée).

On constate sur la formule (5) que ¢ . est aussi caractdrisde rar la condition que

l'arplication composée

A\t % { ¢
(4') Al aes B2 L ¢ s-A

soit égale 2 Mo E .

PROPOSITION 5. - Si lz multiplication ¢ est associative, on a

(6) clxey) = (- 1) e(y)ve(x) sy p=deg (x) , q=deg (y) .

Autrement dit, le diagramme suivent est commutatif

AD4 cPe AR A
I k3
¢ v
A y A
zinsi que le dizgramme analogue ob las rdles de P et de % ' sont échangés.

/.
DEVONSTRATION. - C'est évident si p=0 ou q=20 . On va faire la démonstration

par récurrence sur p + g » en supposant p et q strictement positifs. Soit

— i )

Ax=LJi®%p avee x! =1, xl=x,
i

I T o .

Dy=3 v, avec y!'=1, y'=y,
7 30 o o

Notons pé ’ pg 5 q3 s qg les degrés de Xi s xg 5 y s Yj resrectivement. On a

PitPi=rs i *al=q, plcp pur i£0, af <q pour j£O.
On voit que
Y\",

A (x.y) L( 1)t J(x TP @ @y
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d'ol, par la définition de ¢ ,

S et
- ) - 17 1 o -

(7 0 = 1__3 (- 1) xi.jj.c(xi.yj) .

J

H.

D'autre part, par le définition de ¢ , on a Z yS..(cy"}.’) =0 , d'ob evidemment
J

o) plq
(®) 0= 2, (-1) x;-y‘%.(czf}j')-(cxg) .

iz

Comparons (7) et (8), et utilisons 1l'hypothése de récurrence, qui donne
piat '

C(X"oy") = (-1) 7 (cy") (cxlt)

sauf peut-étre pour i =0, j = 0 . Bn retranchant (8) de (7), on obtient alors la

Y

relation (6) 3 démontrer.

PROPOBITION 5 bis. = Si 1l'application di:gonale A est associative, le diagram—

me sulvant est commutatif

Ao o4
lﬁ o

A® A _}h@A

ainsi qus le diagramme analogue ol les rbles de A et de A' sont échangés.

DEMO'ISTRATION. - On eprlique la proposition 5 & 1'algébro duale.

Avant de poursuivre, il nous faut préciser les notations : on notera c(« H)
b ?

1l'application ¢ considérée jusgu'ici, et relative & la multiplication ¢ et
1'aprlication diagonzle 4 . On o donc aussi des applications c(‘}' s D)

c(és/:\.’) et c((:lf)' R 41) .

PROPOSITION 6. - Si le multiplication :‘b est associative, les applications

é( P, A) et of 4'* s ') sont des bijections, récinroques 1l'une de 1l'autre.

DEMONETRATION. - I1 suffira de montrer
C) (D, 4)oc(P,n) = identité,
car alors, en échanreant les rdles de A et A' , on obtiendra aussi
(P, )oc( P, d) = identité.

Pour abrégrer, notons c¢ 1'arplicction (P , A) , et c¢' 1'application
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c{$,4") . On veut montrer que
(10) ' ce'(x) = x ,
par récurrence sur le degré de x (c'est trivial pour x = 1). 8oit

6x=§;yi®zi;
i

on a

(11) cX + X + Zyi.(czi) =0
i

. P. Q.
(11) X +c'x + z (- 1) i% zi.(c’ yi) =0 ’
i

avec p,; = deg (yi) 5 q, = deg (zi) . ippliquons ¢ aux deux membres de la rela-
tion (11'), en tenant cowpte du fait que ¢ est un antihomomorphisme de le multi-
plication, puisque celle-ci est associctive (proposition 5) ; il vient :
' ' ' -
cx + cc' x + LTM(CC yi).(czi) 0 ,

ce qui, par comparaison avec (11); prouve (10) per récurrence sur le degré. La pro=

position 6 est ainsi démontrde.

On a une proposition duzle :

PROPOSITION 6 bis. = Si l'a-plicaticn diagonale A est associative, les applica

tions c('~»‘§ » ) ot c(P' , A) sont des bijections, réciproques 1'une de

1tzutre.

-—

REMARQUE. ~ Il suffit donc que 1'une au moins des applications P ou A soit
associative, pour que chacune des quatre aprlications cf i/ y O) s cf 57 y OY)
(' ,A), (D', A') soit bijective. De plus, si 4‘ est associative et
A commutative; la transformation | (b, 0) est involutive (i. e. est sa propre

inverse) ; il en est de méme lorsque A est associative et @ commutative,

PFOPOSITION 7. - Lorsque :f ot A sont toutes deux associatives, on a
(12) o($,0)=c(d,0) )

et 1'application c(P , A ) est un isomorphisme de 1'algibre de Hopf
(4, :P » ) sur 1'algibre "doublement opposée” (A , :ip ', Dy,

DEMONSTRATION. - D'apris les propositions 6 et 6 bis, on a
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i

(%, 0)oc(P, A
(P ,0)0c(P, D) = identits,

identité,

d'oh, par un raisonnement classique, c(P' , A) =c( P, A') . En remplagant EP
par @ ' dans cette relation, on obtient (12). Que c( ®, A) soit un isomorphis-
mede (4, P, 8B) sur (4, @’ » A') résulte des propositions 5 et 5 bis.

REMARQUES. - La relation (12) exprime ceci : si

T‘v
= v.(")”z,
éx i % ’

V-
i

on a & la fois

H
o

cx + X + Z: yi.(czi) et
PR

0 .

1

X + % + Z;,'_: (cyi).z:.L

On notera que si 45 et O sont associatives, les quatre applications ¢ se
réduisent & deux; et que si en outre %F ou A est commutative, toutes les appli-

cations c¢ sont confondues. Ce dernier cas se présente pour l'algdbre de Steenrod.

Cas de 1'algdbre de Steenrod S @ les c(Sq*) , resp. les c(G’i) , sont les opé-

rations de Thom, qui intervienrent dans le probléme du plongement d'un eépace—compact

dans un espate numérique R" de dimension donnée (cf. [5] ). Pour calculer c¢ dans
1'algebre s* » i1 est commode de calculer c¢ dans l'algébre duale S, » puls de

prendre la transposée : dans S, s ona

k-1 i
| Y -
B tefy g (Fpg)? o (eF) =0,
et, s1 p est premier impair,
k-1 pi
TeteT t L (F 0 e =0
i=0
MILNOR [2] en déduit des formules explicites pour c .
EXEMPIES. - Pour p =2 , on a, dans 1l'algsbre S* ;
1 1 2 2 2 1
c(8q°) = 8q" , o(Sq°) = S¢° , o(Sa’) = sq° Sq ’

3 4 1

c(Sq4) = Sq4 + Sq Sql ) C(Sq5) = 8¢ Sq° , etc.

Puisque c¢ est un antiautomorphisme involutif de 1'alglbre s* » ¢ permet de
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transformer tout probléme concernant les idéaux 3 gauche de S* en probléme concer=
nant les idéaux & droite. Par exemple, en utilisant la table de multiplication de la
base de Milnor (Exposé 11, paragraphe 4), on prouve facilement les deux assertions
suivantes (pour, p = 2) s

2

-Les €8 ‘tels quc Sq°. O =0 sont exactement les éléments de 1'idéal 2

droite SqZ.Sql.S* H

- Les B€s* tels que qu.Sql. 8 =0 sont exactement les éléments de 1'idéal
4 droite engendrs par Sql et qu.SqB.
En transformant par c¢ , on obtient @

Les BO¢s® tels que B .Sq2 = 0 sont exactement les élémentd de 1'idéal & gau-
3

che engendré par Sq” ;

o ? » by
Les be s* tels que &,5q” = 0 sont exactement ceux de 1'iddal & gauche en-
gendré par Sq1 et qu.Sq3 (qui est aussi 1'idéal a gauche engandré par Sq1 et
Ii y a d'autres résultats du méme type ; ils sont utiles dans le calcul des groupes
d'homotopie des sphéres, par la méthode cui consiste & tuer les groupes d'homotopie

successifs au moven de fibr.tions ayant en fibre des esvaces d'Filenherc-Ma~lene,
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