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Séminaire H. CARTAN, ' 10-01
7

it 9 février 1959

' ALGNBRE DE STEENROD ET SA DUALE

par Italo GIORGIUTTI

1. Généralités sur les algibres de Hopf (cf. [4]).

¥ désigae un corps de base, commutatif. Une algdbre de Hopf est définie par la

donnée :

1° d'un K-espace vectoriel gradué A4 , tel que chaque A soit de dimension finie

- (comme espace vectoriel) s avec A =0 pour n <0, et Ay A K (1'isomorphisme de .

4 sur K est donne) On note m  1'in“ection K..->A s composee de 1'isomorphis-

me KQ!AO et de 1'injection naturelle AO-->A . On note & 1'augmentation A—K ,
composée de la projection naturelle A—aA et de 1'isomorphisme AO'AV, K ;

2° d'une application K-lindaire de degré O :
@’ : A ®K A—A >

qui fait de A une algdbre graduée (non supposée associative en général), admettant

1€ K comme élément unité ; le fait que 1 est élément unité se traduit comme suit:

les deux applicatio'ns compogées

.«@l 5
A=K& 4 -—-—-—9A®A-——-§-A
1@’1 &

A= A®K £ " 55 ®aDa
sont 1'identité ;
3° d'une application K-lindaire de degré O (appelée "application diagonale')

A:A>A®KA

qui fait de A4 une coalgdbre graduée (non supposée associative en général), admettant
¢ comme élément unité, ce qui signifie ceci : les deux applications composées

@1
484 ®a Ax®a=a

1 ® :
s lima A5 @k

A
sont 1'identité. Il revient au méme de dire que l'on a
A(l) =1 &1, et, pour aeh (n »>0) ,
Q(a:)=a®1+1®a+2ui®vi ’
| i
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les u, et les A étant homogcénes de degrés » O . ~utre condition équivalente :
por tout a €A, Da - (a@1) est dans le noyau de 1,©& , et Aa - (1R®a)

est dans le noyau de €& i 1 A

Les données précédentes sont en outre assujetties & 1'unique condition suivante :

le diagramme

A
A@Ai——;A@A@A@A ‘ -
« 1A~ny}}1A
(1) ?l ADARA®A
PN YO T 5

oh T(x®y) = (- l)g"- v®X , avec = deg x , = deg y , est commutatif.
(3 commutatil

la commutativité de (1) exprime que, lorsqu'on munit A4 & A de sa struocture d'al-
gébre gradude (produit tensoriel "gauche" de deux algibres gradudes), 1'applieation
A est un homomorphisme d'algébres graduées. la commutativité de (1) exprime aussi,

dualement, cue @ est un homomorphisme dc coalgibres graduées.

DEFINITION. - On dit que la multiplication ? est associative si le diagramme

-“f:iall
A®L®A —3ABA

1136? i+
$
a®h —— 4

est commutatif. De méme, on dit que 1'application diagonale £\ est associative. s}

le diagramme suivant est commutatif :

A -'““4-—--"-) AR A

A 194
v &t‘XalA 4
AL ——Hi®A®A

On dit que la multiplication ¥ est commutative (ou, plus exactement, anticom-

mutative) si le diagramme suivant est commutatif

a®4 —T 5 4®a
Définition analogue de la commutativité de & .

Algdbre de Hopf duale : Soit 4" 1le Gual-gradué de 1'espace vectoriel gradué A ,
clest-a-dire

S=r8 An=HomK(An , K) .
n
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" Soient E£” : A*-‘_;K et 'q* : K.-A,A* les transposées des applications “ et
£ . Identifions ‘A" ® A% au dual-gradué de A ® 4 , en définissant comme produit
scalaire (4°® A*)® (4 ®4) —»K 1'application composée

® A
Por®aieat®I8 rossiles 22N k@k=x

‘A désignant le produit scalaire ; en d'autres termes, on pose

T
<x'®y' ><®y>=(—1)§1 X' 5 2>y 5 YD ’
avec §'=degx', ’deegy.
Alors l'epplication ¥ a pour transposee. une application
A * : Aa"--—abf'F @ A*
de degré O ; de méme, l'avplication A o pour transposée une application

" R A"

* . % » * L3
de degré O . Il est immédiat que les applications M , € §> et A défi
nissent A° commé algébre de Hopf (on notera, en particulier, que le diagrammetrans- -
‘posé de (1) est commutatif, et'que l'application transposée de T : r.f&/ ?A—-e.&@A

: * * LI . . ' ' en (-1)5 n '® x!
est 1l'application A ® » —4 @ A qui envoie x'®y' en (- ¥ ’
avec g' =deg.x', %' =4degy').

On dit que A® est 1'algibre de Hopf duale de A4,

Bidualité : on identifie A ay dual-gradué de A* , en convenant que

Cx,x' D=¢x , x . Alors A%A s'identifie au dual-gradué de A™ g a®
1'application A est transposée de 1" , et P est transposée de P* , Donec
1'algébre de Hopf 7\ s'identifie & a l'algébre de Hopf duale de A¥

2. L'algébre de Steenrod.

On note p wun nombre premier.

Conformément & la définition donnée dans 1' Expose 9,
paragraphe 2 4 (page ¢

5-0T), on considére 7 'espace vectoriel (sur le corps Z_) Sl
formé des opérations cohomologiques stales de type (i ,2_, 2 )

3 une telle opera—
tion s définit done, pour tout entier n , une application l:mealre
HNX ; 2 ) n+1( ; 2 ) » et ceci pour tout ensemble simplicial X . Rappelons que

Si est u*'l ZD-espace vectorlel de dimension finie (cf. Exposs

9, lemme de la page
9-05).

Soit S¥ 1a somme directe des

st . La composition des opérations cohomologiques
stables définit sur S*

une structure d'algébre gradude associative, ayant pour
v associative
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£ I o I ’ 3 . - by O I'd Id ,
¢lément unité 1'opération ident’que. La sous-algebre S~ des éléments de degré O
s'identifie canoniquement au corps de base Zp , puisque les seules opérations coho-
mologiques de degré O sont définies par les homomorphismes Zp-—-a Zn des groupes

de coefficients.

D'autre part, on & d4fini (Expesé 9, paragraphe 2 C, page $-10) une application

diagonale A\ dans s*; O envoie S dans 2 , 8 ® 8" . Cette application
jtk=1i

diagonale est caractérisée par la propriété suivaite :
PROPRIZTH. - 5i, pour tout couple d'ensembles simpliciaux X , Y , on note ¢
1'injection canénique '

¥, S * .
H(K;Zp)fX?h (Y;Zp)~—>H (X*Y-;Zp) ’

on a, pour tout s & s* 5

(2) Co (As) =s o C (4galité de deux applications'de H (X ;2 )@ H &, 2.) dans
(X xY ;ZD) , étant entondu que 1'onfaitopérer S*@s™ sur B (%52 )05 (15 2 §) en
respectant la "rogle dessignes” : (s’ % s") . (u ®v) = (- 1) (s'e) D(s"ev) ,

ot g et r désignent les degrés de s" et u respectivement).

PROPOSITION 1. - Munie de 1'apnlication diagonale A , s* est une algébre de

Hopf. De plus l'application diagonale est associative et commutative.

DEMONSTRATION.

a. Pour tout s & S ; Ns = (s®1) est annulé par 1 ® € . En eoffet, prenons
Y réduit & un poi-t, et ideatifions X & X x Y ; alors C s'identifie & 1l'iso-
morphisme de H (X) ® ¥ (¥) = & (X) & Zp avec H(X) ; a priori , As - s'®1
appartient au novau de 1 X & ; alors la relation (2) montre que s' = s , ce qu'il
fallait démontrer. On verrait de méme que, pour tout s & s, As-(1®s) est
anaulé par £ @1 . A

"b. Pour montrer que le diagramme (1) est cormutatif (lorsqu'on ¥ remplace A par
S*), il suffit de prouver que 1l'application diaéonale Y g ®s* est multi-

plicative (la structure multiplicative de s*® s* étant celle au produit tensoriel
' gauche de deux algi™res gradutes). Or soiéent s , &' &€ S ; 1'opération composée
(As) o (As') (b As et (s' opérent dans H*(X 3 Zp) @ H Zb)) n'est au-
tre que celle défi~ie pur Je produit (As) . (As') dans 1'algétre s*% s* . ona

alors

(ss') oC=so0s'"oC=s0Co (Asg') = G o (As) o (As') =Co ((AsklAs'))
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et ceci vrouve que /A (ss') = (4 s)(As') .

c. L'associativité de [ résulte Ce la relation caractéristique (2) et de 1l'as-

sociativité de 1l'application C , cette derniére exprimant la commutativité du dia-

gramme
@ @ @)@ 2t an) SELontx o« 1) @ 1)
1®.¢ ic
* * , C * o
HX)®H (X' x £) ——— 3 H (X x X' x X%)

(on identifie X x (X' x X#*) et (X x X') x X" comme d'habitude).

d. Reste enfin & prouver la commutativité de l'application A . Notons f 1'ap-

plication naturelle X x ¥Y.5Y x X (qui envoie'le point (x , y) au point
(y » x)) ; ot soit T 1'application 1 (X) ®H*(Y)—-)H*(Y) & E(X) qui envole
u®v en (-1)Y vgu (g et r désignant les degrés des éléments u et v

supposés homogénes). I1 est hien connu que
CoT=f 00 ,
ot £ : (Y x 1) >H (X x ¥) est induit par f ..0n a
CoTo(Ns)=f 0Co(As)=f 0s0C=c0f 0C=50Co0T=Co (As) oT,
d'ol, puisque C est une injection,
To(As)oTJrzﬂs .
La commutativité de 1'application £\ résulte alors du fait que
To (s'"®s") o ‘I"'1 = (- l)q’q" gt & 8! ’
avec q' = deg s{ , a' = deg s .,

. . > o ’ rd P e . . * I3
Ainsi la proposition 1 est démontrée. Par définition, S , munie de sa structure

d'algébre de Hopf, s'appelle 1'algibre de Stecarod, Pour chaque p premier, il y a

une algébre de Sieenrod.

N R * 2 1
L'algebre de Hopf duale de S sera notée S, 5 on notera Sn 1'espace vectoriel

des éléments de degré n de S; . D'aprés la proposition 1, la multiplication de

S, est associative et commutative (i. e. anticommutative). On se propose, dens cet

Exposé et le suivant, d'expliciter compldtement la structure d'algdbre de Hopf de
'S, , en suivant MILNOR [3]. '

w 7

3. Propriétés connues de 1l'algibre de Steanrod.

. . . B , . . »*
Nous allons donrer ici la liste des résultats suppoéés connus au sujet de S ,
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et qui ont d'ailleurs été dcmontrés en partie dans 1'Exposé G pour ie cas p =2 .
Pour le reste, nous renvovons aux articles cités en [1], [2], [5] dans la Bibliogra~-

phie, ainsi gu'au Séminzire Cartan 1954/55 ol sont démontrés tous ces résultats.

Gas p=2 . - Sql désigne l'unique opération cohomologique stable de type
(i, Zy s Zz) telle que Sq° x = 2 pour x € H'(X ; Zz) , (cf. Zxposé ). Sq°

est 1'identité, et on a Sq; x =0 sideg (x) <1,
Pour toute suite d'entiers 2 0

I= (al > 8y 5 ees 5 Bps e..) ; nuls pour k assez grand, on définit

_ a a a
SqI = Sq ! o Sg 2 0 +.ss 0 Sq K O ees 5
K ) I
ce qui a un sens puisque Sq = est 1'identité pour k grand. On sait que les Sqg
relatifs aux suites I telles que 3, Z 2ak+1 s forment une base du Z,-espace vec-
toriel s* ; en réalité; on aura sculement besoin de savoir que ees Sq~ engendrent

1'espace vectoriel st .

Cas p premier impair. - Soit /3 1'opérateur de Bockstein

n,., L+l
HY(Z ; Zp)«—}é (X3 Zp) s

ascocié 3 la suite exacte de coefficients

0~*Zﬁ~%Zp2-eZ?~aO
(On ne fait pas la convention de signe adoptéc dans [2] ; ainsi /2 anticommute
avec la suspension, et c'edt bien une opération cohomologique stable, au sens de
1'Exposé 9, page ©.08). Soit d'autre part, pour chaque enter i > C , ‘§>i 1'opé~-
ration de Steearod de derré 2i(p - 1) : c'est l'unique opération cohomologique sta-
ble de type (2i(p - 1) , Zp s Zp) telle que Gﬁi x = x® pour x é.Hzi(X ; Zp) .

630 est l‘identité, etona ®*x=0 si deg x <« 2i . Définissons, pour tout en-
tier a 20, congru & 0 ou 1 modulo 2p -2 ¢

o R AL

j3 o0t si a

1]

Ri(p - 1)
2i(p"1) + 1 .

Pour toute.suite I = (al s By 5 ses s By s «eé) telle que &= 0 ou 1
(mod 2p - 2) , a, =0 pour k assez grahd, définiscons

I al [N a

st =8t 2 05t %0 ... 05t F

o I
O +es o On sait que les St7 relatifs aux suites

Hgdmissibles® I , c'est-2-dire telles que 8y 3 Payq o forment une base du
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. * s omai 2 . .
Z. -espace vectoriel S .Tn réalité, on esura seulement besoin de savoir que ces

5
I | . . *
Sq~ éngendrent 1l'esrvace vectoricl S .
. i 21 .
REMARQUE. - Pour p = 2 , coavenons de poser (* = Sq~~ . On sait (Exposé 9, pa-

ragraphe 3) que po= Sq1 ; alors les formules (3) sont encore valables si on y

3}

Cerit Sq° au lieu de St (cf. page 9-13).

. . . . . . *
Détermization de 1l'application diagonale de S .

Commen~ons var le cas ol p = 2 . Puisque les Sq1 cngendrent l'algébre st et
que l'application diagonale & est un homomorphisme d'algébres graduées, 1'appli-
cation /£ est théorigquement cornue quand on coanatt les A (Sq') . Onh é ddmontré

Exposé G, paragraphe 3. B) -

() Algah) = 2 sl ®ed .

jtk=1

Sur cette formule, on pevt vérifier 1'associativité et la commutativité de 4 .

La formule (4) s'interpréte comme suit : posons Sq = Z:: Sq1 ; alors; si x et
' i20

x' € B (X ; 22) , o1 a” So(xx') =(Sq x)(Sq x'); autrement dit, Sq est un endomor-

phisme de 1'algébre B ; 2.) .

Soit maintenant p premier impair. I1 est immédiat que
(5) LB =pR1+10p )
et on démontre (en utilisant par exemple la méme méthode que dans 1'Exposé 9 pour
p = 2) que '

T
(5') @Y= 2. Plept .
. j+k=1i

Puisque 1'algebre s* ost engendrée par 3 et les 633', les formules (5) et
/
(5") déterminent théoriquement 1'aprlication A . Ici encore, on peut vérifier di-
rectement 1'associativité ét la commutativité de A . Si on pose (=) P, @
: i

est un endomorphisme de 1'algdbre de cohomologie 1 (x 5 Zo) .

REMARQUE. =-I1 faut prendre garde que si 1'on pose, comme on 1'2 dit plus haut,

o 2
=g 1 dans 1e cas p =2, la formule (5') devient inexacte.

4. Ttude des opérations de S dans H*(ZD s 1 Zp) .

» N
H (ZD s 1 5 2_) est 1'algdbre de cohomologie, & coefficients dans Zp , de

‘K(Zp s 1) . I1 est bien connu (cf. par exemple 1'Exposé 8, paragraphe 3) que !
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Si p=2, H*(Z2 , 1 Zg) est une algdébre de polyndmes engendrée pay un élément
XEH1(22,1322)§ |

Si p est premier impair, 1 (Z } ; Zp) est le produit tensoricl d'unc alge-
bre extérieure 3 un generuteur x & HY (X s 132 ) et d'une algébre de polyndmes

& un générateur V'e;H (Lp , 1 5 Z ) 9 avec y «Ap X

LEMME 1. - Soit p =2 . Pour toute suite I différente de
(0,0, o0 ,0, ...) yona 8" x=0, sauf si I est de la forme

| 1 ¥+l
5 eee 31,0, 0, ...) , auquel cas Sq~ x = X

k H

k-1
s 2

L]

(2

DEMONSTRATIOE. - Pour des raisons de degri, on a
Sq X = x + x2 ’

d'ol, puisque 8Sq est urn endomorphisme de 1l'algébre H*(Z9 s 13 ZZ) s

¥ k k+1
Sq(x2 ) = x2 + x2 3
3 ok X , .
onadonec Sqg x =0 sauf si 1 =0 ou i =2" ., On en déduit aussitot le lemme.

LEMME 2, - Soit p premier impair. Pour toute suite I différente de

(O, see O, coo) ’Ona
k k-1

StI y = 0, saufsi StI est de la forme (PP g?p .os 531 s 2uquel cas on a
I k+1
StTy=vy . On a de méme
StI x =0, sauf si StI :}5 (auquel cas x = y) ou si StI est de la forme
k k-1 k+1
¢rp §r eeo 631/3 s auquel cas StI X = Vp .
DEMONSTRATION. - On a 6°v = v + y& , d'oy
k+1
TP) =y P :

. k
ce qui entratne 1 (+F ) =0 sauf si i=0 ou.i = pk + De plus 'ﬁ v =0 (puis-
Que v = 5x et que pf = 0), donc f,(vJ) = 0 pour tout entier j . De 13 on
déduit la premiére partie e 1'énoncé.
La deuxiéme partie se prouve en observant que Crx=0 pour i 3> 1 (pour des
raisons de degré) et }3:x.: Ve

e,S* ; On

m

Revenons au cas p =2 . Il résulte du lemme 1 que, pour tout élément

a 3
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2t _
as X avec &g & 22 .

[\()

(6) SX =
>0

[

I1 est clair que les coefficients a, dépendent lfnéairgment de s 3 il est immé-
diat que ay s'anule sur les s homogénes de degré £ 21‘- 1 ; autrement dit, la
forme linéaire a; est unélément homogene de S, <o Sogré 2% - 1. Onnoteraddsormais
2;1 cet 41ément. Observer que Eo =1 , élément unité de 1l'algebre S; .

Soit P(f);O R 31 y eee Ek , +es) 1'algibre des polyndmes construite sur les
générateurs :gj_(d'élément unité E() : c'est une algbbre graduée. Puisque 1'algé-
bre graduée S, est associative et commutative; on a’'un homomorphisme d'algebres

graduées unitaires f : P(jfO y eee ?Ek s eee) =35, .

THIORME 1. - Pour p = 2 , 1'homomorphisme f: ect un isomorphisme d'algébres

graduées.

Ce théoreme sera démontré au paragrephe 5 . Passons au cas o p est premier im-

. oot
pair. I1 résulte du lemme 2 que, pour tout s< S ; on a

i G 1
(7) sy = j{:} 2. yP , sx = a, x + ;LH: b, vP s
i>»0 ‘ 120

les &y et les bi appartenant 3 ZF . Ces coefficients ai' et bi dépendent
03 3 e " -~ 7 . 0] * . 2’ 3
linéairement de s . D'unec fagon pricise, ay définit sur S une forme lineaire

de degré 2(p" - 1) , que nous noterons jfi : et b, définit une forme linéaire de

i
degré . 2p1 - 1 , que nous noterons ’ri . Ainsi les _fi et les ‘Ti sont des é1lé-

O

ments homogenes de S, et jfo set 1'élément unité de l'algebre S_ .

8oit U(_fi , T.) 1le produit tersoriel de l'algébre extérieure construite sur les

joR

’ ’ 5 I l - k) 03
générateurs ﬁfi (de degrés 2p =~ 1) et de l'algeébre des polyndmes construite sur
- ’ - ’ i rd . », 2, - 4
les générateurs 571 (de degrés 2p =-2) , jfo étant pris pour élément unite.
Puisque 1'algébre graduée S* ecst associative et anticommutative, on a un homomor-

phisme d'algébres graduées unitaires f : U( Ei ) '?i)——)S* .

THSOREME 2. - Pour p premier impzir, 1'homomorphisme f est un isomorphisme

d'algébres graduées.

Ce thdorime sera démontré au paragcrephe 6 . Les théorémes 1 et 2 déterminent en-

titrement la structure d'algébre graduée de S_ .

PROPOSITION 2. - Dans le cas p =2 , on a < ;]{ s SqI > =0, sauf si
k- -2 “ -
I=(2 1 5 Zk ; eee 5 1 5, 05 eua) 5 auguel cas < Sy o SqI > =1 . Dans le

cas o p est premier impzair, oa a <:?k” St~ » =0, sauf si
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(2p "2) 5 pk-<(2p - 2) 9 ooo 9 2p "2 9 0 9 ooo) 9 auquel cas

cgk,StI>=1;dep1us,ona <"Ck,S’cI>

0 , sauf si

—~~
N
o}
]
he

) 5 pk-2(2p - 2) 3 eeo g 2p - 2 , 1 ] O H oo.) s auquel cas

La proposition 2 résulte aussitdt de la définition des Efi et des T, , et des

-

lemmes 1 et 2.

5. Démonstr-tion du théordme 1.

On cuppose ici p = 2 . a chaque suite (r1 yoeee s Ty s ...) d'entiers > 0,
nuls sauf un nombre fini; associons la suite
i-k
I= (a1 s ees 3 By s ees) 5 avec 8y = :E:» 2 Ty .
ik

on a

ak = 2ak+1 + rk .

Donc la suite I est adnissible (c'est-a-dire &y > 2ak+1). Réciproquement, toute

suite admissible définit la suite des

r, = - 2a

k S.k (k:1,2,ooo) .

k+1

On obtient ainsi une correspondance bijective entrc les suites

(rl y eee s Ty ...) et les suites admissibles I . On notera (o (I) le mondme

r .
1;3.(§i9 k:e;s* qui correspond A une suite admissible I . Observons que le degré

. . , N . L o*
du monbdne “o(I) est égal & celui de SqI & .

Ordonnons 1l'ensemble des suites udmissibles I par 1'ordrelexicographiqued pmctir

de la droite. On va vrouver lz lemme suivant

IPAE 3. - <), Sqt >= {0 si I<7J,

Le théorime 1 en résulterc. En effet, la matrice des < »w(J) , SqI >  étant

. . . e . . I

triangulaire, avec 1 dans la di4dgonale principals, il s'ensuit que les Sq~ sont
. . .. 72 * . .

linéairement indépendants dans S , et comme onr sait qu'ils engendrent 1l'espace

7

vectoriel S , on conclut que les w(J) forment une base de 1l'espace dual S, ,
d'ol le théoréme 1.

Démentrong maintenant le lemme 3. L'assertion est triviale si J=(0, 0, eeu)

Supposons donc J = (al 5 eee 58y 5 0 ces) , avec & 2 1;
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alors, puisque I <J , ona I= (b1 s oeee 2 D5 0 ees) 5 avec by & 2y o
Le mondme (J) =st ézal au produit W (J') E&C, avec

k-1

-2
J':(al"'z ,a.2"2k ,...9ak-1909.-.) .

On a done

<o, 86t > = < w@) s> ’

et guisque 1'application diagonale A de 8 est transposéo de la multiplication
de S, , ceci est égal & < W) ® §k s /l(SqI)> .

fea 1 it
Or la formule (4) entralne Ll(SqI) = ZJSqI & SqI , la sommation étant étendue
3 tous les couples (I' , If) +tels que I' + I" =1 (ce qui signifie que si
1'=(bi, TTRPI T eee) ot I":(b“l’; ee s B, ess) , ON & b, = b! + bY

pour tout i). D'ol

T AL 1 i
<&0(J)9Sq‘>=£.4<~W(J');Sq1>-< gksSqI> .

Or, d'aprés 1. proposition 2, <:'§1{, SqI" > est nul sauf si
10 = (2k—1 R ok s eee 5 L 5 0y «os) , auquel cas c'est égal & 1 . De deux choses
l'une : ou bien bk =0 , et alors il est inpossible que I = I' + I" (&" ayant la
valeur cu'on vient de préciser) ; dans ce cas, on voit que £ (), SqI > =0.
Ou bien b, 21, et alors on voit que < w(J) , SqI > = <W(J) , Sq;' >

k
avec I' = (bl - 21{-1 9 bz - 2](‘2 9 voe ¢ bk -~ 1 s O 9 .o-) .

La suite I' est alors admissible, et I' < J' . D'ol 1l'assertion du lemme 3, par

récurrence sur le degré commun de Gi(J) et de SqI .

COROLLAIRE du lemme 3. - Ona < (£ 1)3’ , 54" > =1, et S est orthogonal &
' i

tout mondme de S, zutre gue (E]) .

En effet, la suite I = (i ; O, +..) est entérieure (dans 1'ordre lexicographi-
que) 2 toute suite admizsible de méme degré

6. Bémonstratior du théorémeo 2,

On suprose que p est premier impeir. L'algébre U(jfi s Tfi) «dmet pour base

les mondmes de la forme

’I'1 I‘j
.oo)('-)l e e ’j ..o) ’

e

ol les exposants &, sont ézaux & 0 ou 1 (st nuls szuf un nombre fini), et les

exposants rj sont des entiers 2 O quelcongues (nuls sauf un nombre fini).
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A chuque suite (€ C. 5 oes Ty wee s rj , see) de ce type, asso-

o i
cions la suite I = (a1 AETTRFIE: NP veo) définic par

9 eeo 9

ay = Ly q * (3p - 2) 1; (ty +1y) gk .
On a
(8) 2, = &y (mod 2p - 2) ’
(9) | 8 = Dy T &krl + {p - 2) Zik + (2p - 2) r, 20 .

Donc le suite I est admiscible. Réciproquement, toute suite admissible
I= (a1 y ser s By ee.) définit 1o suite des Elk-l par la relation -(8); et en-
suite (9) définit les entiers rk > 0 . On obtient ainsi une currespondance bijec-
tive entre les suites (c. s rj) et les suites admissibles I . On notera (1)
lec mondme qui correspond de cette manitére & unc suite admiscible I . Un calcul fa=~

cile montre que le degré du mondme @ (I) est égal au degré de 1'élément StI €s .,

Ordonnons 1'ensemble des suites admissibles I vpar 1l'ordre lexicographique & par-

tir de la droite. On va prouver le lemme suivant :

T
ES

IEME 4. - < w(@) , st* > = {0 si I<J,

Le théoréme 2 en résultera évidemment.

DEMONSTRATION du lemme 4 . = L'assertion est triviale si J = (0,0, cee) o
Supposons donec dJ = (al 9 sse 9 ak,O ; ses) 5 avec 2y = O . Puisque I £J , ona
I = (bl ’ LN ] ’ b.‘f

, 0, vee) 5, avec b <a . Ilve slors deux cas possibles :

k 2 2p - 2 .

Alors le mondme @ (J) est le produit du mondme W(J') - et de gk , en posant

Premier cas ¢t a

k-1 . '
J' = (al - p (2p - 2) 5 eee ak-l - p(zp - 2) 9 ak - (Zp - 2) s O 9 -o.)

qui est aussi une suite admissible. On en déduit

<), st s = cwo@E)® T, Osth > ;
. ~ o+ I L LIT .
or les relations (5) et (5') entrainent LA(St Y= /., =St ®StT , la sommation
étant étendue 2 tous les couples = (bi s oeee s By s cee) 5

Iv = (bg 9 eee g bﬁ 5 o-o) tels que
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0 ou 1 (nod 2p-2), bi=0 ou 1 (mod2p = 2) 5

k

i

(v
1 n —

D'ou

I! : I"

<(a(J),StI>=Z.t <LHIY) , ST > . <§k,St > .

1
D'cprés la proposition 2, < §k 5 StI > est nul sauf si

k-
T = (5228 = 2) 5 see 5 2D =2 5 0 5 er) ,

et dans ce cas c'est égal & 1 . De deux choses l'une : ou bien 3 < 2p -2
(c'est=a-dire bk
valeur qu'on vient de préciser ; dans ce cas, on voit que < «I(J) , SqI > =0,

=1 ou 0), et alors il est impossible queI =I'+I", I" ayant la

et le lemme est démontré. Ou bien b, 2 2p -2, et alors on a

cw ,stt» =tco@), st >,
en posant I' = (bl - pk—l(ZP “2) 5 ees b, 4 - p(Rp - 2) , by - (2p -2),0,..4);
dans ce cas, la suite I' est admis ible, et I' <« J' . D'ol le principe d'ane dé-

monstration récurrente du lemme 4.

Deuxiéme cas : a, = 1.

Alors le mondme Q(J) est égal & wW(I') T o J'=(a -1,0, ees) i

k-1 ?
k=1, et, si k>1;
k-2,
J. :’ (C’q.l - p (2; - 2) 5 ese a.k_.l - (2p - 2) s O 9 0.0) °
0a a done
- . ]
<@ ,stt> =L t<o@), stt' s> . < "rk_l,StI"> ,

la sommation étant étendue aux couples (I' , I") comme il a été expliqué ci-dessus.
v

D'aprés la proposition 2, < T el ? St > est nul sauf si

12 , N .
I" = (p" ™ (2p -2) 5, eee ;2 =2 4531 4,0, «ss) [si ¥ =1, on doit prendre
I"= (1, 0, ee.) ], auquel cas c'est égal 3 1 . De doux choses 1'une :

Ou bien bk’ =0, et alors il est impossible que I = I' + I# , I" ayant la va-

I

leur qu'on vient de préciser ; dans ce cas, on a < W(J) , St© » =0, ce qui

prouve le lemme.

1
Ou bien b =1, et alors on a < wW(J) , StI> = I 2w 5 st? > , en

pOSB.nt I' = (bl - 1" O 9 o..) Si 1/ = 1 » Etg Si k > l 9
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= (o - P T Rp - 2) s e s b = (20-2), 0, ..

“vo

Px-1

alors la suite I' est admiscible, et I' £ J' . D'ob le principe G'une démons-

tration récurrente du lemme 4.

Le lemme 4 est ainsi entiérement démontré.

COROLLAIRE du lewme 4. - On a < ( %1 ; WF > =1, et M est orthogo-
nal 4 tout mondme de S, autre que ( El)l .
et -~

La relction Jerite se vérifie par récurrence sur i 3 de plus, la suite
I=(1,0, ..) ostantéricure (dans 1'ordre lexicographique) 2 toute suite
cdmissible de méme degré. On voit de méme : < T, f>=1, et Jg est

orthogonal & tout mondme de S* autre que Tb .

E IB LI ,J G .":,ILPJ\ .1."_4.;
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