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Ii SUITE SPECTRALE DES ESPACES FIBRES

par Adrien DOUADY

[Cet exposé se borne & rappeler des résultats] .

Dans tout l'exposé, (X , P, B) sera un fibré au sens de SERRE. On posera
F, = Pl(b) pour b ¢ B , et on 1'appellera fibre en b . On notera & la famille
(F )b ep » St on en parlera comne ds "la fibre". Si on prend dans B un point
de bagse b_ , on écrira F_ au lieu de - Fb . On désigne par A un anneau

commutatlf & élénent unlte, et por M un A-module unitaire.

1. Systéme local de h=modules sur un espace E .

DEFINITION. - On appelle ainsi un foncteur covariant 93 de 1la catégorie des
points et classes de chemins de E dens une catégorie de A-modules et homomor—
phismes. Comme toute classe de chemins adnet un inverse, les homomorphismes qui

leur eerrespondent sont des isomorphismes.

Ie systéme sera dit constant si le foncteur se factorise par la catégorie des

points eﬁ paires de points de E .

Si E est connexe par arcs, et muni d'un point de base e, la donnée d'un
systéme local gf cst dquivalente & celle d'un A-nmodule G et d'une représenta=
tion de TTi(E s eo) dans le groupe des automorphismes de GO . Lo systéme est
alors constant si T, opére trivialement. C'est toujours le cas si E est

1
simplement connexe.,

EXEMPIE. -~ Soit M un fh-moduls, et soit Pt X —>B un fibré au sens de

SERRE. On peut associer & tout chemin ¢ de B un hononorphisne

oyt HyFooy o M) > F F iy s )

en procédant en gros de la fagon suivente ¢ On construit une fonction h , qui,
a4 tout n-simplexe singulier s ¢ [ln —éch(O) , fasse correspondre une appli-
cation continmte h(s) ¢ I x An ~> X tells que :
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10 n(s)(0, d) = =(a)
29 P, h(s)(t , d) =c(t)
3° h(s) o (1 x £;) =h(s o £,)

si fi est 1'injection de An-l dens A‘n corme i-iene face.

On définit h d'abord sur tous les O-sinplexes, puis sur tous les l=-simplexes,
stce; quand on 1'a définie pcur tous les (n-1)-simplexes, lo définir pour un
n-sinplexe n'est qu'une question de relsver une homotopie de P o 8 déja relevée
sur le bord dsé s , ce qui est possible dans un fibré de Serre. En posant
by (s)(@) =n(s)(r , &), hy est une application de l'ensenble S Fc(o) des
simplexes singuliers de F c(0) dons S F (1) ? qui comrmte avee les faces et
définit un homomorphisme 4de chaines ¢ G, (F e(0) ? M) =3¢ (F (1) ? M) , qui
commute avec d , et que nous noterons aussi h . Si h‘ est une cutre fonction
satisfaisant aux conditions 19, 2°, 3° I‘ClathGant 3 un chenin ¢! homotope 2

c , on peut montrer que h1 et h1 sont honotopes.

On en déduit que 1'homomorphisne induit sur 1'homologie me dépend que de la
classe du chemin ¢ « Lo fonctorialité va de soi. Le systéme local ainsi défini-
sera appeld "systéme local de 1'homologie de la fibre" et noté 4 *({-ﬂ’ , M) .

2. Homologie singuliére & coefficients dans un systéme local. - Choisissons dans

chaque simplexe canonique An un point On o Pour tout n-sinplexe singulier
H = C = o Défini
s A, —E , posons G GS(On) , €t Cn(E ’ J) ] e® G, » Définissons

s, (E)
d: Cn(E , 8)-)uCn_1(E » ) par
d(s , g) = O:?én -1) (8o £, s Cs,(8))

N

od C; est l'inage dens E d'un chemin de An qui va de 0 & fi(on-l) ,
ces chenins étant homotopes entre eux puisque A est connexs, done simplenent
connexe. L'opérateur d vérifie d od =0, et mum.t c,E,qy)=@®c E, y)
d'un structure de complexe. Son homologie est par defa.n:.tlon 1'honmologie sin= '
guliere de E 2 coeffifzients dans (3 et se note H;(E ’ (‘j ) =@Hn(E , 8 ) .

EXERCICE. - Définir pour tout ¢ €E wun honomorphisme G, —>H_ &, Y ) .
Si E est connexe per arc et muni d'un p01nt de base €, 9 montrer que
H &, .8) est isomorphe au quotient de G = par le sous-nodule engendré par
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les élénents de la forns g=ocg, avec g €G , C €7 &, eo) .S1 E a
pour composantes connexes les E, , Ho(E , (3) =(+)HO(Ei » Y lEi) .
i

3. Filtration de C *(X y M) o = Scit Sﬁ l'ensenble des n-sinmplexes s de X
tels que Pos @ O =B se factorise sous 1la forne Pog=uoa , ol

a s An - Ap est affine, et induit une application croissante au sens largs
de l'ensenble des sormets de An dans celui des sormets de Ap s €t o u

6st un p=simplexe singulicr de B .

P
On notera Cg le A-nodule M(Sn) s On a s

' +1
10 chcg s 6ty pour p>=n, C£=Cn(X,M)
o P P

Les Ci ':@Ci définissent une filtration de C (X , M) conpatible avec 4 ,
n
qui induit une filtration ds H(X, M) oS4 X=B ot P=1, K =0
(homologie engendrée par des simplexes dégénérds), et Hfl = Hn(X , M) .51 B
et réduit 3 un point, H) = H (X, M) . Dans les deux cas, dits ddgénérés, le
gradué G Hrl associé a Hn filtré a un seul terme non nul et s'identifie 3

Hn(X y M) o

4+ Fonctorialitée = Un morphisme f d'un systéms local 9 de A-modules sur E

dans un systéms local 8' sur E' se composs de ¢
A
1° Une application f continue de B dans E' 3 si ¢ est un chenin de E s On

notera £ ¢ 1¢ chemin f oc de E' ;

R° Pour tout e de E , un homonorphisne fe de Ge dans G,{( ) 3 et on
£(e) -

suppose que le diagramne suivant est commutatif pour tout chenin ¢ de E 3

G ——— 1
c(0) fc(O) ?c(o)

A
c”r i‘c*

G | —— G
c(1) fa(1) Gf' c(l)

4 un tel morphisme est associé un homomorphisme de L-modules graduds @

£, 8 H*(E,CJ)—-)H*(E' s ')
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La condition de fonctorialité (f o g), = f, o g, est satisfaite. Un norphisme
f d'un fibré (X , P, B) dans un fibré ,.(X' , Pt , B') se compose de deux
applications continues f : X -X' et £ : B —B' telles que

E‘ o P=P' o £ . L un tel morphisne est associé un norphisme de systémes locaux
gradués, que ncus noterons cncore f 3 % *(gf y M) —- ‘5@ (3:‘ , M)

A f est aussi associé un homomorphisme £, ¢ C (X M) = C (X' M) qui
respecte la filtration, c'cst-a-dire £ (CE(X, M)) c;cp(x' , m) . I1 en est de
néne de 1'homomorphisne induit sur 1'homologie £ *(X M) =3 H (X' , M),
et on a donc aussi un homomorphisne, cncore noté f ) du gradué associe au

premier nodule filtréd dans lc gradué associé ~u second.

5. Par un procédé essentiellement algébrique, qui s'applique d'ailleurs chaque
fois qu'on a un nmodule différentiel gradué filtré, on obtient le résultat suivant 3

SCHOLIE. = Soit M un /L-nodule. L tout espace fibré au sens de SERRE
(X, P, B) , on peut associer une suite (&" )2 frEm de A-nodulss bigradués
munis chacun d'une différenticlle d° do bidegré (=T, r - 1) , soit

r r r r r r .r
= E 3 d ¢ E —> 5 s d d =0 ;
é:; Psd ° Psd Py p-r,qtr-l 7 7 © ’
’ ) .
et un isomorphisme i de @E p-p SUr le h-module GH (X , M) gradué associé
Py

a Hn(X , M) filtré ; de telle fagon que les conditions (4) , (B) , (C).,, (D),
(E) suivantes soient wérifides '
A, H(B,%(&,M)) pour p, qZz0
PN q

PsqQ
0 sinon

B, ET oot 1thomologie de (E* , d°) , soit

Er'"l = Ker clr /Im dr

Psqd PsQq p+r,q-r+l
(A) et (B) entratnent que tous les E; q PO Py d donnés et T > sup (p,q+l)
’ ‘ ’ I d \
sont égaux avec d; q = 0 « On peut donc éncncer la troisiéme condition
’
© r o)
C. E - E ’ 2 - .
b,q byq pour r assez grand, d =0

D. Fonctorialité : & un morphisne f d'sspaces fibrés
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X—-—E*X'
P[ P'l
N % :

B ——=3 B!

on associe des hononorphisies £ ¢+ EF —> BT tels que
Psq PsQ Psq
8 fi coincide ovee 1lthomonorshisne
Ii’

gt BB, € (5, W) > H e, %5, u)

induit par le morphisme de systémes locaux

@@q({& , M) -9-?&%(??', M) associé & f .

b.1 f* cornute avec les d° et induit f§+1 sur les honologies Er+1 et
BT ae BT et EOT,
W _ .r

Pyq fp,q pour r assez grand,

d. le diagramme

f(IJ

EOO._____i___;.Evco

oo, v

% : N
GH, (X , M) —> G (X', N) ,

est commutatif.

Remarquons que les conditions (), (b), (c) entratnent

(o g)r r gb,q

' Si X =B s 6t P est 1'identitd, la fibre est réduite a un point, le sys-—
téme local ﬁ%(fﬁ s M) est constant, et s'identifie au module M pour q=0,3

rowr q£0 § (A) dorno E;,O-H(X ; Ej =0 pour q#0 .51 B={b] ,
X = Fb s le systeme loeal ¢ ( gf M) s'identifie au rodule H (X M) ;

(4) donne Eo q° H CX M) ; 5 0= =0 p‘ur p #0 .+ Dans les deux oas
degeneres, tous les dr sont nulé, et E® E2 3 1 devient un automorphisme

de H*(X » M) . Nous pouvons maintenant énoncer la derniére condition
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E, Dans les deux cas dégénérds, 1 est 1'identité de H*(X , M)

4
DEFINITION. - La suite (EY) s'appellc suite spectrale du fibré (X , P, B) .

Nous supposerons dans les apolications que A est un anneau principal, et M= oo
Si le systéme local 5Ka(f§ » &) est constant, on peut alors appliquer le
théoréne des coefficients universels ¢

On a une suite exacte canonique
, : r .
0 -‘-;Hp(B y L) s Hq(F y h) —A-Ep,q — TorA,(Hp_l (B, 4), Hq(F , A)) =0
Cette suite exacte se fend en sopme directe, nais non canoniquenent.

6 .Complénents et variantos.

A. Corpatibilité avec J, et P o =Scit b e B, et soit J 1t'injection de

Fb dans X . On a J*th(b,M)—?‘H(X M) .

D'autre part on a un homonorphisne

Hq(Fb , M) =>H (B 3 -"Séq( T, M) = Eg (exercice du n° 2) .

sd

Comme tout élénent de Br est un cycle grt est un quotient de EX
0,q * “0,q O,q ?

’

6t il en sera de méme de Eéoq » Enfin, Eéoq , prenier terme du gradué associé
' ’ ’

3 Hq(X , M) , en est un sous-module. Finalenent on a 3

- 2 sur r sur co inj

H (F M SuI;E "‘;'0-0 "_—-)‘E > ee e \E —J—)H X

q" b’ )(331 T Oyq 0,9 0,13 q( )
onnexe

On voit facilement, en appliquant 5 (D) au cas

Js (P, PR, {B})>(x,P,B)

et en tenagt compte de 5 (E) , que le composé de tous ces homomorphisnes n'est

autre que J

De méme Ep o » dernier terme de GHp(X) , en est un quotient, et c'est un
sous-module de E? ,0 puisqu'il n'y a pas de bords non nuls dans les Ep 0°
Enfin E§’0 = H (B, (b(éﬁ M)) s'emvoie dans (et méne sur, si la fibre est
connexe ) H (B M) par 1'houomorphlsnc associé & 1l'augmentation Ho(F , M) =M
On voit de méms en appliquant 5 @©) & s (x,P,B) =B, I, B), que lo
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conpesé des homomorphismes ¢

Hp(X , M) Sy 5 —> v ——>F ﬁxﬂp(s , M)

p,0 P,0
n'est autre que P* o
B. Homologie relative. = Scit B' ¢ B, X! = Fl(B') « On a un énoncé analogue

& celui du schelie , en remplaegant (A) par

2
Lv, Hp,q = Hp(B mod BY , %q(g-é , M) 3

et 1 por un isomorphisine de E® sur GH*(X nod X' , M) .
C. Cohomologies = On a un énoneé analogue, nais les d, sont de bidegré
(r,1-r) et la fonctorialité va dans l'autre sens.

De plus, si M=4 ona la compatibilité suivante avee la structure nultipli-

cative ¢

ae Les Er scnt munis d'une multiplication associative

be les dr sont des antidérivations @
) = _ 1\P*a
dr(a.b) = (dr a)eb + (= 1) a.(dr b)

8i a est de bidegré (p, q)

c. La miltiplication sur E_,, est induite par cells de E (1a formule pré-
cédente montre que les cycles fornent une sous-algébre, et que les bords . forment

un idéal de celle=ci)e
de La rultiplication sur Eco coincide avec celle de Er ‘pour p et q don=-

,
nes, lorsque r est assez grand.

6+ Lo nultiplicaticn sur E, est donnée par
t
asb=(=-1)P a00p ,

si a et b sont de bidegrés (p.q) et (p'eq'), W désignant le cup-
produit dans H*(B , 05:(’;.*({5; y 4)) |

fo L'isomorphisne i est rultiplicatif.
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REMLRQUE, - Le systénc local ¢~ (% , est un systéne d'i-algébres gradudes
anticormutatives & ab = (=1 )9 b, On a dene, dans

(G, 4)) 1 o ob= (- 1) g,

1 ! - ! + t4q!?
d'od, dans B, ¢ aub = (- 1)PPrAAT¥a=a'p 1y (pra)(ptat)

Enfin on a une dualité entrs E; et Ef‘ »4 s €t 4. et d" sont transposés.
’

D.Cas oiun H-sspace opdre sur la fibres - Scit G un espace nuni d'une lci dc com-

position mt G x G=» G "presque associative" (Exposé 1, n° 4) et d'un 16~
ment g, "presque neutre"., H *(G s 1) est alors runie d'un produit

n, s Hp(G,A)qu(G A)-—)-H (GxG,A)-—}H (G,A)

P 2

qui en fait une L-algdbre gradude L =®n L, & élénent unité de degré O ,

On dira que G opére & gauche dans un espace E si on a une application
continue r ¢ G xE—=>E telle qus

1° x— r(gO » X) est homotope & 1'identité de E

2° les applications de G x G x E dans £ définies par

I:"'o(gl ' & x) =r(g1 ’ r(g2 s X))
et

Rl(gl ' &y x) r(m(gl ’ gz).’ x)

sont homotopes.
H " (E) est alers nuni d'une structure de ILenodule & gauche par

r, s Lp @ Hn(E) ! +p(E)

On dlra que G opére & gauche dans % si G opére & g'xuche dans X , de
telle sorte que soient satisfaites les conditions supplénentaires

3° P(r(g, x)) = P(x)

4° L'honotopie R entre R et Rl peut &tre choisic de fagon que
P(R(t , g, x)) = P(x) pour teut tef0, 1],

En ce cas, le systeme local "756*(?? s L) devient un systéme local de
L-modules & gauche.,

D'autre part H_ (X,4) estun L-module & gauche et la filtration est compatible
avec cette structure, c'est-égdire que les H*p sont des sous-L-modules, et
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GH, (X , A) sera aussi un L-module & gauche.
On peut maintenant éncncer un conplénent au secholie. Dans ce cas, les ET
scnt unis d'uns structure dc Lemodule & gauche, tells que ¢

r ° 2 I
ae les d° sont I-linénires au sens gradué ;

Er +1

be la structure de¢ L-nodule de est induite par celle de EY 3

c. la structure de L-nodule de E2 est Aéfinie par ;(, a = (- 1)kp La s OU
le deuxidne produit est pris dens le  Lemodule Hp(B y Ho (F , £)) , si Lely 3

d. la structurs de Lenodule de E® cdfncide avec celle de ET pour p, g9, k
fixes, lorsque r cst &ssez grand

€e 1 est L=lindairec.

Nous eppliquercns cc résultat au cas o X est 1l'espace des chanins d'origine
b d'un espace B comnexe, et ou G = Fé est l'esprce des lacets (B, bo) H
‘gf)*( Ge s &) est clors un systine local de Lenodules libres 3 un générateure Ce
systéne est eonstant si (et seculement si) B est connexs et simplenent connexe.
I1 s'identifie alors 3 L et cna B = H*(B , L) (nais sa structure de L~noduls
en différe par un facteur (- l)pk) .

Une situation analogue se présente dans le cas d'un espace fibré principal
S p p }

nais le groupe cpére a dr.ite, ce qui d'ailleurs supprine le facteur (= l)pk .

7. Iscmorphisnes de suites spectraless

PROPOSITION. - Scit £s (X, P, B) = (X', P' , B') un norphisme de fibrés.
Llors, si fr* : EF =E7 estun isomorphisne, £, $ H*(X , M) -)H*(X' , M)
est un isomorphisne.

Si fi ¢st un isonocrphisue de EY sur BT , comme il cormute avec les diffé-
rentielles da° et arf s il induit un isonorphisme de 1l'homologie ENl de
E®F , &) sur 1'homologie E'™* 4o (@F, a'") ; £, est donc un isonorphis-
ne pour tout r par récurrence, et fﬁo le sera aussi ; f, : H*(X) -9-H*(X')
ést un honomorphisne conpatible avec la filtration qui induit sur les graduds
associés un isonmorphisie ¢ c'est done un isomorphisme sur (regarder pour chaque

degré).

EXEMPLES, - C'est'le cas si B est connexe, nuni d'un point de base b, si
A
f est un homéomorphisne, et si fo s Fo - F('J induit sur 1l'homologie un
isomorphisne f_, de H *(Fo s M) sur H *(Fé s M) o« Llors en effet le morphisne

de systémes locaux
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£1 §6(F, ) — T (T, u

est un isonorphisne (comme on le voit en considérant un systéme local sur B

corrie un nodule dans lequel 'iTl (3, bo) opére) et 1'hononorphisne ii aussi.

_ Clest aussi lc cos si le systéme local 76 (ET"" A) est constant, et si
Fos H*(B L) =>.H (Bl L) et £, H (F K) = H_ (F* , 4) sont des iso-

%
morphisnes. & &te mt un anneau pr:.nclpal. En effet ‘§€ (ﬁ A) , incge réeipro=

que d'un systéne locel constant, est constrnt, et le théoréne des coefficients

universels ncntre que £, est un isonorphisne.

EXERCICE. - Si f2 est bijectif pour p + q €n , surjectif pour p +q=n
(resp. bijectif puur p + g >»n , injectif pour p + q = n)

I Hi(X , M) —-»Hi(x' , M)

est bijectif pour 1 <n , surjectif pour i1 =n {resp. bijectif pour i >n ,

injectif pour i = n).




