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COMPACTIFICATION DES ESPACTS QUOTIENTS DE SIiGIL, IX.

par Ichiro SATAKE

Dans cet exposé on va considérer 12 cas des groupes commensurables au groupe

. N K *
modulaire. Les notations } , Jgg ’ ‘O'n , ,‘E,*; 5 +es 5 sont les mémes que dans 1'exposé

précédent.

. Ve K3 2’ . *
1. Considérations supolémentaires sur 1l'espace Sn .

~ ~

Soit L= En le "groupe des transformations" de | = Sp(n , Z) , il.e.

= So(n , VQ) ; montrons d'abord que 1l'on peut faire opérer l’ sur 1l'esnace ”): .

. . * . . Py
Pour cela considérons 1l'ensemble Sn construit par la méme méthode que celle

» . . . il N .
de 1l'exposé 12 , n° 2 , mais en se servant de U au lieu de I , c'est-a-dire
S~

1l'ensemble des points .2 (classes des couples (M, 2)) avec Mel , ze Sr

A

S * . . . .
(0 €r g n) ; on peut supposer de plus que ’Jn est muni d'uns topologie satisfai-

sant aux conditions 1° et @
~ o s ~ 5 e )
2° les opérations de Me | dans A sont continues

(par exemple, considérer la topologie la plus finc satisfaisant aux conditions
~ ~
. . rd ’ * .
10 , 20 , définie comme dans 1'exposé précédent, n® 3); :’n contient alors 4\

v

“:ll

(comme sous-ensemble) ; mais en fait ils co¥ncident. En effet, pour chaque
il existe un nombre fini de N e[ telles que Es Cd IV’ 5) (parce que

£ est un "ouvert fondamental" pour un groupe "mlnkowsklen" f ) ; la tonologie

de S; induisant sur ‘:,n une topologie satisfaisant aux conditions 1° , 2° ,
on obtient en prenant 1'adhérence par rapport & cette topologie (que 1'on notera
* , notation qui ne se controdlt pag avec la notat:.on oF ), -
= - * ;te Ok ok
yﬁh (i S Ve UM Gy, dton &7 f’> ~TE =3 donc on a Sy =

. *
Puisque 5n =5n s on peut considérer f comme opérant sur 5n .

o~ —~

Or si 1'on décompose I en classes & droite suivant [ o é;? , On aura une
decomposwt10n~d1recte de l'espace ﬁ; semblable & (2.3) dans 1'exposé précédent ;
le fait que 5* = signifie alors qd'on peut prendre comme représentants des

classes dec 1 L d’}n des éléments do U ; cela veut dire que
(1.1) £ - &"‘.(rm;;‘) (O<r<n).

Ce fait a déja été signalé par KOECHER [2] dans le cas varticulier r =0 (et
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non seulement pour !’ , mais sussi pour tous les groupes satisfaisant & certaines

conditions).

Les opérations de M/e f sont continues par rapport a °6(1 En effet, soit

F un fermé de 5: au sens de 6?,011 va montrer que pour toute HeE ? MF 1'est
aussi, c'est-a-dire que M M Fn 9* est fermé pour toute Me L.or 11 existe
un nombre fini de Mie ' telles que (M M) l.Q“ < U M Q- 3 alors
i
1

.- Fn Q’n' étant fermé, ce dernier

~ * _ ‘ -~ — * A
MEFALL = Q MM Mi(Mi FaQl)n Q¥ ot, M
est fermé i cause de la "continuité" de M M Mi dans ﬂ; (ceci résulte du lemme

~

1 de 1'exposé précedent). Les opérations de Mel sont encore continues par

rapport & fop . 11 sufflra de montrer que si U est un ?3’ -voismage de x,
-, >y 0
Fx~sature, alors M U(M e Y’) contient un G —-vo:Ls:Lnage de Mx , ‘*ﬁ);sature.
Cela resulte’immedlatement du fait que MU est M F M 1-sature et que

Mf' M= (MO¥ )~ est commensurable 2 %x .

- =y}

Soit maintenant |'= ‘*n un groupe commensurable & C 3 alors il existe un

nombre fini de N ¢ " telles que

(1.2) Q = J M, Qn
1

!
soit un ouvert fondamental pour I (on prend, par exemple, Mi telles que
'= U (I .r\f")Mi). On a alors ‘:\; = I"(Qr'l)*E (* désignant 1'adhérence par rapport

N

& n'importe quelle topologiec satisfoisant aux conditions 1° , 2°). En effet, pour
chaque M&!" , il existe un nombre fini de Ms. € ' telles que qu <\ M;. Q;l 3

J
done Mg;x ol U M.%(Q';l)* , d'o <X TO_"‘; i (Q_n)
J

,u

Cela dit, considérons les conditions 1' , 2' , 3' , 4' qui se déduisent des
conditions 1° , 2° , 3° , 4° respectivement, cn remplacant I , C: par F’,ﬂ;
(1a topologie "naturelle" de Qr'l* sera cellc induite dans Qr'l* par n'importe
quelle topologic de ,3 satisfaisant aux conditions 1° , 2°), Il est clair que
T satisfait aux conﬂltlons 1' , 2', Réciproquement, on peut définir la topologie
“Zﬁfi de f: s comme la plus fine des topologies satisfaisant aux conditions
i' » 2' (on procéde comme dans 1'exposé précédent, n® 3) ; alors ?;’P)satisfait
aux conditions 19 , 2° (la "continuité" des opérations de Méf dans Q'“) ;
donc gl’ T . On constate alors 19 méme raisonnement que plus haut que le
systéme des 14 I-—v0131mges L'—satures de x est équivalent au systéme des

Tl—v01sw nages i;{—-satures de x 3 donc, si on définit la topologie %g de la

Bl /
meme manlere que ?;’l s On a CGF = ?;c(; . : Or il est facile de voir que
{ = GC satisfait aux COndltlons ', 2', 3", 4' ; la condition 3' se démontre

- J
comme sult : soient x, x'e fJn deux points non équivalents par rapport & 3 R
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soit [ = U (r nL'I)MJ.'_ ot soient, pour chaque i, U, , U:.:. des voisinages

i ‘
de x, M:.I'_"1 x' rocspectivement tels que VU:.L nUY = g si x, M:.l’_"1 x' ne sont
pas équivalents par rapport & 1, et que ((I'- f'x)Ui) 0u, = g, U =MU, ,
si M]!-"'l x' = Mx avec Mgl ; alors, comme [' M Dx=¢ , ona
«(r nf”)Ui) f\U:.'L=¢ ; donc en posant U = (\Ui , U =ﬁ MU, on a

- i i
(™U) A U' =@ . 11 s'ensuit que 7}\‘ satisfait & la condition 3' ; on peut

démontrer aussi par le méme raisonnement que dans 1'cxposé précédent 1l'unicité

de la topologie satisfeisant aux conditions L' , 2' , 3', 4' .

a !
On s'occupera désormais exclusivement dc la topologie q;t’) = z;’ 5 les résultats

obtenus ci-dessus s'énoncent comme suit :
'

s A ~
THEOREMZ 1. — Les opérations de M€ ' dans S; sont continucs par rapoort

A ‘?jg . Pour tout groupe [/ commensurable ‘au groupe | , ‘Z,’g' satisfait aux

conditions 1' , 2' , 3' , 4' ot est cntiérement caractérisée par ces conditions.

2. la structure des cspacés compactifids [ '\ f';: .

D'abord il est clair que le théoréme 1 entraine le suivant :

4 - . ¥ ’ ’
THEOREME 2, - L'espace quotient T ~» cest séparé et compact.

. (¥ R s ' . . s
Si L' est un sous-groupe d'indicc fini de 1 s, 11 existe visiblement une

application canonique

(2.1) ‘TF;,, s ™ 5:: —> ["\Sz

qui est un "revétement ramifié" (comme on le précisera plus loin) 3 Trf",f’“ est
- continue, c'est une application qui transforme les ouverts en ouverts, et lles
fermés en fermés, Si de plLis [ est un sous—-groupe invariant de ¢ s alors
f"\_’S,: est "galoisien" sur F’\S; , ce qui veut dire que le groupe fini (/U

opére sur P”\S; , et 1'on a
(2.2) /oA =M\ok

On va étudier maintenant la structure de 1'espace [ \5: . Pour cela décompo-
- pons [ dans les classes doubles & gauche suivant ,f‘ ' ot & droite suivant
r n(f,rn. s comme suit 2

r

_(2‘3) ' | E':Lif,l‘{r’x(’ﬁn&n) ’
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ol il n'existe qu'un nombre f£ini de classes en veriu de (1.1) ; on a alors la

décomposition correspondante de ,{’:f:l :

!

(2.4) 5: = l}) U E'Mr,k :} ’

»

et par conséquent on a
eF s U ML QL
( \/.‘n 9&3 r e MI'D\"\I' 2
or si l'on pose

t 1 rn
(2.5) Pr,’)\_ - Z.'ﬁr(M;,%“ Mr,‘)‘" @r) ’

il est facile de voir que Lr oy ast un sous-grouve discret de Sl , _13)
X b4
commensurable A f‘r et que 1l'espace quoticnt I"\Y'Mr_} 51- s'identifie cano-
; vy

. ~ i 22 . .
niquement a ir }\\'Jr ; donc la rclation précédente s'éerit
"\

(2.6) PGS, = g,)x HARS

)
s N s ' — 1 . t 2
I1 y a lieu de remarquer si 1'on pose dans (1.2) M, = MM 2 Ly , Mg £,

T
. ~ n
L < r '"Gr , 2lors

"y 3 .
(2.7) Oy = .\‘J } a1, (L )4,
lc i-— .
est un ouvert fondamental pour f;)\ ; ceci est une conséquence immédiate du
} 24
fait que 5: = f"(QI’])* .

. » . = * = i W
Or on va considérer la relation entre [ )\\ 551, et I'\D, . On note d'abord

N

b
qu'il existe une injection canonique de ,SI*_‘ dans ‘,:)n définie par

M2 —> z,n(M).z (Me [, z¢ 5 ,0¢s¢r),

parce que (M , 2) ~ (' , 2') entraine évidemment ((,n(M) , Z) ™~ ((,n(M') , 2")
et réciproquement ; cette application, étant visiblement un homéomorphisme pour

" u
cél-ou pour %'CL) s nous permct d'identifier 5: avec 1'adhérence de Sr dans
*
Sy ¢
Or, pour P/ Aonné, il existe encore une application ‘fr')\ de TI',.):\ 5:
) s
dans P’\,‘Sn définic. par

(2.8) : M.Z mod E;,x) —> M4 (0.2 @oal) ,

Ufr,j\ A
+ )

parce que, si M.Z , M'.Z' sont équivalents par rapport A [r 3 ? il existe
b ZAN

' 1 o 1 ' ' — M7 1 T
Moﬁf telle que ﬁr(_M;,X M Mr,'X)M'Z = M'.2', c'est-a-dire que
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~ _ '--1 --1 ] z /"\r' ’tJ A | [ 2
M =M (Mr,)\. M Mr,’k_)M e b et (o8 (M ) Z=12', d'ou résulte que
(] ""1 1 [] f M ~ )“‘n (] ""l 1 [} v
L (M ) ;’\ ! Mr,.}\‘ "‘n(“)‘ &, ot w( (M ) )\Mo Mr; (M)) S(Mo) ,

i.e. que MX

Comme le diagramme suivant est commutatif, il est clair que 1l'application *r%

L M.z, M . ((M').2'" sont équivalents par rapport a U,
n Ty h

est continue :
M .

(2.9) T n
o Y, N
Ur N5, —22 [\5)

mais, comme on lec verra tout de suite, elle n'est pas injective en général.

Bn effet, soit s <r «<n et soit

s -
Q= L)\ Mo, o (6,0 )

(2.10) = \‘f I . C &) ,
~ _ -1 ,7\& :; ¥ .
rr a \’y) ‘r,) Ms,p (&r f @s) ’

on a alors

M, ") Ln(Méff-))(?;] &y ad)

puisque ['r = q‘(l_'n n (Qg) et m;l(&Z) = &3 nd;vrsl ; donc

fl‘qai;n U( r

(2.11) - U I VO M(”\))("' &on &) s

S 3
Ay o
ceci est la décomposition de .r;l en classes doubles suivant I et [;l n@rn A {Ersl

la décomposition plus fine que la deuxiéme décomposition de (2.10). On écrit

(,n(M(r)))é.f“M (f;n l}g) .

(2.12) (A, p)=>p, si 5

")\
Alors 1 'ap lication \r appli ue
P Ty\ 4

4N D (I’,X) ( ! (1'3\9 g
Yr,X\L'r,X s, Rg SuT D\"m ’-\ by (M ,1’) )5 = [\I'M bs ’

ou, en posant

. _ (r, X) ; (ryN)
@ A) = (M fli, M»w 5) >
M (T 3‘) =MM L, Mel’/, Le¢ l“nnﬁrs" ,

N S, S,\"
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kyr,)\ applique

T, ) \S, sur [ N\E

’-/\ S’V S S,\‘A S
oomme suit '
(2.13) Z (med (f ) )—-éL Z (mod Ps, }‘) ,

pour (X,u ) = 130 Or il est bien possible que dcux couples distincts
N,»), ¥,») (méme avec A=X') correspondent 3 un méme Vo3 d'autre
part, on a

(€] ,),,, = BTN ylm)

= r
v 8,0 Syp roh s,y NOT)

B (e At Ny R )

1

. ws( n(Méru\))~l s N Mr,}\ i“n(Méj,?;})) a 43‘:)

~1 ~1 AN
=0 M M Lo 85
s( Syt Syt s)

(L) Moy %) s

1

et i1 est encore bien possible que (iIf )s y soit strictement plus petit que
’ - ’
0} (L)'-1 " 2y(L) . Ces deux possibilités impliquent en général que '3 n'est
S S;p 8 Y _

pas injective,
EXEMPLE. - Considérons le cas du "Hauptkongruenzgruppe" :

[ ()= XM me [, u= E  (mod q)} .

Dans ce cas tout L[ Q}\ est égal a [J;(q) (donc la seconde possibilité :

e, £2E)" 1 f @(L) n'a pas lieu) ; celodlons le nombre %
de "multiplicité" de ;( Q) . On a évidemment
Gy = LI ¢ T (@M, 0 D)
=[0 s T @1/ 10 n&? : Da)n &)
=00 N@I/00 : @II6 00 : T (@aN0T,

'ﬁﬂs désignant le noyau de ’ﬁr . Or 5’\? se décompose dans le produit semi-direct
comme suit :

{(2.14) A =40 T,
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avec tU O B U
1,(“={ ; U=(r 12) ,det(Uz);!O} ’
t o U 0 U,
(2.15) L (E T (o 1)\ '
Q/r = ) ;3 T'= % ’r , T2 H sy'metrique> ’
L0 E Ty 1’2/

. . . ~AD
le dernier étant un sous-groupe invariunt de ;‘ﬁr . Comme

[ (@) ngfi = (1 (@) A1) (@) nTD)

et
n ¢ tU 0 IEI‘ U12\
L@l = {\ . U__l' ; U= (0 1, | : unimodulaire,
= En(mod a) }
—~ — E T {0 T,
L;I(Q)" (L?= '\{( ) 3 T= 12" : entiére, symétrique,
0 E T12 T2
= E_(nod q) } ,
on a
[fady: D@aXpI=0 Ay : D @aA0 T [hnds s @) adD)
(n-r)(n-r+1) Ly )
) [‘gn_r Y ()] o) g 2 ,
o Y =8Lln-r,2), Y ()= {U Uey, .5 US En_r(.q)}

et le facteur 2 apparait lorsque n-r>1,q>2.0r il est bien connu que

t Y (@)= q" "1“'}‘ 17 a-o",

p g 2<k<n

" r<q)3_qn‘2“*”u TT (-2

{

p‘q l<kegn
Cf. KOECHAR [1] ). Donc on a
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qn(2n+1) - I'(2I‘+1) » -{-T (1 _ p-2k)

1

_ » pla r+l gk ¢n
(2.16) 2)n,r {n-r)(n-r+l1)

+ 2r(n-r) + ( —r)2 -1
(20 2 e T 1T a-5
plg 2<k<nr

-2k

1 LS
.é.(n-r)(n+3r+l)+l -1 r+1;,qﬁn( )
e ’ T oo
2¢ kg n-r (1 ~p)

pour r<n . Sl s<r <n, ona donc

n-s

. ~k
n’r r ] - (n—r)(r-—s)+1 (2)—1 ﬂ g (1 -p ) > 1 )
—_— =S ’
Un, ele T o T -

ce qui montre que 1'application [(a)\S}

\ N 1
. —> fn(q)\bn n'est certainement

pas injective pour O < r < n .

3. Un théoréme de connexité

Finalement on ajoute un théoréme qui nous sera utile ultéricurement.

THAOREME 3. ~ Chaque point de ‘:f:} -:vfj;q posséde un systéme fondamental de

-
eécl)—-voisinagesgu_i coupent h suivant un ouvert connexe.

DEMONSTRATION, ~ On peut supposer que le point en queetion est z € Qr (r <n) .

Soit U, un voisinage connexe, (f) —saturé de 2 dans Qr et ‘soit

Us = V(S)(U , K) (r<sen) l'ensemble défini dans 1'exposé précédent p.3 ,
i.e. 1'ensemble des 2 éQS telles que

(1) ,
Z Z d, o0
z:/ 1 12\:X+i¥, v=%opuw, p=| !
t .
S

V2 %/

, (r)
avec Zl eUr y 4d

r+l/K 3
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alors U = U Us est un voisinage de ZO dans Q: et par conséquent
r¢sgn
U= FZ U est un ‘Gg—-voisinage de Zo dans 5: . On va montrer que
o)
U= l-'Z U coupe 5 n suivant un ensemble connexe, c'est-a-dire que
o
¥ 7 Un est connexe. Or il est facile de voir que FZ est de génération
o )
finie (noter que A Bﬂg est un sous-groupe d'indice fini de FZ et

o]

est de génération finie) ; soit {Ml} un systéme de générateurs de I ‘Z
o

en nombre fini, et contenant 1'identité E ; on peut supposer de plus que

Mi a 1'une ou l'autre des formes suivantes :

E 0 0 0
r

(3.1) My = 2 y Uy unimodulaire,
0 0 E 0
r
o o o uj
2
Al 0 Bl B12

(3-2) M

1

n-r

(en effet, I 7 est un produit semi-direct de sous-groupes formés des ma-
0
trices de la forme (3.1), (3.2) respectivement, dont le dernier est un sous-

groupe invariant). En décomposant Z' =M, Z , 7 € U, comme ci-dessus, on
voit facilement que, si Mi est de la forme (3.2), Z' appartient &
.Qn(u') , ot u'(2u) ne dépend que de U, , K, M, ; donc ona

Mi Un C Qn(u') pour u' suffisamment grand. Soit maintenant Mi de la

forme (3.1) ; pour une matrice 2 1 (quelconque mais fixée) de U L on peut

prendre encore u' tel que Z:!L = M:.L Zi & Qn(u') ; dans ce cas, on a les

relations ‘
1 — ] — — —

X =% 5 X, =%,0, , X'z-tuzngg , Wi=W, o,

— —_ — .

W, =W, U, , D} =D , Wypyup=Tu, W, D, W, 0, ;

donc si 1'on désigne par Zi(/\) , Z:!L(/\) les matrices obtenues en rempla-
gant D, , D} par. )\D2 s AD4 (A » 1) respectivement, dans Z;
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(resp. Z:'i.) , on voit facilement que Zi()\) €U, Z:!L(X) € _Qn(u’) ,
Z:'l(k) =M, Zi(X) et donc Z:'i.()‘) (M>1) appartient a M, Unnﬂn(u') . Soit

u' tel que toutes les conditions ci-dessus soient satisfaites ; définissons un

voisinage U!' = U Ut de Zo dans Qn(u')* exactement comme ci-dessus
r¢<sen

avec Uz"v = Ur et aveec K' suffisamment grand pourque U!'c 'ff s alors on a
M; U NU! = @ pour tout i ; en effet, si M, est de la forme (3.2), on peut

prendre, pour K!' domé, X, tel que MiV(n) (Ur R Kl)CUI'1 ; d'autre part,
si M; est de la forme (3.1) , Z:!L(X) appartient & M; U nUr'lv pour A

suffisamment grand. Alors Un , U;x étant connexes, Un U U;l est comnexe, et
(U, v U.’t'l) nM U v Ur'l) £@ pour tout i , d'oh résulte la connexité de,

(; U, = Pz(mluuy .
(o] [e]
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