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COMPACTIFICATION DES ESPACES QUOTIENTS DE SIEGEL, II.

par Ichiro SATAKE

Séminaire H. CARTAN
1957/58

10 mars 1958

Dans cet exposé on va considérer le cas des groupes commensurables au groupe
modulaire. Les notations " , à# , -l1 , ... , sont les mêmes que dans l’exposé

r n n

précéde,nt.

l. Considérations supplémentaires sur l’espace §j* .
_ ~g~ 

. 

n

_Soit 
Ô = ( le "groupe des transformations" de é’ = Sp(n , g) , Le. ,.- .fl= Sp(n , Q) ; m,ontrons d’abord que l’on peut faire opérer 0393 sur l ’espace 5£ .

Pour cela considérons l’ensemble É# construit Par la même méthode que celle
. n ~o°

de l’exposé 12 , n° 2 , mais en se servant de 1 au lieu de Î"’ , c’est-à-dire
- ,~~-~ "= 

l ’ensemble des points ’Î.I.Z (classes des couples (M , Z) ) avec M e 1’ , Z E 03B6r-~~-~ r

(0 S r $ n) ; on peut supposer de plus que 03B6*n est muni d’une topologie satisfai-

sant aux conditions 1° et : 
ù° les opérations de ’Ù°’’G 1’ dans 1* sont continues

(par exemple, considérer la topologie la plus fine satisfaisant aux conditions
1° , ’i’’° , définie comme dans l’exposé précédent, n° 3) ; ,k contient alors 03B6*n
(comme sous-ensemble) ; mais en fait ils coïncident. En effet, pour chaque M e 1 ,
il existe un nombre fini de M, û i"°’ telles que C Ù M, ài (parce que

i n . i n

h est un "ouvert fondamental" pour un groupe "minkowsklen" ( ) ; la topologie
de 03B6*n induisant sur ... 5 n une topologie satisfaisant aux conditions 1° , 2° ,
on obtient en prenant l ’adhérence par rapport à cette topologie (que l’on notera

par * , notation qui ne se contredit pas avec la notation Q§) , _

£ = (i’i’’ Çi )*  ~ M, i.’t , d ’ oii f->* = F L?? G il’t = 03B6*n ; donc on a 5* = l’l>* .
_ 

n i n . n n n n 
, 

n 
.. 
n

Puisque 03B6*n = ,..? on ’on peut considérer Ù 
’ 

comme opérant sur %* .n 
. 

n 
~_~~_~ 

. 

r- 
n

Or si l’on décompose É en classes à droite suivant .Ù n 03B6nr , on aura une
décomposition directe de l’espace *n semblable à (2.3) dans l’exposé précédent;
le fait que 5 = jj signifie alors qu’on pout prendre comme représentants des

~-~~~~~n ~~_, 
n 

_

classe s de il i"" m, £Î de s éléments de i-’ j cela veut dire que

Ce fait a déjà été signalé par KOECHER [2] dans le cas particulier r = 0 (et



non seulement pour ~ ~ , mais aussi pour tous les groupes satisfaisant à certaines
conditions).

Les opérations de  ~  sont continues par rapport à 03B60393. En effet, soit

F un fermé de 03B6*n au sens de 03B60393 ; on va montrer que pour toute  ~ f , MF l’est
aussi, c’est-à-dire que M M F A ~~~ est fermé pour toute M ~. ’~ . Or il existe
un nombre fini de Mi ~ F telles que (M U M. 03A9*n ; alors

F n et, F ~ 03A9*n étant fermé, ce dernier
est fermé à cause de la "continuité" de M M M. dans ~.~ (ceci résulte du lemme

~i ~ n

1 de l’exposé précèdent). Les opérations de M ~ fi sont encore continues par

rapport à 03B60393o . Il suffira de montrer que si U est un 03B60393-voisinage de x,

~ -saturé, alors M U(M E F) contient de Mx , ~~ .~saturé .
Cela résulte-immédiatement du fait que M U est M F -1-saturé et que
M .lx M 1 ~ est commensurable à 

Soit un groupe commensurable à 1 ; alors il existe un
nombre fini de M. ~. Ï~ telles que

soit un ouvert fondamental pour 0393’ (on prend, par exemple, M. telles que

P= U (0393 ~ 0393’)Mi). On a alors 03B6*n = 0393’(03A9’n)* (* désignant l’adhérence par rapport
à n’importe quelle topologie satisfaisant aux conditions 1° , 2°). En effet, pour
chaque M ~ 0393 , il existe un nombre fini de M1j ~ 0393’ telles que 

donc M 03A9*n c. U M’j(03A9’n)* , d’où 03B6*n = 039303A9*n  0393’(03A9’n)* .~ 
J ~ ~ ~ ~ ~ 

.

Cela dit, considérons conditions 1’ , 2’ , 3’ , 4’ qui se déduisent des

conditions 1° , 2° , 3° , 40 respectivement, en remplaçant 0393, 03A9*n par 0393’ , 03A9’*n
(la topologie "naturelle" de 0.’ sera celle induite dans -Q’~ par n’importe
quelle topologie de ~ satisfaisant aux conditions 1~ ~ 2~). Il est clair que

03B60393 satisfait aux conditions 1’ , 2’. Réciproquement, on peut définir la topologie
~ de ~.. ~ comme la plus fine des topologies satisfaisant aux conditions
1’ , 2’ ( on procède comme dans l’exposé précédente n° 3) ; alors 03B60393’ satisfait
aux conditions 1° , 2° (la "continuité" des opérations de dans 03A9’*n) ;
donc &#x26; = 0 .On constate alors la même raisonnement que plus haut que le
système des 03B60393’-voisinages 0393’x-saturés de x est équivalent au système des
03B60393-voisinages 1’-saturés de x ; donc, si on définit la topologie 03B60393’o de la
même manière que ~~ on a ~ = ~ . - Or il est facile de voir que
~~r~ ~-t o o u *

~ = % satisfait aux conditions 1’ , 2’ , 3’ , 4’ ; la condition 3’ se démontre

comme suit : soient x , x’ ~ 03B6*n deux points non équivalents par rapport à 0393’ ,



soit i == ~ (0393 ~ 0393’)M’i et soient, pour chaque i , Ui , U’ des voisinages
i 

. 

~ il .

de x , M’-1i x’ respectivement tels que 0393Ui ~ U’i = Ø si x , M?*" x’ ne sont

pas équivalents par rapport à 0393, et que ((F- i’ x)Ui) ~ U. = Ø , U! == M Ui ,
si M!" x’ = Mx avec M ~ 0393 ; alors, comme f’ ~ M C = Ø , on a
((~ =0 ; donc en posant U= (~U. ~ U’ =f) M’ on a

~, 

i ~ 

~-. i 
i i i i

(Pu) ~ U’ = ~ . Il s’ensuit satisfait à la condition 3’ ; on peut
démontrer aussi par le même raisonnement que dans l’exposé précédent l’unicité
de la topologie satisfaisant aux conditions 1’ , 2’ , 3’ , 4’ .

On s’occupera désormais exclusivement de la topologie 03B60393o = b ; les résultats
obtenus ci-dessus s’énoncent comme suit :

THÉORÈME 1. - Les opéra.tions de M~ 1’ dans fil sont continues par rapoort
Pour tout groupe 0393’ commensurable ’au groupe 0393 , 03B60393o satisfait aux

conditions 1’ , 2’ , 3’ , 4’ et est entièrement caractérisée par ces conditions.

2. La structure des espaces compactifiés f~~B~ ’
D’abord il est clair que le théorème 1 entraîne le suivant :

THÉORÈME 2. - L’espace quotient est séparé et compact.

Si F est un sous-groupe d’indice fini de 1 ~ il existe visiblement une
application canonique

qui est un "revêtement ramifié" (comme on le précisera plus loin) ; 03C0n) est
’ 

~’ ~ 1
continue, c’ est une applicatio n qui transf orme le s ouverts en ouverts, et les

fermés en fermés. Si de plus 0393" est un sous-groupe invariant de 0393’ , alors
[’Nfll* est "galoisien" sur 0393’B03B6*n , ce qui veut dire que le groupe fini r ’/0393v

n n

opère sur ~’’’ ~ ~~ ~ et l’ on a,
- . 

n

On va étudier maintenant la structure de l’espace 0393’B03B6*n . Pour cela décompo-

sons n ’’ dans les classes doubles à gauche suivant 0393’ et à droite suivant

comme suit:



où il n’existe qu’un nombre fini de classes en vertu de (1.1) ; on a alors la

décomposition correspondante de :
n

et par conséquent on a

or si l’on pose

il est facile de voir que L~~ est un sous-groupe discret de Sp(r y ~)
2014 ~* ~ 

commensurable à i’ et que l’espace quotient 03B6r s ’ ide ntifie cano-

niquement à 1~ B~ ; donc la relation précédente s’écritr ~B r .

Il Y a lieu de remarquer si l’ on pose dans ( ~, 2~ M. = M’ ~~ . L. ~ M.’ ~ ~
Li ~ po, (’t;n , alors 

1 1 r,03BBi  1 1

1 r
k .

est un ouvert fondamental pour ~~ ; ceci est une conséquence immédiate du
~ r,~.

fait que ~~ = ~’~(~° ~~ .
n n

Or on va considérer la relation entre 0393‘‘ 03BBB 03B6*r et On note d’ abord
r,~, r 

~, 
n

qu’ il exi ste une inj ection canonique de 03B6*r dans 03B6*n définie par

parce que (I£ , î) - (lfi’ , Z’ ) entraîne évidemment ( L. (14) , Z) " ( L (M’ ) , Z’ )
n n

et réciproquement ; cette ’application, 4tant visiblement un homéomorphisme pour
ou pour 03B60393o , nous permet d 1 identifier §ÎÙ§ avec 1 adhérence de dans

*

Or, pour 0393’ donné, il existe encore une application jt de t’ ’ N 5*- 
’ 

. r,x r,x r

dans P ’ i 5 définie. par
n

~ , , , , , ~> > ~ 

parce que, si M.Z, M . Z sont équivalents par rapport a r,03BB , 
il existe

M’  1" telle que z1 (M7) M’ 14 ,)M.Z = M’. Z’ , c’est-à-dire que .

o r r, o r,



~ = (M"B M’ M et ~r(M) Z=Z’ , d’où résulte que
o r o r~. s s o

Comme le diagramme suivant est commutatif, il est clair que l’application 
est continue :

mais, comme on le- verra tout de suite, elle n’est pas injective en général.

En effet, soit s ~ r ~ n et soit .

on a alors

h,

ceci est la décomposition de n en classes doubles suivant 0393’ et n nr ns ,
la décomposition plus fine que la deuxième décomposition de (2.10). On écrit

Alors l’application 03C8r,03BB N 
applique

ou, en posant



pour (~~ ) 2014~ u.. Or il est bien possible que doux couples distincts

(X ~ ) ~ (môme avec ’À =B~ ) correspondent à un même ~ ; d’autre
part, on a

et il est encore bien possible que (F~ ~) soit strictement plus petit que
r ~ A. s ~ )~

03C9c(L)-1 PJ 03C9c(L) . Ces deux possibilités impliquent en général que 03C8n n’est
s s ~ ~ 

~~~
pas injective.

EXEMPLE. - Considérons le cas du "Hauptkongruenzgruppe" :

Dans ce cas tout 0393’r,03BB est égal à C(q) (donc la seconde possibilité :i~À. i*

(0393’r,03BB)s,03BD 03B6 03C9s(L)-1 0393’s, y 
n’a pas lieu) : calculons le nombre P

de "multiplicité" de 0393r (q) . On a évidemment

désignant le noyau de Pr. Or nr se décompose dans le produit semi-direct
c omme suit 1



le dernier étant un sous-groupe invariant do :~~’n . Comme

et le facteur 2 apparaît lorsque est bien connu que

Cf. Donc on a



pour r ~ n . Si on a donc

ce qui montre que l’application 0393r(q)/03B6*r -+ n’est certainement

pas injective pour 0  r  n .

3. Un théorème de connexité

Finalement on ajoute un théorème qui nous sera utile ultérieurement.

THÉORÈME 3. - Chaque point possède un système fondamental de
, n -- n ..---. , ...- 

.- - - ..- - .. - .. 

- - .. 

, .

03B60393o-voisinages qui coupe nt ;g suivant un ouver t c onnexe .
o r;

DÉMONSTRATION. - On peut supposer que le point en question est Z é lÎ (r  n) .o r

Soit Ur un voisinage connexe, (t 
r )Zo -saturé de z 

° 
dans ii 

r 
et soit

U = (U , K) l’ensemble défini dans l’exposé précédent p.3 ,
i.e. l ’ e nsemble de s Z é Cl 

s 
telle s que



alors U= U Ug est un voisinage de Z~ dans 0~ et par conséquent
° 

? = F U est un ~-voisinage de Z~ dans ~ . ° On va montrer que

~ = F 
o 

U coupe ~ suivant un ensemble connexe, c ’ est-à-dire que

Z n

f Z 
o 

U n est connexe. Or il est facile de voir que F~ 
o 

est de génération

finie (noter que est un sous-groupe d’indice fini de 0393Zo et

est de génération finie) ; soit {Mi} un système de générateurs de 0393Zo
en nombre fini, et contenant l’identité E ; on peut supposer de plus que

M. a l’ une ou l’autre des formes suivantes : 1

(en effet, r z est un produit semi-direct de sous-groupes formés des ma-
o

trices de la forme (3. 1) , (3.2) respectivement, dont le dernier est un sous-

groupe invariant). En décomposant Z’ 1 = M~ Un comme ci,ooodessus , on

voit facilement que, si est de la forme (3 . z) 9 Z’ t appartient à

.~. (u t ) , où u t ( ~ u) ne dépend que de U~ , K 9 Mi ; donc on a

M.; . U n pour u’ suffisamment grand. Soit maintenant M. 1 de la

forme (3.1) ; pour une matrice Z~ (quelconque mais fixée) de U n on peut

prendre encore u’ tel que Z’. z = M. 1 Z . 1 ~ dans ce cas ~ on a les

relations .

donc si l’on désigne par Z.(~) ~ Z!(~) les matrices obtenues en rempla

gant D~ par ~Do ~ ~D~ ( ~ ~ 1) respectivement, dans Z~
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(resp. Z’i) , on voit facilement que Z . (03BB) ~ U , Z ! (03BB) ~1 a. n 1 n .

Z ~ a. ~~1) ~ M. ~. Z . 1 ~~) et donc Z ! ~. ~i~~ ~ ~ ~ 1~ appartient à M. a. n n ~u! ) . Soit
u’ tel que toutes les conditions ci-dessus soient satisfaites 9 définissons un

voisinage U’ = ~ U’ de Z dans 03A9n (u’)* exactement comme ci-dessus
s o n

w

avec Ur et avec KI suffisamment grand pour que alors on a

Mi ~ U’n = Ø pour tout i ; en effet, si M. a. e st de f orme (:3.2),on peut

p rendre , p o ur K ’ donne, ’ Kl tel que M. G U t , . d’autre part,z r 1 n

si Mi est de la f orme (3.1 ) , Z : ~~.~ appartient à M. U n U’ pour À
a. 1 n n

suffisamment grand. Alors Un , Ut étant connexes, U u U’n est connexe, etn n n n

(Un V U’n) ~ M. (Un u U’n) ~ Ø pour tout i , résulte la connexité de.
. 

0393Zo Un = 0393Zo (Un u U n 1) 
.
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