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5éminaire H. CARTAN

8-01
E.N.S., 1957/58

20 janvier 1958

GENERALITES SUR IES FORMES MODULAIRES, II.

par Roger GODEMENT

Dans cet exposé le groupe [ sera (sauf mention expresse du contraire) le grou-
pe modulaire de Siegel Sp(n , 2) (1) ; on se donne un multiplicateur P de [
(1,6. une représentation de [ dans un espace vectoriel complexe F,, de dimension
finie, représentation dont le noyau est d'indice fini dans [ ) et une représen-
tation holomorphe irréductible ? de GL(n , c ) dans un espace vectoriel com=
plexe FY de dimension finie j on notera

A s

A ®m -
lo plus haut poids de (1es &, sont donc des entiers pgsitifs pour
141i<n-l) ¢ On utilisera les espaces %r( bsp ) » 9o t'( M3 P ),

N r( M3 f ), etc. définis dans 1'exposé précédent, ainsi que le produit scalaire

H

1 1
(f, e> jz o (_<?(y2) £(z) , p(y) gla) > dz =

N

Tr(g(2)™ p(y) £(2)) dz
7 mod .

ou

dz = de’t',(y)"nm1 dx dy

(&x , dy mesures suclidiennes) est la mesure invariante du demi=-plan de Siegele

1, L'opérateur ‘:15 pour les formes d'espeéce (‘q 3 (« ) o

Nous allons reprendre la définition de l'opérateur ¢ donnée & 1l'exposé 4,

vour ajouter quelques précisions qu'on n'avait pu donner & 1l'époqus dudit exposée.

Introduisons ,d'abord les conventions suivantes. Soit une représentation
nolomorphe irréductible de GL(n , C) dans un espace vectoriel complexe F

de dimension finie, et choisissors un entier r , avec

O rin.

~

Considérons dans GL(n , C) le sous—groupe des matrices de la forme

(1) Dans 3:z® exposés de R. GODEMENT, les lettres soulignées d'un trait recti-
lige ont la mfme signification que les lettres swulignées d'un trait ondulé dans
les 2utres exposés de ce Séminaire : elles apparaitraient en caractéres gras en
typographie .
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1. e
dol) \ T 12> avee  det(gyy) =1 3
O &xp
neus définirons
1.2) F(r) = sous-espace des vecteurs a & Ff’ tels que f’(g)g =a

cour g de la forme (1.1).
I1 est clair que
(n) L plo=1) (o)
1.2 E = F D F D eee 2 F H
( ) P F F F 1] .
nous avons d'ailleurs vu dans l'exposé 7 (n° 4) que le vecteur a appartenant
su plus haut poids de f appartient nécessairement & F r si- F(r) £0 et

e pour r < n -1 le sous-espace Ff)r) ne peut 8tre #£ 0 que si 1l'on a

:....\,: *K =0 .

X n~1

r+l

D'autre part, on a vu aussi que F%(r) gst stable par F(g) pour toute matrice
2 de la forme

0
(1.,3) (g“ )
0 1

n-r

¢t comme ces matrices forment un sous-'-groupe cenoniquement isomorphe & GL(r , % )
on voit que i; définit canoniquement une représentation de GL(r , _q_) dans
l'espace Pé(r , gque nous noterons r(r)

irréductible .

et dont nous avons prouvé qu'elle est

Enfin on a aussi démontré dans l'exposé 7, n® 4 que l'on a

(1.4) %(s)e Hom(F\“ , I'E,(r)) pour s de rang €T

si f est une forme modulaire d'espece (r 5 P ) « On notera que ce résultat,
combiné avec les relations

g’(usu') = f(u) %(S) P\(u')
%(s) {r‘«(n) = E‘(s) exp(2 T i Tr(sn))

‘{tablies dans 1'exposé précédent [et qu'on obti-r* en explicitant le ccmportement

O

f relativement au sous-groupe

=)

\o  ut”

[N

¢ T =5p(n, 2)] permottreicnt, dans le cas ot f£(s) # 0, d'obtenir des
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sestrictions concernant le multiplicateur tﬂ 3 mais nous ne nous en servirons
25 pour le momente.

-

Pour définir l'opérateur < » 6t plus généralement les puissances successives
T.
iz ¢ , choisissons un entier r (0 < r <n) et posons
11 %12
22 %22
avee %y de degré r ; on sait que Im(zll)» 0 , de sorte que Zq appartient
au demi-plan de Siegel Sr . Dans le développement en série de Fourier dc la fone=-
tion f . soit

£(z) =5 .?T(s) oxp(RTT 1 Tr(sz))

sosons de méme

N R RS P ) ;
Sia %22,
corme la série de Fourier de f converge absolument, on peut effectusr dans celle-
¢l des groupements de termes et en particulicr 1'écrirc

(1.5) £lz) =% _ £(z1 5 215 5 85p) cxp(RT 1 Tr(s,, 222))

avec

La o ~[%11 S12 . |

(1.6) f(7’119212’822) =7 f exp(RTT 1TI‘(811211 t85%{5 * 8{2212)) ’

S{s Sop

la somme étant étendue & toutes les matrices s avec Soo donné. En particulier,
si 8on = 0 fauquel cas on a forcément 815 = 0 pour toutes les matrices s en
mestion, cecil parce que s » 0) il vient

A/S 0

N 11 .
f(zll > B1o s 0) =3 fLO O\} exp(27T i Tr(sll le>)
/

en sorte cue la terme "constant", i.c. indépendent de Z55 » de la série (1.5) est
‘onction de Z1q uniquement, et pcut &tre considéré comme une application holomor-
206 du demi~plan de Siegel Sr dans 1l'espace Hom(F Fsr ) en vertu de la
rzlation (1.4) ; nous poscrons alors ,

A .F (n"‘“) “ A(S O
(1.7) eV r(z) = f(z, , 0) =}:f-t

) » exp(R Wi Tr(sz))
00

vir gz & Sr s la scmmation étant étendue & toutes les matrices s 20 de degré
‘ 'S

r (11 est commode de définir f£(s) pour toute matrice s = s' en convenant que
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xs) =0 si s n'intervient pas effcctivement dans la série de Fpurier de £)
« & donc la formule

22
our 2 € Sn .

tiontrons maintenant que g? (n-r)f st une forme automorphe pour lc groupe
5p(ry Z) 3 on pourrait, comme dans 1'exposé 4, procéder par passage & la limite en
isisant grandir indéfiniment la composante 2z,, de

z € S; ; mais on peut aussi
:doptér le point de vue suivant.

L'existence pour f£(z) = f(zll,zlz,zzz) d'un développement en série de La forme
(1.8) provient en effet de la pseudo-périodicité par rapport a Zy5 3 par suite
les coefficients figurant dans (1.8) s'obtiennent par intégration. De fagon précise,

considérons dans Sp(n , Z) le sous-groupe formé des translations de la forme

(27 9 Byp 9 8p0)—>{8y; 5 55 5 255 +ay,)

% a8y, est une matrice symétrique entiére arbitraire de degré n - r ; le mul-
tiplicateur rA de Sp(n , Z) dinduit une représentation

tu groupe additif de ces matrices, dans l'espace F_ , et celle=ci se décompose
en représentations irréductibles de degré 1, donc dc la forme

2y = exp(RT 1 Tr(s‘?'2 a22))

e 8o symétrique réelle (ct en fait rationnells) j pour chaque matrice S50
symétrique réelle, désignons par p (822) 1'opérateur de projection orthogonale

(dans F"A ) sur le sous-sspace des éléments b de F)L qui vérifient

tJ (a22)_b_ = exp(2T i 'I‘zr'(s22 a22))_13_ ;

- A _
(M(azz) = 2 _ V(S’?z) exp(R T 1 Tr(s,, a,,))

S
22
(ceci est la formule de "décomposition spectrale" pour la représentation P du

m a done

#roupe discret des 8,5 5 on s'excuse d'employer un langage aus:i savant, mais

°n ne voit pas pourquoi on utiliserait, pour des espaces de Hilbert de dimension

Inie, un autre langage que pour les esspaces dc Hilbert de dimension infinie cee)e
fela dit, le fait que f soiit une forme modulaire d'sspéce { r H (> ) implique
sn particulier la relation
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-1
(1.9) £layy 5 215 5 By * Ayy) = £z 5 55 5 23) Wlagy)

d'ed résulte immédiatement que

A A
(1:10)  £(z1; 521 558,5) = g £2)152100%55) J(s) exp(= 21 Tr(sy, zp5)) dxyy

X595 nod 1
et en particulier

(1.11) ¥(n-r) f(le) = f(zll’ZIZ’ZZQ) YL(O) dx22 H

comme d'ailleurs il est certain que le résultat ne dépend pas de z, on peut aus—
si bien écrire

szz mod 1

VAl
N=r {
(1.12) ) o)) - | £(z,1,0,25) 1(0) axyy ©
X0 mod 1
Prepope alors une substitution modulaire
a b
11 11
Mll= d )6813(1"_2'_)
11 %11
¢t associons-lui dans Sp(n , 2) son image M par 1'application
a 0
11
a - XX H
11 0 1 )’ ’
n-r

il est clair que

M(le O_\=(Mll 21 Oh) ;
0 222) 0 ~

2 0
. =( 11 ) , M
0 Zys
il vient la relation

@(n—r) f(M]_]_ le) =J

x22 mod

par suite, en posant

1}
T
o o
@ o
—~—~———

-

£ () F\(o) ax,y

—

N-1 N .
or
a 0
cz+d=(°11 211 Y4y )
0 1

ne dépend pas de Xon 3 d'aatre part, les matrices M de la forme considérée



8=06
commutent évidemment aux translestions

A
mte & W (0) ; par suite il vient

waz) 30 eq 2q) = ?(r) (01 23y *+ yy) 2P 2(ay) t*(l‘il)_l
?(r)

Zyo = Zy, + S5, 5 de sorte que ‘.\(M) com~-

est la représentation de GL(r , c ) dens Ff(_r) définie au début du pré-
sent muméro, et ol 1l'on pose

py, ) = p ()
de sorte que M, —3 k«(Mn) est le multiplicateur de Sp(r , Z2) déduit de 1'in-
jection canonique Sp(r , Z2) —Sp(n , 2) . '

La formule (1.13) démontre évidemment le résultat snnoncé, & savoir que grﬁ(n-r) £
est une forme modulaire relotive au multiplicatecur de Sp(r , Z_) et a4 la re-
présentation (holomorphe et irréductibls) F(r) de GL(r , C) dars le sous-espace
o de o On remarquera qu'en général la représentation S est dc dimen=
sion strictement plus petite que la représentation P de GL(n , C) ; cela suggdre

que, dans la "compactification de Satake" de l'espacs quotient Sn/Sp(n s Z) 4 les

formes modulaires d'espéce (N 3 P ) correspondent & des scctions holomorphes
d'une variété fibrée présentant des "fibres exceptionnelles" (i.c. de dimension
plus petite que la fibre "générique"), placées cu-dessus des points & 1'infini de
la variété compacte en question. On reviendra peut-€tre sur cette question par le
suite, 1.6+ aprés que la compactification de Satake aura été étudide en détail.

Ltessentiel pour le moment est de remarquer que 1l'opérateur @ = Cb(l) applique
lindairement les formes d'espéce ( ‘,\ 3P ) pour Sp(n , Z) dans les formes
dtune corteine espéce pour Sp(n -1 , Z_) , €t a pour noyau exactement 1l'ensemble
des Spitzenformen d'espéce (Y\ 3 f ) pour Sp(n , Z) ; ce résultat permet

d'effectusr certaines démonstrations en raisonnant par récurrencc sur n .

2+« Fonctions=noyaux modulo r.

Les définitions de ce numéro s'appliquent & tout sous-groupe discret § de

Sp(n , f»_) (et mBme & tout groupe discontinu de tout espace symétrique complexe).

* ’ N/ s 2 C\J
Soit ﬂ? un sous-espace fermé de 362‘_ ( t‘,\ H f) ) « Les é1éments de j? sont des
fonctions f(z) & valeurs dens Hom(F , £, ) , espace que l'on a muni dens
l'exposé précédent du produit scalaire r

(2.1) <u, vy = Tr(uw™)
(1'application v — v de Hom(F , F$ ) dans Hem(F. , F ) étant définie
& 1'aide de produits scalaires sur F, et Ff’ , produits scalaires
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S

adaptés a N et ¢ respectivenmcnt). Cela dit, il est clair que pour tout point
z du demi-plan de Siegel ¢t tout u ¢ Hom(F H ’ F&, ) 1l'expression

£ = < £(z), ud = Tr(f(z)u*)

est une forme lindaire continue sur Jf y ¢t méme sur UXJ ( e) o Donc i1 y
a un élément k 6 5? et un seul tel quc llon ait r

* &
(2:2) Tr(f(z)e®) = <2, k. r pour toute f ¢J¢
pour [ donné, 1'expression

z;u(g)(iHom(Ft{ L, E )

*f
est fonction linéaire de u 3 on pcut done édcrirc

o
(2.3) kya(5) =KL (G5 2)u

avec un élément

<
(24) K‘*_Sf(q s z)€ Hom(Hom(Frl , Fe ) Hom(FH , F(’ ))
qui est évidcmment fonction holomorphe de g et de B . Le rclation (R42) s'éerit
alors

T (£ (2)u*)

S 25k (9N a
LEON T,k (5> aT

mo ) 67
mocM_< P e(S), k. (Ts2)u>as

(B g0

'_Tr(K‘i"(t * P9 £(GNaT

]
Ny e S S

¢t comme u & Hom(F , ) est arbitraire il vient

(2.5) £(z) =

(S5 2" p(y) #) a3

S§ mod ™

noter que ltadjoint de
o’
¢
K H ¢ Hom(F E — Hom(E F
V(S’Z) om(“ ) om(f b )

’ ? ‘L
y

sst défini & 1'aide de la structure hilbertienne de Hom(F, |, Ff ) .
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la formuls (2.5) permet d'apneler K }:(Zl ’ 22) 1= fonction noyau de ,F , ct
i

;lle posséde toutes les propriétés formelles qui appartienncnt aux fonctions noyaux

wsuslles (Leee¢ & valeurs scalaires) ; en particulier si l'on applique la formule
(2,5) & la fonction f = kz-u il vient
b

F 5 ¥
(2.6) Kf_(zl ’ 22)1.1 = gz a rK")_ (z , zl)* r(y) KF(Z ’ zz)u.dz

our tout u € Hom(F , E ), cc qui met en évidence la propriété "rcproduisante"
j 1a fonction noyau, ainsi que la symétrie hermitienne positive de K‘_( (z1 ’ ZZ) .

Comme K(_(z1 , zz)u k, ;u(zl) est unc forme automorphs d'espéce (t‘l 5 b )

pur tout u € Hom(F, , E ") on a pour ME&V 1la relation

g F T 1
K'ﬁ(le , zz)u = f(cz1 +d) Kr(z1 , zz)u p M)~

pour interpréter cette rslation, on remarque quc

Hom(E , Hom(F , Fr )) ¥ Hon(E e F}k s Ff )

pour tout espace vectoriel E , est canoniquement muni d'une structure de module

i droite sur Hom(F, , F ) et & gouche sur Hom(F? s Fé ) 3 cecl dit, et prenant
E=Hm(F , F ), la relation précéd.ntc s'éerit

~ o

S _ ¥ -1 o
(2.7) K!‘ (le , ZZ) = f’(cz1 +d) Kr(z1 , 22) P(M) Me ).,

fomme d'autre part
K (z , zz)* = K{}:(z2 s 7))
I I
on & aussi la relation
Te Te % i
(2.8) Kr (z1 , Mzz) = (M) K‘__(z1 , 22) ?(cz2 +d) Me M) ;

cctte fois, on tient compte du fait que Hom(Hom(F,, , F, ) , E) est un module

i gouche sur Hom(F, , E, ) et & droite sur Hom(E , Ff, ) ; et en combinant
les deux résultats précédents on trouve la formule

a0y |k (i3 ih3,) = plegzy @) pOLIEE (21,3,) p 09)% floyz, + a7

on laisse au lecteur le soin d'intevpréter les opérations de multiplic.tion qui
Yigurent dens (2410) , par exemple enconsultant CARTAN-EILENBERG [1] .

., AN , 2
THEOREME 1, - Soit ¥ un sous-espace fermé dc "’Xg ( rn ;(~‘) ; supposons le
dopcine fondemental de { de volume fini, st S* contenu dens le sous-espace

%g‘?( . ) de 08(32‘_ (r\ 5f) . Alors ﬁ? est de dimension finie.
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Identifions chaque fonction f & Xz( s P) 3 la fonction (non analytique)

F(yl/ 2) f(z) & valeurs dans Hom(F, , F, ) ; celle-ci est de carré sommable modulo
f pour la mesure dz , et la relation (2.5) montre alors que les éléments de §
sont fixes par 1'opérateur intégral défini par le noyau

Bz 5oz = pGD kS Gy, 5 pGHA

jour établir le théoréme, il suffit donc d'établir que ce noyeu est du type HILBERT-
SHMIDT 5 wvu (2.6) il suffit d'ailleurs de prouver que la fonction H(z , ) est
intégrable modulo [ , et puisque le domaine fondamental de [~ est de volume fini,
il suffit d'établir que la fonetion

1/2 1
H(z , 2) = p(y/) Kﬁ;(z s Z) p(y/z)
est bornée. Pour ce faire il suffit d'établir que, pour tout u & Hom(F},, ’ F(’ )
la fonction
<H(z , z2) u,u> = <K?(z y 2) P(yl/z) u, e(yl/?“) u >
= <k on () P(yl’/z)u > d'aprés (1.3)
23 p(y/2)u
= <k dtaprés (1.2)

z3 p(yl/Z)u ’ kz; p(yl/z)u r

est bornée ; autrement dit, tout revient & montrer que, pour u donné, l'ensemble

des éléments de S’J de la forme Xk est borné pour la topologie forte

23 p(y/)u
@‘ R . § ’2&2 . ,

de s mais comme le sous-espace de F‘(/u’ ?) est fermé et donc complet,

il suffit d'établir que cet ensemble est borné pour la topologie faible de ?’ ,

autrement dit que pcur tout f € ¥ , la fonction

z—> <f,k = <P(Y1/2) f(z) y U

z3 P(yl/z)u>r

¢st bornée 3 mais cela résulte de 1l'hypothése que @‘JC 3@0(? (},L 3 f) , de sorte que

le théoréme est démontré.
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RE.AROUE 1, - La méthode utilisée pour démontrer le théoréme 1 ne rcpose pas
(relgré les apparences) sur le fait qu'il s'agisse de fonctions holomorphes ; on
2 en offet 1o résultat suivant (qu'on énonce pour des fonctions numériques, mais
qui s'étend trivielenent aux sections d'un espace fibré par exemple) : soient X
un sspece localenent compact, une mesure positive de masse totale finie sur
{, st H un sous=-sspace fermé de L (/«4) upposons H € Oo(’-a) ; elors H est
i dinension finie. Voioi la démonstra-ion de ce résultat. Tout d'abord on sait
(théoréme de Stonc-Knkutani) que 1l'espace LP(X r\) est isomorphe, corme algébre

pormée, a l'espace des fonctions continues sur un espace compact X , ct que

L2( \_,\) est isomorphe & L (X lr\) , ol {:/\ est une nmesure positive sur X telle
e toute fonction bornée et mesurablc pour % soit presque partout égele a une
fonction continue bien déterminée. Ceci permct de se remener au cas ou H est
conposé uniquement de fonctions continues et ou l'espace X est compact.Ceci fait,
st doux fonctions continues égales presque partout étent identiques, chaque x €X
#finit sur H une forme lindeire f — £(X) ; pour nontrer que cette forme li-
néaire est continue il suffit de prouver que l'injcetion H — LOO(X s ‘v\) est
continue (H étent muni de la topologie L2) ; pour cela on apolique le théoreme de
enach (graphe fermé), ce qui est permis car H est fermé dans L2 et donc come
plet, ce qui donne imnédietement le résultat cherché. On peut donc écrire -
fx) =< £, kx) avec kX € H bien déterniné ; d'ol pour les f @ H 1l'équation
intégrale f(x) = Tc;('ﬂ' £(y) dy ; i1 reste & prouver que le noyau k(x , y) = Tc;('y_'T
¢st du type de Hilbert-Schmidt i.e. que S( k_ kx) dx { + © , et pour cela
il suffit de faire voir que

supllk ||, < + @

xeX
wis comme la fomction x = <f, k > = f(x) est bornée pour tout fe H 1le
résultat cherché résulte d'un theoreme classique (dans un espace de Bagach, tout
ensemble faiblement borné est fortement borné).

Indiquons que le résultat précédent cst cncore valable, d'aprés A, GROTHENDIEK,

$1 1'on renplace L2 par un espace P avee 1 ¢ p <+ o 3 mais; la démonstration
est plus compliquée.

I1 faut aussi remarquer que l'hypothése que '\; est de masse totale finie est
lndlspensable ; contre exemple : X =R, d b (x) = d&x et on prend pour
icC I? (dx) 1'ensanble dcs fonctions dont la transformée de Fourier est nulle en
isnors d'un intervalle compact donné ; la transformée de Fourier d'une f € H
tant de carré somable est slors sommable puisque mulle cn dehors d'un compect,

% sorte que f est presque partout égale & une fonction continue et bornée ; on
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adonc bien HC LP(dx) ; que H soit fermé dans Lz(dx) , et de dinension infinie,
est évident

REMARQUE 2. -~ Il va de soi que le résultat contenu dens le théoréme 1 est loin

de satisfaire le rédacteur du présent cxposé. Tout d'abord on aimerait pouvoir dé-
nontrer que

dim%\z__ ( W3 P )<+ o
dens 1l'hypothése ol le domaine fondamental de I est de volune fini {ce résultat
est naturellement bien connu pour n =1 , modulo ls fait que les groupes [ ayant
un domeine fondamental de volume fini sont just ment les "groupes fuchsiens de
prenidre espece!, i.e. csux qu'on obtient en uniformisant une courbe algébrique
mnie d'une signeture donnée). D'autre part, il ne fout pes sc dissimuler que le
point de vue consistant & examiner uniquenent des fonctions automorphes analytiques
conplexes est beaucoup trop étroit & de nombreux points de vue ; si 1l'on veut
extraire de la situation "groupe discontinu opéront dans un espace symétrique" le
naximun de possibilités on est conduit au probléme général que voioi.

Soient G un groupe de Lie seni-simple ayant une représcntotion lindaire fideéle

(cette derniére hypothése a pour but d'éviter certaine difficultés; rappelons

qu'elle implique que le centre de G est fini) » K un sous=-groupe compact maximal

de G, et 2Z(G) 1'ensemble des opérateurs différentiecls sur G qui corrmtent aux

trenslations & gauche et & droite, i.s. aux applications de la forme g - g 88
on sait que Z(G)

est une algdbre cormutative, admettant un systéme de générateurs
algébriquenent indépendants en nombre égal au rang de G (théoréme do Chevallcy ;
il est facile, par le théorie des invariants, de voir que 2Z(G) adnmet un systéme
fini de générateurs, nais le résultat complet est nettement nmoins triviel 1). Cela
étent, donmons-nous d'une part un sous-groupe discret [ de G tel que G/ I

solt de wolume fini, d'eutre part une représentation irréductible f de K dans
un espace F de dinension finie. Alors le probléme, auquel on a fait allusion plus

haut, consiste & étudier les fonctions \P (g) qui possédcnt les deux propriétés
suiventes

(a)
(b)

Y (kg y) = p) &)
D(L?) = A(D). \{9 pour D € Z(G) ,

(1]

les "valeurs proprecs" A(D) étent donndes i 1'avance (on suppose bien entendu que

D= A\(D) est un homomorphisne de 2Z(G) dans le corps complexe ; rappelons que
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2 I 3
HARISH-CHANDRA o donné un procédé explicite (7) pour déternminer tous ces

nononorphisnes, ¢t nfne pour trouver des soluticns de (b) quel que soit Ae

On pourrait aussi bien entendu introduire dans (a) un rmltiplicateur pour r~
(nnis ce ne serait pas sérieuX, , car en rcmplagant ™ par un soue-groupe d'indice
fini on ferait disparaftre le dit rultiplicateur 1).

Dens la pratique on constate que pour éviter des aeirconstances pathologiques il

faut toujours inposer aux fonctions une condition concernant leur "comportenent

3 1'infini" dans G/~ ; la nature cxecte de la condition & imposer dans le cas général
n'est d'ailleurs pas encore connue. Le premicr pas & faire serait 1'étude des so=-

lutions de (a) et (b) qui sont de carré sormable nodulo [; la question revient
elors sssentisllencnt & §

tudier les composantes irréductibles discrétes de la re-

présentetion unitaire évidente de G dens L2 (G/I") ;3 une composantc donnée peut=

6lle 8tre répétée une infinité de fois dans LQ(G/ M 2

Supposons que G/K adnettc une structure corplexe ; alors les solutions holomor=-

phes (au sens de G/K) de (a) correspondent, corme il est facile de lc voir, &

un systéme (b) avec un A bicn déternind (les conditions d'holomorphie s'expriment

par des équetions différenticlles e.s)e C'ést pourquoi lc probléme général conticnt
fatalenent la théorie ususlle des fonctions autonorphes.

Dens le cas ot G =S8p(l , R) le probléme général a été étudié par MAAS, ROELCKE
¢t SELBERG ; les travaux de ces auteurs dénontrent surabondement que ce probléme
est aussi peu pathologique qu'on peut l'espérer. Bien que ces auteurs ne fassent
pas allusion aux travaux de HARISH-CHANDRA, il c¢st parfaitcment clair qu'on ne
pourra pas continuer longtenps & s'en passer ... a noins dc se nettrc dans lo si-
tuation peu confortable qui consisterait & les reconstituer dans chaque cas par-
ticulier |

Dans le cas Sp(n , R)/Sp(n , Z) le promier pas & effectuer consisterait 3 étudier
(2) et (b) en prenant G =Sp(an , R) , et pour [ 1le groupe des translations
entidres (ceci afin d'avoir des informations sur les développements en série de

(®) La néthode cst la suivante : on derit (MOSTOW-IWASAWA) G = K.T ou T est
un sous-groupe résolubla de G, tcl cte K NT = {ei 5 soit t — A(t) un
caractére de T (hononorphisme de T dans C ) ; alcrs la fonction Lf/(g) dons=
née par (kt) = p(k) x(t) vérifie ((kg) = ¢k) P(g) ; c'est trivial, et
vérifie (b), c'est aussi trivial ; ce qui n'est pas trivial est de prouver qu'en

chcisissant convenablenent A on obticnt dans (b) tout hororcrphisme A de
2(G) dans C .
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sourier des soluticns de (a) et (b) , zinsi qu'on 'le fait pour les fonctions holo=-
orphes) 3 dans ce cas, G/ n'est éviderment pas de volune fini ; cependant, pour

s=1, on constate facilenent (MAAS ou cslcul direct triviel) que pour (k) =1
’ b4

¢ qui revient & dire qu'on étudie dens le deni-plan de Poincaré les fonctions
‘*’(z) vérifiant

fla e D=9, T ) =g

:n trouve corme solutions "simples" de (a) et (b) les fonctions de la forne
1

¥ B(2 Tlqly)exp(R® igx) ,

% B est une fonction de Bessel si A #0 (ls cas A =0 correspond aux fonc-

tion holornorphes) et si q # 0 3 pour q = 0 on trouve au contraire les fonctions
de la forme

ay° + byl-s
i A=-s(l ~8) . hutrenent dit, toute solution "pério@iquem de 1'équation
—A\‘):S(l-s)\? s£0,1,

o A est le laplacien du deni-plan, se développe en une série de Fourier de la
forne

j =

() =ay’ + 09" + 7 " ¥ B L (2Taly) SEELS
g d 8-
ou By désigne une fonction de Bessel d'indice 3’ ; si de plus l'on impose A
«f'(z) de vérifier
Pl +1y) = 0G)  (OgxEL, ¥+ o),

i.. de ne pas croltre trop vite & 1l'infini, les fonctions de Bessel qui inter-

viennent dans le probléme sont les fonctiops K ; dans la notation classique,
)

fonctions données, coriie lton sait, par les intégrales suivantes (1e rédacteur se

torne ici & reproduire MACTT-OBERHETTINGER [2] , p. 39)

K,_,(z)=—-—-——1—51 P o1 T

76

=J Temzcht yyut) at
0



e~ 2cht 62V at

gy goo

B r(v%) 0
2 =1
o = (b +2z"tT)R
_ ﬁ: J o . V-1 at

0

= (22)” 1§ v+ 2 JOO cos t 44
v e 5 o
(P+s?) 2
L o)
= ) so cos(z sh t) ch(ut) dt .
cos
2

Bien entendu ces représentations intégrales ne sont pas toutes valables dans les
néne conditions.

Qoiqu'il en soit on peut considérer coume non trivial le probléme consistant &
étendre ces formules nystérieurse au demi-plan de Siegel. Llavant—de:niére se géné-

ralise facilement et conduit dans le deni-plan de Siegel Sn aux fonctions
1 1

§(2) = £(r7ay°) exp(297 1 Tr(qe))

ol q est une matrice symétrique réelle (deni-entiére si l'on veut une fonction

inveriante par les translations entiéres) et ol
n+l

(2.11) £fly) = det(y)-s+ L det(l+x2)—s exp(= 2171 Tr(yx)) dx

l'intégrale étant étendue 3 1l'sspace des matrices x = x' réelles, et convergent
absolunent pour

I5‘“5‘)) ‘g‘ ’

corme on le verra dens ltexposé 10 . Mais bien entendu il doit y avoir beaucoup
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j'~utre solutions du probléme que les foncticns précédcntes ; une néthodec générale

pour en construire s'obtient comme suit : tout d'abord on remarquc, c'est trivial,
ue toute fonction

Nz) = _1‘_—_;‘.; A__.,_(Im(Z))sﬁL
1=

(1es Ai(g) sont, corme d'habituds, les nineurs principaux dc¢ le nmatrice g) vé-
rifie le systéne (b) , et dtailleurs (ceci est moins trivial, c'cst l'un des résul-
tats quc 1l'on doit & HARISH-CHANDRA) qu'en faisant varier les paranétres conplexes
5, ©op obtient tous les systémes de valeurs propres A (D) possibles dans (b)
Cecl dit, on a cncore des solutions de (b) en transformant la fonction précédente
par une natrice synplectique ; en considérant alors

SO((M(Z + %)) exp(= 20 1 Tr(q S )) d'?) (g = q' réelle)
avec M e Sp(n , B_) choisic dc fagon & rendre convergonte l'intégrals précédente,
qui est $tendue oux natrices §= F)' réeclles, ce qui probablenent impose des

linitations aux s; , on trouvera forcénent une solutions du systéne (b) qui est
de la forme

f(y) exp(2 Y i Tr(gx)) .

I1 resterait & savoir si cette nméthode (combinie éventuellenment avec un prolon-
genent analytique par rapport aux parcnétres si) conduit & toutes les solutions
"raisonnables", i.e.ne croissant pas trop vite & 1'infini,du systéme (&) et (b)
pour f = identité, I = groups des translations entiéres. C'est naturellement
par ce procédé que le rédacteur a obtenu (2.11) prindrg

A(z) = det(y)® , M =( )

c 1
avec ¢ = ¢! inversible.

3. hpplications au groupe noduleire de Siegel.

On désigne dans ce nunéro par [~ le groupc modulaire de Siegel.
Soit une fonction f € dgfgzr_(y 3 f) , ¢t écrivons sa série de Fourier

£(z) =3 E‘(s) exp(R IV 1 Tr(sz)) 3

s3%0
1 la formule

) = | £(2) § (6) exp(- 274 Tr(sn)) &
Jxnmod 1

il est cleir que 1l'application f —3f(s) de 2‘_( ‘4 3 f ) dans #om(F , F )
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sst continue ; par suite, le sous-espace S F(F ;5 D ) des Spitgenformen, défini
par la condition
g‘(s) =0 si 1rg(s)< n,

est fermé dans (fgfgzr( },{ 3 ? ) ; mais il est aussi contenu dans '3@?,0( M3P )
comme on 1l'a vu dans l'exposé précéd nt ; donc

dimsr_,(l.a;?)<+oo .

Come 1l'opérateur P (no 1) a pour noyau exactement SF( 3 f ). on obtient donc,
en raisonnement par récurrence sur n , le résultat sulvant :

/ \
THEOREME 2. = Soit V 1le groupe modulaire de Siegel ; alors l'espace %‘_{ 3 P)
est, de dimension finie pour tout multiplicateur r\ de [ et pour toute représen—
tation holomorphe f de GL(n , C) .

On trouvera dans KOECHER [ 3 ] une démonstration plus simpls du théoréme 2 , qui
a 1'avantage de donner explicitement une borne supéricur pour la dimension de

05(3 rﬁ Mo ? ) , au moins pour f ds dimesion 1. Il faut remarquer qus, méms pour
n=1, on n'a pas de déemonstration du th. 2 qui n'utillee, d'ume fugon ou d'unc eutre,
la structure du groupe discontinu f~ ; il y a 13 une situation absolument cho-

quante .

REMARQUE 1 + - Le théoréme 3 contient bien entendu les théorémes de finitude ana=
logues relatifs aux groupes comrensurables & | ; on le voit comme suit. Soit T
un groupe commensurable & [T , et soient "un multiplicateur de r’ y &6t ?
unereprésentation holomorphe ds GL(n , C) ; il s'agit de prouver que

dim%%r,(v); €)<+eo.

f !
Comme ';4' a pour noyau un sous-groupe d'indice fini dans U s &t comme I est

cormensurable & | , 11 existe évidemment un groupc
Lcrnr’
)

invariant et d'indice fini dans [ et | & la fois, et tel que r soit tri-

vial sur [ g 3 comme on a visiblement
, f C%
%r,(f*’f)c( ro(F)
tout revient A prouver que ’5@_ (g:') est de dimension finie pour tout sews—groups
0

{0 de T , invariant et d'indice fini dans [ .
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Or considérons unc fonction f € %ro( f’) 3 on sait (Exposé 7 n° 1) qu'il exis-

tc¢ un multiplicateur R de U7 , trivial sur ro s une forme modulaire

u.€ 46 % t GF tels que 1'on ait
r(tlf,e),e un vecteur a M ! els que 1l'on ai

£(z) = uy(2) ap 3

de plus, la construction de ti £ donnée dans l'e.&pose 7, n°1 , nontre que l'on
peut supposer la représentation W g de [ monogénc ( ) (en l'espece, les transé

formés du vecteur ap par les opérateurs r\*f(M) s M T , engcndrent 1l'espace
vectoriel F. ).

e

Comme on sait déja que l'espace ’5(9 (‘A E ) est do dimension finie pour tout

mltiplicateur de T , il suffit donc d'établir que les classes dec multipli-

catcurs monogénes de I triviales sur (‘O sont en nombre fini ; mais cclles-ci

correspondant biunivoquement aux classcs de représcntations monogénes du groupe
fini 1/ o » 1o résultat qu'on avait en vue est établi.

En conclusion, le théoréme 3 s'applique & tout sous-groupe de Sp(n , R)

commen=
surable & Sp(n , Z)

On leisse au lecteur le soin de déduirt direcctement lc théoréme 3 du théoréme 2
dons le cas général.

REMARQUE 2, = I1 y a licu de croire gque l'on pourra déduire ausci le théoréme 3
des résultats qui seront .exposés plus terd sur la "compactification de Satake" de

l'cspace Sn/f" , 6t des théorémes de finitude pour lecs variétés algébriques
conpletes .

4. Cas de nullité de %{_(rx 3 p ) .

Soit [T 1e groupe modulaire de Siegel ; nous allons prouver quec <§€,( H e ) =0
si le parametrc V’\n de f* cst inféricur 3 une certainc limite ; ce résultat
hous rcdonnera le fait établi dans 1'cxposé 4, & savoir que toute forme modulaire

2

") Une représcntation linéaire ii— (M) d'un groupe 7 Qans un espace vee—
toricl Fp de di ension finie est dite monogene s'il cxistc un vecteur a e Fy
tel que Fi. soit le plus petit sous—cspace invariant de Fu_ contenant a ’ 1.6.
si les r\(h)a engendrcnt Fyu o Si T est fini d'ordre q, on a alors nécessairement

dm/F‘,\ ) '€ s &b P, est contenue dsne la représentation "regullerc" de .
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je poids k < O est identiquenent nulle,

Prenons une forme £ e°§€r( r\ 3 f ) et supposons tout d'abord que f soit une

spitzenform ; alors la formule
’ 1 1

£G7) £(s) = oxp(2 ¥ Tr(sy)) B 0 67) £(2) §(s) oxp(= 2N 1 Tr(sx) ax
i
i donne les coefficients dc Fourier de f nontre, puisque la fonction P (yz) £(z)
st bornée dans le demi=plan de Siegel, qu'on a une majoration de la forme

1
(41) I f<y7> £(8) 1< coexp@T Tr(sy))

¢ étant une constante indépendante d. la matrice y =y'>» 0 . Posant y = glg
A

avee g€ GL+(n s R) on voit que tout élement a e F  de la forme f(s)b ,

avee bEF , vérifie 1'inégalité !

(4.2) - lp(edall< coxp(2 77 Tr(geg'))

pour une certspine matrice s = s' » 0 ; il s'agit, moyennant une hypothése sur le
plus haut poids de g’ » d'en déduire que a =0,

Or considérons dans Ff’ l'ensenble V des vefteurs a tels qu'il existe une

constance ¢ et une matrice s.» 0 vérifiant (4.2). Tout d'abord V est un

sous-sspace vectoriel de F, , car 2i l'on a

P
1 p(e)ay Il € o exp(@% Tr(gs; g'))

e ()2l ey expl2 Tr(gs, g'))

on en déduit éviderment que

1p(e) (8, + ;) |1 € ceexp(2 PTr(gse'))

en prenant ¢ =c¢; *c, , S =8 * S, » 0 . D'sutre part, V cst stable par la

représentation r , attendu que (4.2) implique trivialement

1p(e) P (gp)all < cooxp(27 Tr(gg, sej €") -

+ )
Jone tout revient & examiner si V conticnt le vecteur a  appartcnant au plus
reut poids de E , €t pour ce faire il revient évidemment au méme d'appliquer
(£.2) au vecteur _e_1_+ en prenant g diagonzle ; mais si g = (,\ 12 %0 s An)

ine

. i=n a(i
P2 ll=TT A;() = = Ke)
i=l
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et la relation (4.2) implique que k(g) restc borné lorsque les paramétres A

i
tendent vers O ; cecl exige visiblenement Ky 20 .

On voit “onc que
(4.3) Ky <0 impliquse 57"( M op ) =

Pour passer de 13 aux formes modulaires quelconques, on va raisonner par récurrence
sur n en utilisant 1l'opérateur P .

On a vu en effet plus heut que $ transforme toute forme f d'espéce ( \A H f )

¢n une forme d'espéce ( H ?(n 1)) s OU f est la représentation de

(Ln -1 , C) dans le sous-espace F(B—l) de F, défini par (1,2) ; tout revient

donc & calculer le plus haut poids de la représentation rn—l $ Or nous savons

que le vecteur §_+ qui appartient au plus haut poids de F appartient auesi au
plus haut poids de ?(n-l) 3 donc le plus haut poids de f‘(n-l) est la restriction

eux matrices diagpnales de GL(n -1 , C) , i.6. aux matrices de GL(n , C) de la

forme
h 0O
(h diagonale),
1

0 1

du plus haut poids de r 3 le plus haut poids de f(n-l) est done

i=n n o 0\%
O\(n—l) (h) = ; Al( ) i

0 1

en sorte que l'exposant de det(h) dans ce plus haut poids est égal & & 1t Wn .
Plus généralement, le méme raisonnement rontre que la représentation f(r) de

GL(r , C) dans Ff définie en (1.Q) a pour plus haut poids une fonction d¢ h
dans laquelle 1l'exposant de det(h) est égal a X, * oo + &, et en fait &
°Kr + o(n attendu que pour r < n -1 le sous-espace Ffr ne peut-&tre ;é o,

come on l'a vu, que si X = eee = X

r+l n-1 = 0.

Cela dit déeignons par r le plus grand entier < n tel que O(r # 0 ; nous

’

nous allons démontrer par récurrence sur n  que

°(r+(xn<0 implique f{g@i_(r\,f)=
Y résultat est vrai et classique pour n =1 ; supposons-le démontré pour n -1 .
‘n doit distinguer deux cas :

Tout d'abord si r =n -1 , alors pour toute forme fc¢ Cgé( t‘\ H f ) on s&it
H

(bxpose 7, théoréme 3 corollaire) qus @f est une Spitzenform

na2ut poids de P(n_l contient det(h) & la puissance X

comme le plus

-1 ¥ x, comme



8-0

or 1'a vu plus haut, (4.3) montre que a;?f =0 ; donc f est une Spitzenform, et
conne O(n-l + A <0 implique o 4 0 on en déduit, en appliguant & nouveau
(403), que f =0 .

Supposons maintenant r ¢ n -~ 1 , de sorte que = 0 ; alors l'exposant Z2e

n-1

jet(h) dans le plus haut poids de la représentation ?(n-l) est (K, ; done

llentisr & + Ay relatif 4 l= représentation f(n—l) est égal & O(r + Xy 3
v 1'hypothése de récurrence la relation o( X, 40 implique donc encore

ff =0, et on termine le raisonnement comme c1—dessus.

Nous avons donc dénontré le résultat suivante ("on" ignore s'il est possible de
l'anéliorer ; il est assez étrange que la condition D( < 0 ne suffise pas, appa-
renent, & impliquer "8@ ( t\k Q ) = 0 ; la situation est d'autant plus confuse
que les néthodes de const.ruf‘tlon de formes modulaires qu'on exposera plus loin,
géries d'Eisenstein, nc¢ fonctionnent pas pour Okn < 0, de sorte que la cons-

truction de contre-exemples ne saurait &trc triviale, & prenmiére vue tout au moins):

N
THEOREME 3. — Soit ‘3 une représentation irréductible holomorphe de GL(n , C) ,
de plus haut poids

(a8 X %
1
Al(h) van Ar(h). o ﬁl\;ﬁh) n avee X, b2

Supposons o(r + o(n { 0 . Alors, pour tout multiplicateur du groupe modulaire
de Siegel, ou de tout groupe [~ cormensurable au groupe modulaire de Siegel, on a
% ( i () ) =0 . De plus, la condition (Xn < 0 suffit & entrafner

S’(r p)=0.

“e we

COROLLAIRE. - Pour toute représentation f de GL(n , C) et tout entier k
posons

P(e) = et ™ ¢ (e) -

0n a alors

%F( tA ; fk) =0 pour k assez grand .

Ce dernier résultat a slirement une interprétation en géonétric algébrique ...
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