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Séminaire H. CARTAN 6-01
E.N.S., 1957/58

6 janvier 1958

FONCTIONS HOLCMORPHES DE CARRE SOMMABLE
DANS IE DEMI-PLAN DE SIEGEL

par Reger GODEMENT

Comme le précédent, cet exposé a pour but d'établir des résultats qui nous
serent utiles pour établir 1z thécrie des formes modulaires. Les n® 1 & 3 complé~
tent 1'exposé précéddent, les numéros suivants donnent l'application de 1'intégra-—
lc de Siegel & la théorie des fonctions holomorphes de carré sormable dans le demi-

plan (théorie étudide, d'un point de vue plus général et avec des méthodes un peu
différantes, par HARISH-CHANDRA}.

1. Un complément & 1'expesé précédent.

Nous avons étudié d~ns 1'exposé précédont des intégrales étenduss i l'espace des
matrices y >0 ; or une telle intégralc se décomposc en une intégrale étendue a
la portion det(y) » ¢ et cn une intégrale étendue 2 la portion det(y) £ ¢ de
cet espace 3 comme nous aurons du reste besoin aussi de ces intégrales "partielles"

nous allons les &tudier. Voici le résultat :

THAORIME 1. — Soit p uane représentation irréductible de GL+(n » R) (1)

dens un espace vectoriecl F de dimension finie, ct soient a un élément non nul

de I , & unc constante 21, et ¢ unc constante >0 .,

a. Pour que 1l'intéprale

Jar(@ze E@a I°exp(~ 77 Tr(gsg')) dg

converge il faut et il suffit que 1l'on ait s3»0 .
b. Soit

i=n

x(n) = 1 T al(h)“ 3

i=1

(l) Conventior d'écriturz. — Dans cat ocxposé, cormme dans le nrécéddent, excepticn-—
relloment, les lctires soulignédes d'un trait rectiligne ont le méme signification
cue les lettres souligndes d'un troit ondulé dans les autres exposés de ce
Sémincire : elles apparaitraicent en caractéres gras zn typogrephie.
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le plus haut poids de p . Pour que 1'intégrale

Sdet(g)éc lp@)a " exp( - wor(gse')) dg

converge il faut et il suffit quec l'on cit

s 30 , o > n-1
n 3
Compte tenu de 1l'exposé précédent il suffit éviderment de démontrer 1'assertion
a. du théoreme.

Notons d'abord le résultat suivapt

LEMME 1, ~ Pour toutc s> 0 , la fonction

-R
exp(~ TWTr(gsg')) det(g) °.

lp(e) Il

est bornde sur GL+(n » R) .

En effet, la représentation

-
g —> dot(g) " plg)
est polynomiale, de sorte que le lemrc est trivial.

Cela dit, il est clair que pour établir la convergence dec 1l'intégrale consi-
dérée on peut se ramcncr, d'apres le lemme 1 , au cas ol e est de dimension 1 ,

i.e. il suffit de prouver que
Js

converge pour c¢ > 0

=

ot(g) ye exp(~ 7 Tr(gsg')) det(g) dg

, 8» 0 et o réel quelconque. Le changement de variable
g—> Mg, avec A> O convensblement choisi, raméne immédiatement au cas ol

c =1 ) ioeo é l’in.tég‘ale

I(e) = j exp(~T Tr(gsg')) det(g)® dg .
det(g) >1
Or, on sait que 1l'intégrale
j exp(-T Tr (gsg')) det () dg
det(g) > O

converge pour O assez grand ; on aura donc a fortiori
I < +© pour x> -

Mais dans 1l'ensemble det(g) » 1 , l'expression det(g)™ est fonction croissante
de & ; donc

I() <I(x +N)



quel que soit N > O ; comme 6-03

I(x + N) < +0 pour N >ot - &

il s'ensuit que I(%) < +® pour tout & .

On a donc établi que 1l'intégrale figurant dans la partie a. de 1'énoncé converge
si s »0 ; le fait qu'elle diverge dans le cas contraire a été établi dans'l'expo-
sé précédent (n°® 6 , Remarque). Le théoréme 1 est ainsi complétement démontré.

2, L'intégrale de Siegel dans 1'espace des netrices positives.

Nous allons maintenant énoncer le théoréme 1 en nous plagant dans l'espace
homogéhé Y des matrices y = y'>>0 :

VAEERN
THAEOREME 2. -~ Soient p une représentetion irréductible de GL+(n » R) dans

un espace vectoriel F de dimension finie, ¢ une ccnstonte

>1, c une

constante >0 , et a un élément non nul de F .
a. Pour que 1'intégrale

fdet(y) e oG )a I exp(= T Tr(sy)) det(y) ™ ay

converge il faut et il suffit que l'on ait s »0 .,
b. Soit

“i=n O(‘ i
o(n) =TT £,(h)
i=1

le plus haut poids de P ; pour que 1'intégrale

Jdet(y) <c “f’(yl/z)ﬂ I° exp(= T Ir(sy)) det(y)™ " ay

converge il faut et il suffit que 1l'on ait

s»0  , o > 2n/s .

Nous pcuvons supposer le produit scalzire adapté A la représentation. Posons
alors y = g'g avec g ¢ GL+(n ,‘E) ; i1 vient

lp (yl/z)g 1% = <f>(yl/2)g , ?(yl/z)g >=<ply)a , a >

=< plg'gla , 8> =A<g>(g)3 » pleda> = llplea 1 ;

d'autre part, on sait et il est facile de v{rifier que la mesure invariante de

1l'espace des y est det(y)_(n+l)/2 dy 3 il s'ensuit que les intdgrales consi-

dérées s'écrivent encore scus la forme

j||f(glgl|6 exp(— ~ Tr(gsg')) det(g) ™! ag ,
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avec la limitetion det(g) » ¢ ou det(g) < ¢ suivent le cas. On est donc ramené

au théoréme 1 en considérant la représsntation

g — det(g)"(ml)/’f.r(g)

de GL+(n » R) , d'ol irmédiatcrient le résultat cherché.

L'explication du facteur det(y)—n'l introduit dans 1'énoncé du théoréme pré-~

cédent sera donnée plus loin j; il n'est 1a que pour la commodité des références
ultérieures.

D'autre part il va de soi que 1l'intégrale étendue & toutes les matrices y> 0
converge dans les mémes conditions que 1'intégrale étendue au domaine det(y) <c .
3. L'opérateur H(p) .

Lorsque 1l'on aprlique le théoreme 2 dans le cas ol 4 = 2 , il vient

1/2)2 | '2 ‘

llo(y = <ply)a , a >

et par suite il s'impose de considérer 1'intégrale

(4) I H(’(S) = jy»o p(y) exp(~ 71 Tr(sy)) det(y)"n“l .

e

celle~ci définit dans l'esnace F ourvu que 1l'on ait
s ’ p Y

s >0 ’ a%‘> n ,

un opérateur HV(S) dont nous allons donner quelques propriétés simples :

THEOREME 3., - L'opérateur H?(s) est hermitien 30 ; 1'opérateur

) H(F) = Hp(l) = jyzio ?(y) exp(- 7 Tr(y)) det(y)ﬁnﬂl dy

commute aux opérateurs e(g) pour g © O+(n) ; on a

(6) ‘ Ho(s) = det(s)*(n+1)/2 6>(s"1/2) H(p) P(s"l/z)

pcur s> 0 .
P S

La premiére assertion résulte du fait qu'on intégre, par rapport & unc mesure
rositive, une foncticn & valcurs dans l'espace des opérzteurs hermitiens » O
de F ; la seconde assertion risulte du fait que 1= fonction
exp(- TIr(y)) det(y)—n~1 ne change pas par y —5 kyk—l avec k & O+(n) 3

enfin la troisidme propriété s'cbticnt cn effectuant dans (4) le changement de
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1/2 1/2

verieble  y —> s ys » lequel conserve la nesure invariante sur 1'espace

des y , a savoir

dat(y)—(n+ l)/2dy

Lorsque

¢(g) = det(g)™ (avec o > n)

on paut calculer complétomoent H(?) s qui est bien entendu un scalaire ; il suffit

de procéder corne au n°® 5 de 1'exvosé 5 ; le résultat obtenu (Siegel) ost que -

-

o 4nln-1)
H(P)=.ﬁ () ‘;’(ot—_%.) cow (2 _9“2'1)
pour p(g) = dot(gf’x , X >n . .

Biocn entendu ce résultat nc peut s'obtenir qu'en utilisant une formule d'intégra-

tion exacte (i.e. qui ne soit pas sceulemcnt vraie a un facteur constant prés !)
la fornule & utiliser est

,(y»o‘f(y) dot(.sr)»(mbl)/2 dy = 2" IT+ P(t't) d, b

avece

-1 -2 -n
d, t=t]] bty ...t 1;413 dtij .

Le coefficient 2% s'obtient comme suit. En posant y = t't et en différentiant

cette relation il viant aussitdt

e

Se — +1 (8 iy ' N - S -1
dy = t (ar t o+ (gr t)")t ol Sr t t.t

posons alors

. . . . . N . + .
ou les eij scnt des formes différentielles inveriantes & droite sur TO 3 il

vient donc
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étent donné que

dr t =.1—7 6. .

igej "ij

et qu'il est évident a priori qu'on a une rclation

2

ig]

(avec une constante ¢ qu'il s'agit justement de calculer ! ) on veut, pour

détorminer ¢ , se placer au point t =1 ; il vient alors

S,

4= Sy..=6,. si i<3j,

ij ij

. n ,
d'olr 1la valeur c¢ = 2 chorchée.

Dans le cas général (? quelconque) il serait sdrement utile d'avoir des rensei-
gnements plus précis concernant H(P) 3 i1 est facile d'en faire le calcul
complet pour n = 2 , cas ol les représentations de GL+(n ,_5) se construisent
trés simplement. I1 n'est cependant pas cortain que ce cas soit trés représenta-
tif en raison du fait, tout & fait particuliecr a GL+(2 ,‘E) , que les divers

"poids" des représcntations irréductibles sont ici tous de multiplicité 1 .

Remerquons encore que 1l'on peut définir H(p) pour certaines représentations de

dimensiocn infinie de GL+(n , R) ; nous n'insisterons pas ici sur cette question.

4, Fonctions holcmorphes’ de carré sommeble dans le demi-plan.

Soit [ une représentction irréductible de GL+(n ,.E) dans un espace vecto-

riel de dimension finie F ; nous supposcrons que, dans le plus haut poids
T,
Ll i(h)

de P 1'asxposant o oest réel, en sorte qu'il existe alors sur F un produit
scalaire adapté & ¢ (cxposé 5, n° 2) ; c'est celui-ci qu'on utilisera systé-

matiquement dans ce qui va suivre.
Donnons—ncus alors un nombre réel p avec
l€dpe+ © ;
nous définirons
#®°(p)

comme €tant 1'ensemble des foneticns f(z) définies ot holomorphes pour




Im(z) > 0 , & valeurs dans F , et telles que 1'intégreale

) 1211, = { 1nay o e/ 26a) 117 as } /P

converge. Pour p = + o il faut naturellement modifier cctte définition en pre-~

nant

(8) el

I}

sup Jlo(r?) £(2) Il

comne en théorie de la mesure.

I1 est clair (MINKOWSKI) que }@p(F) est un espace vectoriel ; il est de plus

)

complet relativement & la norme llfllp , car puisqu'il s'agit de fonctions holo-
morphes on &, pour toute partie cormpacte A du demi-plan, une majoration de la
forme

9) sup [l£6a) fl ¢ e llg 1l

zcA

(utiliser localement un développement en série cntiére pour f), en sorte que
toute suite de Cauchy dans z%?(?) converge normalecment sur tout compact, etc.,
c'est le raisonnement standard & la Bergmann. Autremenﬁ dit, QQP(P) ¢st un sous-
espace fermé de 1l'espace ;{p(p) de toutes les fonctions Ade puissance p-icme
intégrale dans le demi-plan (ceci suppose qu'on identifie une féié@p(f) 3 la
fonction ?(y /2 ) £(z) de £ p(?))

Si de plus 1l'on a des exposants conjugués p ct q , avec
/p + 1/q=1 ’
alors la formule

(10) <t e =)0 pGM3) £2) , oD gle) > az

définit (HOLDER) une dualité en général non si ‘parde ontre Qﬁp(g) et <£?(?)
varticulier, EB (p) est un espace de Hilbert.

Comme ce Séminaire est en principe consacré & la théorie des foncticns automorphes,

il peut 8tre utile d'expliquer dés maintenant rourquoi 1'cn introduit les espaces
cidessus ; le raison est essentiecllement lo suivente : soicnt P une repré-

sentation holomorphe de GL(n , C) , ot f(z) une forme modulairc d'espéce P

reletivement au groupe modulaire de Siegel (ou & un groupe paranodulaire, ou &
un groupe a domaine fondamental compact) ; alors ona fe QEGD(P) dés qua f

est une Spitzenform. En effet l'expression ”P(Y ) £(2) || est absolument
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invariante par le groupe discontinu considéré (voir plus loin) ; il suffit donc
de montrer qu'elle est bornée dans le domaine fondamental, ce qui est clair lors-

que f est une Spitzenform !
Or nous démontrerons plus loin que, si
2
O‘n>n,

on & pour toute fonction f e?éD(P) la relation
(11) £(2)) = o) Sin(z)sp0 PUA -T2 T 9y, £ay) azy

1'intégrale étant absolument convergente ; on obtiendra ainsi, en rendant le
noyau qui figure dans la formule ci-dessus invariant par le groupe discontinu
considéré, une caractérisation des Spitzenformen 3 1'aide d'une dquation inté-

grale ; c'est de 14 que sortiront la majeure partie des sérics d'Eisenstein (ce

seront les coefficients de Fourier en Z5 du noyau invariant qui caractérise les

Spitzenformen), les théorémes de finitude de 1la théoric des formes modulaires, ct

enfin la formule des traces de Selberg, quil donne le nombre de Spitzenformen

d'espéce donnée & 1l'aide d'unc intégrale étendue au domnine fondamental. Enfin,
on peut espérer quc ces méthodes devraient permettre d'étudier des groupes
discontinus généraux (avec 1'hypothése évidemment que le domnine fondamental soit

de volume fini) ; empressons—ncus de préciser qu'on en est encore loin !

Pour n = 1, cas classique, ces méthodes sont connuecs depuis les trovaux de
PETERSSON, bien que cet ~uteur n'ait jamais utilisé explicitement les espaces
3?(9) ; 1'introduction de 3@3(6) dans le cas n =1 est die & V. BARGMaN &
propos des représentations unitaires irréductibles du grcupe hyperbolique
Sp(1 ,‘B) ; pour les espcces symétriques complexcs généraux, les 362(9) sont
dds 2 HaRISH-CHANDRA, qui en a fait une étude complétc (dans les trois mémoires
figurant dans 1o Bibliographie de cet exposé) également du point de vue de la
théorie des représentations des groupes semi-simples ; le raccord avee la théorie
des fonctions automorphes n'a jamois été frit complétement, mais l'article de
SELBERG sur les espaces symétriques contient, sans démonstrations, des indicutions

importantes sur la formule das traces et les fonctions—noyoux.

» "Z 2
L'étude des espuces 5 (§) occupcra le restunt du orésent exposé ; les autres
i \'4 3 » . N .
aspaces é%p(P) seront ¢tudids ultérieurcment;bien que notre but ultime soit ;@1(9)
®
+ 3 -~ . N rd 3 Id -
et o6 (?) » hous ne parviendrons pts & étudier sdriecuscment ces espnces sans passer
‘rar 1'intornédizire do 3@2(9)
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5. Condition d'existence de fonctions holomerphes de carré sommable.

THEOREME 4. - Soit f une rcprésentation irréductiblc de GL+(n ,_E) s de plus
haut poids

XK.
e 1

Pour que 332(?) #0 , il faut et il suffit que X, >n.

Ce théoreme o été démontré par HARISH-CHANDRA pour tous les cespaces symétriques
complexes ; la méthode suivie ici, nettemcnt plus simple que celle de Harish-—
Chondrae, consiste A opérer une transformation de Fourier par rapport au sous-
groupe de Sp(n , R) formé des translations réelles 2z —> z + s . Mais "on"
ignore si elle pourrait se généraliser & tous les espaces symétriques complexes ;
la méme objection s'applique d'eillcurs & l'utilisaticn des séries de Fourier
dans la théorie des formes modulaires.

Supposons 2@2(?) # 0 ot considérons une fonction feE%&?(P) . Puisque 1'on a

(12) ﬁ‘llp(yl/z) £(2) |I? qot(y) ™ ax ay <+

le théoréme dc Lebesgue-Fubini montre que le fonction

(13) x —> o573 £(x + iy)

cst de carré sommable en x pour presque tout y ¢ on peut donc, pour presque

tout y , lui faire subir une transformation de Fourier sur le groupe additif

des x , et comme les "caractéres" du groupc des x sont les fonctions
x —> exp(2 771 Tr(sx))
avec s = s' réelle, on voit que la transformée de Fourier de (13) est le fonction

(14) %y(s) = § ?(yl/z) f(x + iy) exp(- 2 mi Tr(sx)) dx ;

b

en général cette intégrale n'est pas absolument convergente ot doit étre inter-
prétée conformément cux traditions rclatives & la transformetion de Fourier dans

un espace L : on sait seulement que fy(s) est de carré sormable en s et
qu'on 2 la formule de Plancherel

(15) fller) £« 39 17 ax = [I12 () 112 as

pour presque tout y .
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LEMME 2, — Il oxiste une fonction f£(s) & valours dens F , telle que 1'on cit

(16) ?‘y(S) = {’(yl/z) £(s) exp(~ 2 T Tr(sy))

presque partout en s pour presque tout y .

Donnons d'abord une non-démonstration du lemme ; on derit

fy(s) J.P(yl/z) f(x + iy) exp(-~ 2 i Tr(sx)) dx

exp(- 2 T Tr(sy)) P(yl/z)_ff(x + iy) exp(- 271 Tr(s(x + iy))) dx
exp(~ 2 T Tr(sy)) F(yl/z)j.f(z) exp(- 2 Wi Tr(sz)) dx ,

11

et comme 1l fonction sous le signe f est holomorphe, 1l'intégrale est indépendante
de y en vertu des théorémes "biens connus" sur les fonctions holomorphes ...
L'inconvénient de cotte démonstration est naturcllement que les intégrales qu'on
vient d'écrire nc convergent pas !

Pour obtenir une démonstration rigoureuse, considérons dans l'espace dos x une
s

suite croissante de compacts An » ayant pour réunion 1l'espace entier, et posons

fn(s) = jAn £(z) exp(- 27i Tr(sz)) dx ;

commea An est compact et la fonction sous le signe S holonorphe, il est clair
que fn(s) ne dépend pas de y 3 dc plus, 1'intégrale est évidemment convergente
pour toute y>>0 , et représente une fonction continue de s , qui est de carré
sormcble par rapport & s puisque c'est la transformée de Fourier en x de la

fonction égale & f(x + iy) exp(2 7T Tr(sy)) pour x & i 5 et & 0 ailleurs.
Désignons meintenant par N(f) l'cnsemble des y telles que

Sl g@) P ax =+ o

N(f) est donc de mesure nulle. Pour y & N(f) , on o évidemment (c'est plus ou

, . 2
moins la définition de la trensformotion de Fourier dans LF)

£ (s) = l.i.m..j. P(yl/z) f(x + iy) exp(- 27i Tr(sx)) dx ,
J no . “n

le symbole 1.i.m. ("limite en moyenne™) désignant une limite dans l'espace
Lz(ds) . I1 vient donc

(17) %y(s) = 1l.i.m. P(yl/z) fn(s) exp(- 2 WTr(sy)) pour y & N(f) .
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Or de toute suite ds Couchy dans L2 on peut extraire une suite qui converge

presque portout (et qui converge vers 1ls mdme limitc). Donc, on peut supposor
que pour une metrice yo<¢ N(f) 1la suite figurant cu sccond membre de (17) con-

verge presque partout par rapport & s ; ceci, compte tenu du fzit que f’(yl/z)
est inversible, démontre déja que la limite

%(s) = 1lin £ (s)
no 2

existe presque partout ; mais 8'il en cest ainsi, on a

150 p(5/2) £ () exp(= 2 T 22(sy)) = p(5/2) B(s) exp(- 2 7 Tr(sy))
nw

presque partout en s pour toute y 3 la comparcison avec (17) démontre alors
le lemme 2 .

LEMME 3. — Pour toute fﬁi‘&?(y) , ona f(s) =0 ovresque partout en dehors
de 1l'ouvert s> 0 .

D'apres Lebesgue~Fubini, Plancherel et le lemme 2 , on a cn effet

2 112 = faet) ™ oy [ llpr?) £6e + 13 117 ax
= Jaot(y) ™! ay J HP(yl/z) #(s) |1? exp(~ 4 T Tr(sy)) ds

= fas 1192 o) 11 oxp(- 4 W e(oy)) act) ™t ay

donc il vient

18 [lp?) B 12 expl- 4 W e(ey)) acs(n) P ay <+ @

pour presque tout s . Or on a2 vu (exposé 5 , théoréme 2) quc vour un vecteur
2 € F non nul la reletion

J(H(v(yl/z)g IR exp(= 4 7 Tr(sy)) det(p) ™' ay <+ o

exige s> 0 ; d'oh le lemme 3 .

LEMME 4. — Supposong ?@2(9) non nul ; 2lors pour toute s>>0 1'intégrale

Ho(s) = [, 0 P(y) exn(= T Tr(sy)) aet() ™" oy

fy»

converge, et pour toute fonction fe 3@2(9) on a

(19) | 212 = [ipo @) Y2 86 P as <+ @ .
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On a vu en effet ci-dessus que, pour toute f¢ Qﬂg(P) et presque toute s ,
on a la relation (18) ; si ?@?(P) # 0, la fonction £(s) n'est pas nulle presque
partout, et vu le lemme 3 il y a une s>>0 ol (18) converge et ou f(s) #0 3
la convergence de H?(S) résulte alors du théordme 2 de 1l'exposé 5 , ou du
théoréme 1 du présent exposé. Comme de plus on a

Ip(r/2) BGe) 112 = < ply) £(s) , Ble)>

les relations utilisées pour établir le lemme 3 montrent immédiatement que 1'on
a

2 P 5 CN1/2 5 2
(20) £ ] =ES»O<H§.(4S) B(s) , £(s)> as =J HHP(4S) £(s) ||© das
et le lemme 4 est établi,

Le lemme 4 implique évidemment que si 3@2Q>) # 0 on a nécessairement

% 7"

(appliquer le théoréme 2 avec ¢ = 2) ; il nous faut maintenant établir que la

condition <Xn,> n est aussi suffisante ; cela va évidemment résulter du

LEMME 5. - Supposons o >0, et soit ?(s) une fonction définie pour s>>0 ,
4 vcleurs dans F , mesurable, et telle que 1'intégrale

(21) js 550 I HP(4S)1/2 ?(s) H2 ds

converge ; alors l'intégrale

(22) §) = [o o p(s) exp2 mi Tr(e)) as

converge absolument pour Im(z)>>0 , et représente une fonction

A 2
?ed(p) .
Le produit de deux fonctions de carré sommable étant sommable il suffit pour

établir la converrence absolue de (21) de prouver que la fonction
H(J(zls)‘l/2 exp(2 i Tr(sz))
est sommable par rapport 4 ds dans l'ouvert s>>0 , Or (théoréme 3) on a
- - 1 -1 1/2
Hp(4s) /2 _ det(s) (n+1)/2 p(s /2) H(p) ™ ¢(s / )

3 un facteur constant prés ; on est donc ramené & €tablir la convargence de
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1'intégrale

1 - -
js))O p(s /2) H(p) 1 9(51/2) exp(~ 2 T Tr(sy)) det(s) (n+1)/2 ds
pour y = Im(z)>> 0 ; comme H(f')-1 >> 0 , on a des inégalités de la forme
| 1/2 -1, 1/2
cyeple) « p(s™%) H(P)™ pls™ )<< cpepls)
1'intégrale considérée est de méme nature que

fs»o p(s) exp(- 2 ™ Ir(sy)) det(s)-(nﬂ)/z ds

’

or d'apres le théoréme 2 cette intégrale converge d&s que o > n ; 1

-e

cz2la dtablit notre assertion.

Reste & prouver que % est dans 1l'espace ?&2(?) . Le fait que ff soit fonction
holomorphe de z ost immédiat : si la fonction \f(S) est continue et & support
compact dans l'ouvert 8220 , c'est évident, et le cas général se déduit de 1la
par passage & la limite. Il reste donc a évaluer

({1973 (@) I aottn) ™ ax ay = Jaet() ™ ay fllpty™®) Glx + 15) |12 ax

(rranonenan) [aet(n) ™ ay [0 M) 9(e) 12 oxp(- 4 2(sy)) a5

H

1/2)?(8) 12 exp(~ 4 T Tr(sy)) det(y) ™! ay

1]

(FUBINI) fs >>0 ds ,§y>>0 Hf(y

]

.fs»O I H?‘(‘ls)l/z Y (s) Pds <+

et tout est démontré.

Fa
LEMME 6. - Soit ‘?562(9) 1'espace de Hilbert des fonctions (s) , s>0,
telles que

117 = 0 1Hp) Y2 ) [P as <+ o

alors la transformation de Fourier

i

(23) £(z) — £(s) = |£(2) exp(~ 271 Tr(sz)) dx (s » 0)

est un isomorphisme de a’é(?) sur '}/{?(V) ; 1'isomorphisme réciproque est donné
par la formule

(24) %(S) — f(2) = /{syo F(s) exp(2 7i Tr(sz)) ds ,

1'intégrale étant absolument convergente pour Im(z) >>0 .




6-14

Tout cela a déja été implicitement démontré, sauf le fait que la formule d'in-
version (24) vaut pour tout z (sans exception méme de mesure nulle !) ; cela
tient au fait que si la transformée de Fourier d'une fonction continue de carré
sommable est sommable, alors la formule d'inversion de Fourier est valable partout
(cf. H. CARTAN et R. GODEMENT, [1], cet article, célébre 3 juste titre, contient

tous les résultats que nous avons utilisés ici concernant la transformation de

——————

Fourier).

6. Opérations du groupe symplectique dans X?(P) .

Considérons une représentation P de GL+(n ,.E) pour laguelle le parameétre

“n est entier ; cela signifie que p se prolonge en une représentation holo-
morphe (notée encore ) de GL(n, C) .

Soit ¥%(F) 1'espace des fonctions f(z) holomorphes 3 valeurs dans F ; on

peut alors faire opérer Sp(n , R) dans Z@(?) en associant 3 une matrice
symplectique

1'endomorphisme
(25) ' (M) ¢ £(z) = plez + a)"t £(Mz)

de é%(ﬁ) ; avec cette convention, Sp(n , R) opere & droite-sur Zﬁ(?) . Associons

alors a tout couple de fonctidns f , g€ }@(E) la fonction numérique

(26) f.g(z) = 49(y1/2) £(z) ,p(yl/z) glz) > ;

en tenant compte de la formule

In(Mz) = (cz + d)*_l Im(z) (cz + d)_1
on vérifie aussitdt la relation
(27) Le(Mf.Lp(M) g (2) = f.g(Mz)

d'ol suit évidemment que, pour fez %EP(P) , 1'exoression ||f ”p est invariante

var les opdrateurs L,(M) ; autrement dit, chaque M < Sp(n ,_E) définit dans

) , . s .
chague sspace }3(?) un ovérateur isométriquec L?(M) , et on peut considérer

I{—e-LP(M) comme unc représcntation (de dimension O ou infinie !') de Sp(n , R)

% . . . . . s
dans &P(P) ; si en particulier p = 2 , on trouve ainsi unc représentation
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unitaire de Sp(n , R) dans %@2(Y) ; on verra plus tard qu'elle est irréductible.

Lorsque le paramétre o, de p n'ast pas entier, la situation est plus compli-
quée, attendu que 1'expression Q(cz + d) n'a plus dc sens. Pour obtenir une vue
claire de la situation dans ce cas (qui sec roncontre dans la thdorie des formes
modulaires "de podds non entier", étudide par PETERSSON pour n = 1) il faudrait
remplacer Sp(n ,15) par le groupe Simplement connexc correspondant ; ce point
de vue est exposé dans les articles citds de HARISH-CHiNDRA, liais on peut aussi,

comme PITERSSON, adopter le point de vuc des "systémes dc facteurs" ; c'est ce

que nous allons faire ici pour nc pas nous écarter dessentiocrs battus.,

La question est pour tout point 2z du demi-plan et toute matrice M € Sp(n ,_E)
de définir 1'opérateur

JF(M y Z) = F(cz +d)

d'une fagon raisonnablc, cette derniére condition signifiant que 1'identité usu-
glle

JP (M1 M, , z) = J(,(Ml » M, z) Jf,(Mz , Z)

doit encore étre vraiec & un facteur prés indépendant dec z (il n'est naturelle-
ment pas possible d'exiger plus !). Or on a

x
p(e) = det(g) "T(e)
ol la représentation T de GL+(n » R) cst polynomiale, donc s'étend automati-
quement & GL(n , C) ; il est donc naturel de posecr
“n
JP(M , 2) = det(cz + d) “.m(cz + 4) ,

et 1'on est ramend simplement & définir dot(ez + d)° pour tout nombre rdel
(non enticr !) r .

Or comme le demi-plan de Siegel est simplement connexe, on peut pour tout M

4éfinir une fonction A(M , z) deo 2 , holomorphe et uniforme, de telle sorte
que 1'on ait

det(cz + d) = exp(27ia(M¥ , 2))
cette fonction est unique 4 1'addition prés d'un entier rationnel. Ceci dit, nous
choisirons pour chaque M &Sp(n , R) une "détermination" de la fonction

a(M, z) , et nous poserons, par définition,
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det(ez + d)¥ = exp(2 Trira(M , z)) .

11 est clair que quels que soient Ml R M2 on a une ralation

A(Ml M, , z) = A(Ml > M, z) + A(M2 y 2) + :z(M1 , Mz)

ol V'(M1 5 M2) est un entier indépendant de z ; en définissant J, comme on
vient de 1'expliquer on trouvera donc une formulc '

(28) JP (Ml M2 ’ z) = ‘Té (Ml ’ M2) JP(M]_ ’ M2 z) JP (M2 sy 2)
avec un facteur

o?,, (M1 , 142) = exp(27Ti an.y(Ml R Mz))

de module 1 , qui bien cntendu disparait si D‘n gst entier, et vérifie une
identité de nature cohomologique qu'on laisse au lecteur le soin d'decrire ...

On ne peut pas, méme dans la théorie la plus classique, éviter ces considérations @

voir la célébre fonction
24
) =\ D)

ds Dedekind.

Cela dit, et les facteurs d'automorphie Jp(M , z) étant ainsi choisis, nous

ferons opérer le groupe Sp(n , R) sur ’3%(\9) par la formule habituelle :

Lo(o) £(z) = 3 (0 2)7L (M) .

On n'a plus cette fois de représentation de Sp(n , R) , mais on a cependant 1'i~-
dentité

(29) L0y M) = e M) Lo(1) L (1)

suffisamment simple pour qu'il ne se présente pas de difficulté sérieuse par
rapport au cas usuel, et un calcul facile montre que ces opéraveurs sont encore
isométriques dans les divers -%p(?) .

Notons encore que la définition de g-(cz + d) ne présente pas de probléme pour
les matrices M telles que¢ ¢ = O ; on peut donc supposer, cela permet de
simplifier quelque peu les caleculs, que J? (M, ) , dans cc cas, a la valeur
fridente f(d) .
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7. La fonction noyau de ‘262(?) .

) Dans ce numéro, on considere une représcntation f de GL+(n s R) telle que
2’;2({,) # 0 , i.e. on suppose X, >n.

Puisque la convsresence dans %Z(f?) implique la convergence en chaque point, il

est clair que pour tout vecteur a&fF (cspace de (’ ) et tout =z , la formule
£ — <£(2) , a >
définit sur QQ{”’(?) une forme linéaire continue ; il y a donc une fonction et une

b
seule k. dans 3%2(9) telle que 1'on ait

H

ey 2y = <2, k> = fre) o <1 £@) L K, ©) > T

0
At ,_ . N . .
pour toute fg f’«“(?) . Comme évidcmment kZ‘a est fonction linéaire de a , on
; 2
peut écrire ‘

K,.a(2) = Kola , D)%

I-’.? . 7:) est un endomorphieme de F , qui est fonction holomorphe de @&
et de T , =t vérifie

K‘)(Zl 3 2'2) = K?(Zz b4 zl)

comme on le voit facilement. C'est la fonction-noyau a la Bergmann de ﬁ@z(f) ; il

est clair que pour toute fonction fe ‘3@2(f) on a la relation

(30) £(2) = {0 Kflz 5 3) f0) £B) a7 )

1'intdgrale étant ebsolument convergente (produit de deux fonctions de carré som—
mable). On pourrnit, corme dans le cas classique, cxprimer K? a3 1'aide d'une

. v 2 . . .
tese orthonormale de #°{¢) , mais ce point importe peu.

7 .
THOREME 5, — Or a la relation

2) =2y 1
(31) K?(Zl ’ 22) = C(?)-f(—T)

o c(f) est Lo corsionte ne ddpendant que de r .

Ferivons en effst Za relation
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jui oxprime que L?(M) est unitaire. En explicitant il vient facilement la
relation

£(Mz) = §Jf (O, 2) Kplz , M) 3o (5 Wlo)* p(n) £(3) 43 ;

vu 1'unicité de la fonction noyau, on tire de 1a

M - 1 —1,\ %
Kﬂ,(-Lz »¢) = J?(M y Z) KF(Z » M7 T) Je(M , M°T)

ou enfin

(32) Koz 5 May) = 3o (0, 2)) Kola 5 z,) 3 (4, 2,)"

(¥, — Comme J?(M » ) est déterminé & un facteur de module 1 prés, qui ne dé-
pend pas de 2z , le second membre est bien indépendant du choix de ce facteur).
Prcnons tout d'abord M : z =2z + s 3 il vicent

Kr(z1 + 8, By + s) = K(J(z1 R 22) H
done
K?(Zl R 22) = A(zl - 22)
ot 4(z) est holomorphe pour Im(z)>>0 . Prenant maintenant M : 3z —p gzg'
wee g € GL+(n , R) il vient
TP | -1
i(gzg') = (g') ~ alz) fle)
et donc nécessairement
. -1/2y | /s -1/2
aGiy) = 673w ol YP)

Il ne nous reste évidemment nlus qu'a prouver que 1l'opérateur A(i) est un sca-

aire (ce serait méme superflu si P était de dimension 1 ced)

Prenons pour cela

u o -v
M:{ ) avec w=1v + u € U(n) ;

r & done M(i) =i ; la relation (32) pour 2, = 2, =1 donne alors

I

'53) a(21) = o) a(21) pe)*
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bien cntendu, on pose ici {(w) = f(vi +u) = JF (M, i) , de sorte que £(w) est

déterminé modulo un facteur eomplexe de module 1 ; plus précisément, si

X
P(g) = det(e) "ar(e) , gedL(n,R) ,
on &
*n
Plw) = detlw) “awlw)
ol figurc l'une quelconque des puissanccs ‘xn—i‘emes du déterminant de w , et
ob W(w) cst défini sans ambiguité puisque 77 ost polvndmiale. Or comme o
&=

est réel, il est clair que det(w) % 5st de module 1 s donc la relation (33)
s'écrit en fait sous la forme

a(21) =) a(21) T = ) w(2) M,

et comme Tr , restreinte & U(n) , est irrdductible, tout ost démontré.

RELRQUA. -~ Si 1'on prend dans la formule (31) la "détermination principale" de
P(z/1), & savoir celle qui est "positive" pour z = iy , la constante c(?) est
nécessairement >0 . Il est possible de la calculer explicitement en utilisant les
néthodes de HARISH-CH.NDRi. Pour ? de dimension 1 on donncra le résultat
complet & la fin du numéro suivant.

Indiquons deux corollaires du théoréme 5 :

COROLL&IRE 1. — Pour toute fonction f € ‘é@?(f) on a la reclation

—

(34) £( 1 %2 -1
z2y) = c(f) glm(zz)»o Pgr—) ¢y £(zy) dzy o

0'est trivial,

COROLLLIRE 2. — L'sspace 3%2(” est toujours contenu dans 1l'espace }@m(r) .

En effct, pour tout a e F, on a (CADOHY-SCH{..RE)

1}

2
l<f(z) ;_a;>| z3a z3a

2 2 S
<t , x . > <Hf||2.<kz;2,k >

=le 13k, (2) 5 2> = lig ]l SENCE D%, a >

(). Mg 112 . g ™2 212 |

i'ol imrédietement (en remplagant a par {r(yl/z)_a_) la relation
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e 2() Il ¢ o(p)- Nell,

ce gui établit notre assertiocn.

8, Transformée de Fourier de la fonction-noyau.

Nous allons dans cé numéro calculer la transformée de Fourier
Rf(s 1) = [Kp(a , 7) oxpl~ 271 Tr(s2)) ax
de la fonction noyau. Pour cela considérons un vecteur a eF et la fonction
kpsal8) = Xplz 550" 2 = K(T, 2)a 5

i1 est clair qu'on a

ﬁz;a(s) =fK€(§, z)a.exp(~ 27ri Tr(sg)) df = ﬁf(s y z)a

]

or pour toute fonction fe& 3%2(f) on a

<f(z) , a7 = <, k.. >

—

et par suite (la transformation de Fourier est un isonorphisme entre les espaces
N
de Hilbert ‘&2(6) et ’}%4(9) définis au n° 5 ) il vient

XS»& Bo(ds) £(s) 5 Ro(s 5 2)a > s = <£(2) , 2>

=j <f(s) , a> exp(27i Tr(sz)) ds
s»0 -

d'apres 1la formule d'inversion du lerme 6 . Corme £ est 1'élément le plus géné-
ral de %2(” , on trouve donc la relation

ﬁP(s , 2)¥ H?(Lls) = exp(277i Tr(sz))

ou encoere

(35) Ke(s 5 2) = i, (49)™" expl= 271 (D)) |

iprliquant & cette fonction le lemme 6 , on trouve donc le résultat suivent :

THEOREME 6. — Soit p unc représentation irréductible de GL+(n ’ _13) de plus
hzut poids '
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o,
T i
{ Ai(h) avee o >n .

on a alors pour. In(z) 0 Im.relation

(36) C(?)-?(Z/zi)-l = Jsy0 H?(4s)-l oxp(217i Tr(sz)) ds ,

l'intégrale figurant au second nembre étant absolument convergente.

On déduit éviderment de 13 qu'on a

2

Ho (45)™ = o(p) [p(2/20)™ exp(~ 271 Tr(s2)) ax

nous dérnontrerons dans un prochain exposé que cette fornule, qui pour le noment

n'a de sens qu'au point de vue L2 s est en fait valable pour toute natrice

s» 0 @ans exception, 1'intégrale figurant au seccond membre étant de plus abso-

lument convergente et nulle si s n'est pas >0 .

On notera que la formule (36) s'éerit encore sous la forme

2n(n+1) c(?) ‘)(z/:l)"1 =XH? (s')ml explri Tr(sz)) ds ;

tenant compte de la relation

pls) = aot(s) /200D ¢(s7/2) () p(sVR)

(théoréme 3) il vient donc

70 o(e) pla/)™ = [ o ¢ 6" A ) (Y Bexpleis Trea)) doita) /2 g

Dans le cas ol

cg) = det(g)

il vient done, pour =z =i , la relation

(n+1) c(p) = H(P) J cxp(— T Tr(s)) det(s ) ~(n+1)/2 ds

)

tznant compte de la valeur trouvée au n® 3 pour H(p) il résulte de 1a que

= o 3 o + 1
n(nel) () = ~n(ne1)/2 Pl DE@+3) oDl + 232
r W@-%)H.F@_n*l) ’

c¢ qui permet le calcul complet de c(f) dans ce cas j on trouve

e(p) = (47)BlB+1)/2 ﬁl— (x-B)(x-Br1) .. (x+ D).
p=0

0
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