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6-01

FONCTIONS HOLOMORPHES DE CARRÉ SOMMABLE

DANS LE DEMI-PLAN DE SIEGEL

par Roger GODEMENT

Séminaire H. CARTAN
1957/53

6 janvier 1958

Comme le précédent, cet exposé a pour but d’établir des résultats qui nous
seront utiles pour établir la thécrie des formes modulaires. Les n° 1 à 3 complè-
tent l’exposé précédent, les numéros suivants donnent l’application de l’intégra-
le de Siegel à la thé orie des fonctions holomorphes de carré sommable dans le demi-

pian (théorie étudiée, d’ un point de vue plus général et avec des méthodes un peu

différentes, par HARISH-CHANDRA).

1. Un complément à l’exposé précédent.

Nous avens étudié l’exposé précédant des intégrales étendues à l’espace des

matrices y ?~~ 0 ; or une telle intégrale se décompose en une intégrale étendue à

la portion det(y)  c et en une intégrale étendue à la portion det(y) j~- c de

cet espace ; comme nous aurons du reste besoin aussi de ces intégrales "partielles"
nous allons les étudier. Voici le résultat :

1. - Soit p une représentation irréductible de GL+(n , R ) ( )
dans un espace vectoriel F de dimension finie, et soient a un élément non nul

de F , cr une constante  1 , et c uno constante > 0 .

a ~ Pour que 1’intégrale

converge il faut et il suffit quo l’ on ait s » 0 . ..
1, C.,; + 

’ ’

(1) Convention d’écriture. - Dans cet exposée conne dans le précédente exception-
les lettres soulignées d’un trait rectiligne ont la même signification

les lettres soulignées d’un trait ondulé dans les autres exposés de ce
elles apparaîtraient en caractères gras ~n typographie.



le plus haut poids Pour que l’ intégrale

converge il faut et il suffit que l’on ait

Compte tenu de l’exposé précédent il suffit évidemment de dénontrer l’assertion
a. du théorème.

Notons d’abord le résultat suivant :

LEMME 1. - Pour toute s » 0 , la fonction

est bornée sur GL* (n ~ ~,) .

En effet~ la représentation

est polynomiale, de sorte que le lemme est trivial.

Cela dit, il est clair que pour établir la convergence de l’intégrale consi-

dérée on peut se ramener, d’après le lem.me 1 , au cas est de dimension 1 ,

i.e. il suffit de prouver que

converge pour c > 0, s » 0 et ce réel quelconque. Le changement de variable

g 2014~ A g , avec À > 0 convenablement choisi, ramène immédiatement au cas où

c = 1 , i.e. à 

Or, on sait que l’intégrale

converge pour a~ assez grand ; on aura donc a fortiori

Mais dans l’ ensemble det(g) ~ 1 , l’expression det ~g}‘~ est fonction croissante

donc



quel que soit I~ > 0 ; comme

il s’ensuit que I (~~ ~ + ao pour tout ~c .

On a donc établi que l’intégrale figurant dans la partie a. de l’énoncé converge

si s » 0 ; le fait qu’elle diverge dans le cas contraire a été établi dans l’expo-
sé précédent (n° 6 , Le théorème 1 est ainsi complètement démontré.

2. L’intégrale de Siegel dans l’espace des natriccs positives.

Nous allons maintenant énoncer le théorème 1 en nous plaçant dans l’espace

homogène Y des matrices y = y’ ~~ 0 :
i ,

THEOREME .2. - Soient 03C1 une représentation irréductible de GL+(n , R) dans
un espace vectoriel F de dimension finie, 03C3 une constante  1 , c une

constante > 0 , et a un élénent non nal de F .

a. Pour que l’intégrale

converge il faut et il suffit que l’ on ait s -’~ 0 .

b. Soit

le plus haut poids pour que l’ intégrale

converge il faut et il suffit que l’on ait

Nous pouvons supposer le produit scalaire adapté à la représentation. Posons

alors y =1 g’ g avec g ~ GL (n , R) ; il Trient .

d’autre part, on sait et il est facile de vérifier que la mesure invariante de

l’espace des y est dy ; il s’ensuit que les intégrales consi-

dérées s’écrivent encore sous la forme
- - 

. 

,



avec la limitation c ou c suivant le cas. On est donc ramené

au théorème 1 en considérant la représentation

de GL (n , R) , d’où immédiatement le résultat cherché.

L’explication du facteur introduit dans l’énoncé du théorème pré-
cédent sera donnée plus loin ; il n’est là que pour la commodité des références

ultérieures .

D’autre part il va de soi que l’intégralo étendue à toutes les matrices 0

converge dans les mêmes conditions que l’intégrale étendue au domaine det ~y) ~. c .

3. L’opérateur H~p ) .

Lorsque l’on applique le théorème 2 dans le cas 2 , il vient

et par suite il s’impose de considérer l’intégrale

celle-ci définit dans l’espace F ., pourvu que l’on ait

un opérateur Hp(s) dont nous allons donner quelques propriétés simples:
, ,

3, .- L’opérateur H .(s) cst hermitien »0 ; l’opérateur

commute aux opérateurs pour g ’~ 3 on a
;_.______.____ -_____________________- ’

pour S » 0 , a

La première assertion résulte du fait qu’on intègre, par rapport à une mesure

positive, une fonction à valeurs dans l’espace des opérateurs hermitiens » 0

de F ; la seconde assertion résulte du fait que la fonction

ne change pas par -~--~ kyk avec k ~ 0 (n) ;

enfin la troisième propriété s’obtient en effectuant dans (4) le changement de



variable 
. Y -~ s -"1/2 ys ‘"~~~ , lequel conserve la nesure invariante sur l’espace

d~s y , ~. savoir

Lorsque

on peut calculer complètement H(p) , qui est bien entendu un scalaire ; il suffit
de procéder comme au n° 5 de l’expose 5 ; le résultat obtonu (Siegol) est que ’ 

P

Bien entendu co résultat ne peut s’obtenir qu’on utilisant une formule d’intégra-
tion exacte (i.e. qui ne soit pas seulement vraie à un facteur constant près !) ;
la formule à utiliser est

Le coefficient 2n s’obtient comme suit. En posant y = t’t et en différentiant

cotte relation il vient aussitôt .

posons alors

où les 0. , sent des fornes différentielles invariantes à droite sur T : il
ij o 

"

vient donc .



étant donne que

et qu’il est évident a priori qu’on a une rolation

(avec une constante c qu’il s’agit justement de calculer ! ) on peut, pour
déterminer c, se placor au point t = 1 ; il viont alors

d’où la valeur c = 2n cherchée.

Dans le cas général (f quelconque) il serait sûrement utile devoir des rensei-

gnaments plus précis concernant H(p) ; il est facile d’en faire le calcul

complet pour n = 2 , cas où les représentations de GI:* (n , R) se construisent

très simplement. Il n’est cependant pas certain que ce cas soit très représenta-
tif en raison du fait, tout à fait particulier à GL+ (2 , R) , que les divers
"poids" des représentations irréductibles sont ici tous de multiplicité 1 .

Remarquons encore que l’on peut définir H( ) pour certaines représentations de

dimension infinie de GL (n , R) ; nous n’insisterons pas ici sur cette question.

4. Fonctions holcraorphcs’ de carré sommable dans le demi-plan.

Soit p une représentation irréductible de GL (n, R) dans un espace vecto-

riel de dimension finie F ; nous supposerons que, dans le plus haut poids

de ~ 9 l’exposant est réel, en sorte qu’ il existe alors sur F un produit
scalaire adapté à ? (oxposé 5 , n° 2) ; c’est celui-ci qu’on utilisera systé-
matiquement dans ce qui va suivre.

Donnons-nous alors un nombre réel p avec 
"

nous définirons

comme étant l’ensemble des fonctions f(z) définies et holomorphes pour



Im(z) » 0 , à valeurs dans F , et telles que l’intégrale

converge. Pour p = + oo il faut naturellement modifier cette définition en pre~

nant

comme en théorie de la mesure.

Il est clair (MINKOWSKI) que æp(03C1) est un espace vectoriel ; il est de plus

complet relativement à la norme p 
, car puisqu’ il s’ agit de fonctions holo-

morphes on a, pour toute partie compacte A du une majoration de la

forme -

(utiliser localement un développement en série entière pour f ), en sorte que
toute suite de Cauchy dans ~p( ) converge normalement sur tout compact, etc. ,
c’est le raisonnement standard à la Bergmann. Autrement dit, est un sous-

espace fermé de l’espace de toutes les fonctions de puissance p-ième
intégrale dans le demi-plan (ceci suppose qu’on identifie une à la

fonction (~r 1~2 ) f (z ) de ~~ ~1 ( ~) ) .
Si de plus l’on a des exposants conj ugués p et q, avec

alors la formule

définit (HOLDER) une dualité en général non séparée entre ~ap~ ) et ~( p) ; en
particulier, æ2(03C1) est un espace de Hilbert..

Comme ce Séminaire est en principe consacré à la théorie des fonctions automorphes,
il peut être utile d’ expliquer dès maintenant pourquoi l’on introduit les espaces

ci-dessus ; la raison est essentiellement la suivante : soient ~ une repré-
sentation holomorphe de GL ~n , C~ , et f(z) une forme m odulaire d’espèce p
relativement au groupe modulaire de Siegel (ou à un groupe paramodulaire, ou à

un groupe à domaine fondamental compact) ; alors on a f E dès que f

est une Spitzenform. En effet est absolument



invariante par le groupe discontinu considéré (voir plus loin) ; il suffit donc

de montrer qu’elle est bornée dans le domaine fondamentale ce qui est clair lors-

que f est une Spitzenform !

Or nous démontrerons plus loin que, si

on a pour toute fonction f la relation

l’intégrale étant absolument convergente ; on obtiendra ainsi, en rendant le

noyau qui figure dans la formule ci-dessus invariant par le groupe discontinu

considérée une caractérisation des Spitzenformen à l’aide d’une équation inté-

grale ; c’est de là que sortiront la majeure partie des séries d’Eisenstein (ce
seront les coefficients de Fourier en z~ du noyau invariant qui caractérise les

Spitzenformen), les théorèmes de finitude de la théorie des formes modulaires, et
enfin la formule des traces de Selberg, qui donne le nombre de Spitzenformen

d’espèce donnée à l’aide d’une intégrale étendue au domaine fondamental. Enfin,
on peut espérer que ces méthodes devraient permettre d’étudier des groupes
discontinus généraux (avec l’hypothèse évidemment que le domaine fondamental soit
de volume fini) ; empressons-nous de préciser qu’on en est encore loin !

Pour n = 1 , cas classique, ces méthodes sont connues depuis les travaux de

PETERSSON, bien que cet auteur n’ait jamais utilisé explicitement les espaces
l’introduction de æ2(03C1) dans le cas n = 1 est due à V. BARGMAN à

propos des représentations unitaires irréductibles du groupe hyperbolique

Sp(l ~ R) ; pour les espaces symétriques complexes généraux, les sont

dûs à HARISH-CHANDRA, qui en a fait une étude complète (dans les trois mémoires

figurant dans Bibliographie de cet exposé) également du point de vue de la
théorie des représentations des groupes semi-simples ; le raccord avec la théorie

des fonctions automorphes n’a jamais été fait complètement, mais l’article de
SELBERG sur les espaces symétriques contie nt, sans démonstrations, des indications

importantes sur la formule des traces et les fonctions-noyaux.

L’étude des espaces ~(~) occupera le restant du présent exposé ; les autres
espaces æP(03C1) seront étudiés ultérieurement;bien que notre but ultime soit 
et ~b ~) , nous ne parviendrons à étudier sérieusement ces espaces sans passer

l’intermédiaire de ? (p) .



5. Condition d’existence de fonctions holomorphes de carre sommable.

THÉORÈME 4. - Soit 03C1 une représentation irréductible de R) , clé plus
haut poids

. 

Pour que ~(~) ~ 0 ~ il faut et il suffit que 0 
n 
> M .

Ce théorème a été démontré par HARISH-CHANDRA poar tous les espaces symétriques
complexes ; la méthode suivie ici, nettement plus simple que celle de Harish-

Chandra, consiste à opérer une transformation de Fourier par rapport au sous-

groupe de R) formé des translations réelles 2; ~ z + s . Mais "on"

ignore si elle pourrait se généraliser à tous les espaces symétriques complexes ;
la même objection s’applique d’ailleurs à l’utilisation des série s de Fourier

dans la théorie des formes modulaires.

Supposons æ2(03C1) ~ 0 et considérons une fonction f ~ ? (?) . Puisque l’on a

le théorème de Lebosgue-Fubini montre que la fonction

est de carré sommable en x pour presque tout y : on peut donc, pour presque
tout y , lui faire subir une transformation de Fourier sur le groupe additif

des x, et comme les "caractères" du groupe des x sont les fonctions

avec s = s’ réelle, on voit que la transformée de Fourier de (13) est la fonction

en général cette intégrale n’ est pas absolument convergente et doit êtrè inter-

prétée conformément aux traditions relatives à la transformation de Fourier dans
un espace L~ ; on sait seulement que f Y ~s} est de carré sommable en s et

qu’on a la formule de Plancherel 
y

pour presque tout y .



LEMME 2. - Il existe une fonction f(s) à valours dans F, telle que l’on ait

presque partout en s pour presque tout y .

Donnons d’abord une non-démonstration du lemme ; on écrit

et comme la fonction sous le signe j est holomorphe, l’intégrale est indépendante
de y en vertu des théorèmes "biens connus" sur les fonctions holomorphes...
L’inconvénient de cette démonstration est naturollemont que les intégrales qu’on
vient d’écrire ne convergent pas ! 1

Pour obtenir une démonstration rigoureuse, considérons dans l’espace dos x nne

suite croissante de compacts ayant pour réunion l’espace entier, et posons

connue A est compact et la fonction sons le signe j holomorphe, il est clair

que f (s) ne dépend pas (le y ; de plus, l’intégrale est évidemment convergente
pour toute y >> 0 ~ et représente une fonction continue de s ~ qui est (le carré

sommable par rapport à s puisque c’est la transformée de Fourier en x de la

fonction égale à f(x + iy) exp(2 TT Tr(sy) ) pour x 6: A y 
et. à (3 ailleurs.

Désignons maintenant par N(f) l’ensemble des y telles que

N(f) est donc de mesure nulle. Pour y ~ N(f) , on ~~ évidemment (c’est plus ou

noins la définition de la transformation de Fourier dans L2)

le symbole 1.i .m. ("limite en moyenne") désignant une limite dans l’espace
L2(dS) . Il vient donc



Or de tout e suite d e Cauchy dans L 
~ 

on peut extraire une suite qui converge
presque partout (et qui converge vers la même limite). Donc, on peut supposer
que pour une matrice yo  N(f) la suite figurant au second membre de (17) con-

verge presque partout par rapport à s ; ceci, compte tenu du fait que 03C1 (y ’ )
est inversible, démontre dé j à que la limite

existe presque partout ; nais d’il en est ainsi, on a

presque partout en s pour toute y ; la comparaison avec (17) démontre alors
le lemme 2 . 

’

LEMME 3. - Pour toute fE ’? (p) ~ on a f(s) = 0 presque partout en dehors

de 1~ ouvert s>~ 0 .

D’après Lebesgue-Fubini, Plancherel et le lemme 2 , on a en effet

donc il vient

pour presque tout s . Or on a vu (exposé 5 , p théorème 2) quo pour un vecteur

a t F non nul la relation

exige s ~i 0 ; d’où le lemme 3 .

LEMME 4. - Supposons æ2(03C1) non nul ; alors pour toute s »0 l’intégrale

converge, et pour tourte fonction f E on a



On a vu. en effet ci-dessus que, pour toute (p) et presque toute s ,

on a la relation (l8) ; si ~ ~ (j~) ~ 0 y la fonction n’est pas nulle presque

partout, et vu le lemme 3 il y a une s » 0 où (l8) converge et où (s) ~ 0 ;
la convergence de Hp(s) résulte alors du théorème 2 de l’exposé 5 ~ ou du

théorème 1 du présent exposé. Comme de plus on a

les relations utilisées pour établir le lemme 3 montrent immédiatement que l’on

a

et le lemme 4 est établi,

Le lemme 4 implique évidemment que 0 on a nécessairement

(appliquer le théorème 2 avec « = 2) ; il nous faut maintenant établir que la

condition Cx > n est aussi suffisante; cela va évidemment résulter du
~ 

n - - ---- 
.- .-.--.. -

LEMHE 5. - Supposons OE > n , et soit y(s) une fonction définie pour s >> 0 ,

à valeurs dans F , mesurable, et telle que l’intégrale .

converge ; alors l’intégrale

converge absolument pour Im~z~ » 0 , et représente une fonction

Le produit de deux fonctions de carré sommable étant sommable il suffit pour

établir la convergence absolue de (21) de prouver que la fonction

est sommable par rapport à ds dans l’ouvert s >~ 0 . Or (théorème 3) on a

à un facteur constant près ; on est donc ramené à établir la convergence de



l’intégrale

pour y = Im(z) ?> 0 ; comme 0 , on a des inégalités de la forme

l’intégrale considérée est de même nature que
1

or d’après le théorème 2 cette intégrale converge dès que ~ > 2014-2014 ;
cela établit notre assertion.

Reste à prouver que  est dans Le fait que  soit fonction

~ holomorphe de z est immédiat : si la fonction f (s) est continuo et à support

compact dans l’ouvert s~ (3 ~ c~est évidente et le cas général se déduit de là

par passage à la limite. Il reste donc à évaluer

et tout est démontré.

~

LEMME 6. - Soit ? (~) l’espace. (je Hilbert clés fonctions s >>0 ~
telles que
~-~

alors la transformation de Fourier

est un i s omor phi sme de æ2(03C1) sur l’isomorphisme réciproque est don.né

par la formule

l’intégrale étant absolument convergente pour Im(z) >~ 0 .



Tout cela a déjà été implicitement démontrée sauf le fait que la formule d’in-
version (24) vaut pour tout z (sans exception même de mesure nulle 1) ; cela
tient au fait que si la transformée de Fourier d’une fonction continue de carré

sommable est sommable, alors la formule d’inversion de Fourier est valable partout

(cf. H. CARTAN et R. C ~. ~ ~ cet article, célèbre à j uste titre, contient

tous les résultats que nous avons utilisés ici concernant la transformation de

Fourier).

6. Opérations du groupe symplectique dans ~a ~ - ) .
Considérons une représentation de GL+~n , R) pour laquelle le paramètre

~n est entier; . cela signifie que p se prolonge en une représentation holo-

morphe (notée encore f ) de 

Soit ?~~~ ) l’espace des fonctions f(z) holomorphes à valeurs dans F ; on

peut alors faire opérer Sp(n , R) dans en associant à une matrice 
’

symplectique

l’endomorphisme

de ?~,~{~~ p avec cette convention, Sp(n , R) opère à droite .sur ~(o) . Associons
alors à tout couple de fonctions f 9 la fonction numérique

en tenant compte de la formule

on vérifie aussitôt la relation

d’où suit évidemment pour f ~ æp(03C1) , l’expression ~f~p est invariante

par les opérateurs Lp(M) ; autrement dit, chaque M ~ Sp(n , R) définit dans

chaqu.e espace æp (?) un opérateur isométrique et. on peut considérer

M ~ I-p(M) comme une représontation (do dimension 0 ou infinie !) de
dans ~(p) 3 si en particulier p =- 2 ~ on trouve ainsi une représentation



unitaire de Sp ( n , R) dans ‘~~ ( ) ; on verra pi us tard qu’elle est irréductible.
Lorsque le paramètre de p n’est pas entier, la situation est plus compli-

quée, attendu que l’expression (cz + d) n’a plus de sens. Pour obtenir une vue

claire de la situation dans ce cas (qui sc rencontre dans la théorie des formes
modulaires "de poids non entier", étudiée par PETERSSON pour n = 1) il faudrait

remplacer Sp (n , R) par le groupe simplement connexe correspondant ; ce point
de vue est exposé dans les articles cités de liais on peut aussi,
comme P:~TERSSON, adopter le point de vue des "systèmes de facteurs" ; c’est ce

que nous allons faire ici pour ne pas nous écarter des sentiers battus.

La question est pour tout point z du demi-plan et toute matrice M ~. Sp(n , R)
de définir l’opérateur

d’une façon raisonnable, cette dernière condition signifiant que l’identité usu-

elle 
’

doit encore être vraie à un facteur près indépendant do z (il n’est naturelle-
ment pas possible d’exiger plus !). Or on a

où la représentation ’~ de GL (n , R) est polynomiale, donc s’étend automati-

quement à GL(n , C) ; il est donc naturel de poser

et l’on est ramené simplement à définir dot(cz + d) pour tout nombre réel

(non entier !) r.

Or comme le demi-plan de Siegol est simplement connexe, on peut pour tout M 
’

définir une fonction z) de ~ , holomorphe et uniforme, de telle sorte

que l’on ait

det(cz + d) = z)) ;

cette fonction est unique à l’addition près d’un entier rationnel. Ceci dit, nous
choisirons pour chaque M R) une "détermination" de la fonction .

~(M , z) , et nous poserons, par définition,



Il est clair que quels quo soient M1 , M2 on ci une relation

M ) est un entier indépendant de z ; en définissant J03C1 comme on

vient de l’expliquer on trouvera donc une formule

avec un facteur

de module 1 , qui bien entendu disparaît si 03B1n est entier, et vérifie une

identité de nature cohomologique qu’on laisse au lecteur le soin d’écrire ...

On ne peut pas, même dans la théorie la plus classique, éviter.ces considérations !

voir la célèbre fonction

do Dedekind..

Cela dit, et les facteurs d’ automorphie z ) étant ainsi choisis, nous

ferons opérer le groupe sur ~~~ ) par la formule habituelle :

On n’a plus cette fois de représentation de Sp(n , R) , mais on a cependant l’i-
dentité

suffisamment simple pour qu’il ne se présente pas de difficulté sérieuse par

rapport au cas usuel, et un calcul facile montre que ces opérateurs sont encore

isométriques dans les divers ~~p( p) . )
Notons encore que la définition de + d) ne présente pas de problème pour

les matrices M telles que c = 0 ; on peut donc supposer, cela permet de

simplifier quelque peu les calculs, que Jf (~~ , z) , dans ce cas, a la valeur
.



?. La fonction noyau de æ2(03C1) f) .

_!, 
, Dans ce numéro, on considère une représentation 1 de telle que

i~~(f) / Q , 1,e. on . n su p po s e ce 
n 
> n ,

Puisque la convergence dans æ2(03C1) implique la convergence en chaque point, il
est clair que pour tout vccteur a é F (espace de ( ) et tout z , la formule

- . ,

n

définit sur æ (03C1) une forme linéaire continue ; il y a donc une fonction et. une
seule k 

wa 
dans æ2(03C1) telle q uo l’ on ait

z;a ’ "

pour toute f ~ æ2(03C1). v Comme évidemment k , est fonction linéaire (le a , on
~ z i a ~**

peut écrire 
’"

~ 1~ . : , ~ ) est un endomorphisme de F, qui est fonction holomorphe de z

et de ~ , et vérifie

comme on le voit facilement. C’est la fonction-noyau à la Bergmann de lÙ(f) ; il
est clair que pour toute fonction f $i( f) on a la relation

l’intégrale étant absolument convergente (produit de deux fonctions de carré som-

niable). On pourrait, comme dans le cas classique, exprimer Kp à l’aide d’une

base orthonormale de æ2(03C1) , mais ce point importe peu. 

Or a la relation

où est ~.:. ~ _ dépendant que de f .
Ecrivons en effet la relation



qd. exprime est unitaire. En explicitant il vient facilement la

relation

vu. 1 Unicité de la fonction noyau, on tire de là

ou enfin

Comme Jp ~~~ ~ z ~ est déterminé à un .facteur de module 1 près, qui ne dé-
pend pas de z , le second membre est bien indépendant du choix de ce facteur).

Prenons tout d’abord r1: z -~ z + s ; il vient

OÙ A(Z) ost holomorphe pour  0 . Prenant maintenant M : z ~ gzg’
avec g ~ GL (n , R) il Vient

+ .-

et donc nécessairement

Il ne nous reste évidemment plus qu’à prouver que l’opérateur A(i) est un sca-

laire (ce serait même superflu si p était de dimension 1 ...)

Prenons pour cela

donc M(i) = i ; la relation (32) pour zl = z2 = i donne alors



bien entendu, on pose ici ~’ (w) = pwi 1 + (M , do sorte que est

détermine modulo un facteur complexe de module 1 ; plus précisément, si

où figure l’une quelconque des puissances n -ièmes du déterminant de w ~ et

où est défini sans ambiguïté puisque est polvnômiale. Or comme 03B1n

est il est clair que det(w)  n est de module 1 ; donc la relation (33)
s’écrit en fait sous la forme

et comme restreinte à U~n~ ~ est irréductible, tout est démontré.

Si l’ on prend dans la formule (31) la "détermination principale" de
à savoir celle qui est "positive" pour z = iy , la constante est

nécessairement > 0 . Il est possible de la calculer explicitement en utilisant les

de Pour d~ dimension 1 on donnera le résultat

complet à la fin du numéro suivant.

Indiquons deux corollaires du théorème 5 : .

COROLLAIRE 1. - Pour toute fonction f ~. ‘~~ ~ ~ on a la relation

C’est trivial.

COROLLAIRE 2 . - L’espace Qf/ . ( f ) est toujours c o nte nu dans l’espace H~(p).

En effet, pour tout F , on a 

d’où immédiatement (en remplaçant a par 03C1(y1/2)a) la relation



ce qui établit notre assertion.

8. Transformée de Fourier de la fonction-noyau.

Nous allons dans ce numéro calculer la transformée de Fourier

de la fonction noyau. Pour cela considérons un vecteur a ~ F et la fonction

il est clair qu’on a

or pour toute fonction f~ ~( ~) on a

et par suite (la transformation de Fourier est un isomorphisme entre les espaces
de Hilbert ~( ?) et ~(f) définis au n° 5 ) il vient

d’après la formule d’inversion du lemme 6 . f est l’élément le plus géné-
"2

ral dc H2 (f) , on trouve donc la relation

ou encore

appliquant à cette fonction le on trouve donc le résultat suivant :

THEOREME 6. - Soit p une représentation irréductible de GL+ (n , R) de plus
haut poids



on a alors pour.  0 la relation

l’intégrale figurant au second membre étant absolument convergente.

On déduit évidemment de là qu’on a

nous démontrerons dans un prochain exposé que cette formule, qui pour le nouent
n’a de sens qu’au point de vue L2 , est en fait valable pour toute matrice

sans exception, l’intégrale figurant au second membre étant de plus abso-
lument convergente et nulle si s n’est pas ~~ o ~ .

On notera que la formule (36) s’écrit encoro sous la forme

tenant compte do la relation

(théorème 3) il vient donc

Dans le cas où

il vient donc, pour z = i , la relation

tenant compte de la valeur trouvé; au ~° 3 pour il résulte de là que

ce qui permet le calcul complet de dans ce cas ; on trouve
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