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Séminaire H. CARTAN . 5-01
E.N.S., 1957/58
16 décembre 1957

OU L'ON GENERALISE UNE INTEGRALE
étudide par C.L. SIEGEL, et généralisant la fonction {
par Roger GODEMENT,

On rencontre, ¢t nous rencontrerons, en divers endroits de la théorie des formes
nodulaires (convergence des séries d'Eisenstein, produit scalaire de deux fornes
nodulaires, etc.) des intégrales Stendues 4 l'cspace des matrices y = y'»0 ,

(N.B : on note y' la natrice transportée Fy) intégrales dont il est essentiel
de savoir si elles convergent ou non j dans le cas classique ou 1l'on considére des

facteurs d'autonorphie de la forme det(cz + d)k (cf. 1'exposé précédent), il
s'agit d'intégrales de la forme

Sexp(-’ff Tr(sy)) det(y)” &y

s étant une matrice synétrique positive donnée et & un paranetre variable ; ces
intégrales ont été étudides depuis longtemps par C.L. SIEGEL, qui en a fourni

la valeur exacte (nous la retrouverons plus loin). Si 1l'on veut étendre la thdorie
classique aux formes d'espéce ? , on est naturellement anené & examiner des in-
tégrales plus conpliquées faisant intervenir, au lieu de la fonction det , une
représentation f de dinension finie du groupe

G=GL,(n, R) )

des matrices réelles de¢ déterminant >0 . Le but de cet exposé est de donner
des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence de ces intégrales.
On donnera dans les exposés suivants les applications aux séries d'Eisenstein et

aux Spitzenformem..

Dans les deux preniers numéros de cet exposé, on rappellera quelques résultats
classiques sur les représentation de GL+(n , B) , résultats qui seront de toute
fagon indispensatiles par la suite. On étudiera ensuite les intégrales auxquelles
on a fait allusion plus haut.

( ) Convention d'écriture. - Exceptionncllenent dans cet exposé, les lettre sou-
lignées d'un trait rectiligne ont la neme significaticn que les lettres soulignées
d'un trait ondulé dans les autres exposés de ce Séninaire : elles apparaitraient
en caractére gras cen typographie.
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1. Les représentations irréductibles de GL _(n , R) : le plus haut poids, clas-

sification, existence.

Nous allons tout d'abord introduire dans Gﬁ*(n s R) = G des sous-groupes qui

se rencontrent aussi dans tous les groupes de Lie (resp. gfoupes algébriques) semi~
simples. :

H ¢ natrices dicgonales h = (>\1 9 vese ,)\n)

1 u12 LN uln

U* ¢ natrices unipotentes u' = « vv. ... .>
. 0 LN ] O 1

‘ 1 0.4d O
U cnatriess unipotentes u = 0o v 4vs .
u

nl

™ = 51U% = vNE ; T =HU =08 .

[EMME 1. - Pour toute natrice g d'ordre n , pogons

By ver Biff
(1) AN CH I IR (1 <14 n)

~

831 *°* 84y

(les Ai(g) sont donc les "mineurs principaux" de g). Pour qu'un g EGL+(n » B)
puisse s'écire sous la forme

(2) ‘ g = u—ohou+
il faut et il suffit que l'on ait
(3) L, £0 (1 &£1gn)

la déconposition (2) de g est alors unique, et la matrice h est donnée par
les relations

(4) Aed = A) = Ap wed Ay (1 £1i¢n).

Pour faire la dénonstration, il. vaut nieux dorire (2) sous la forne

gl = uh
tout revient alors & déterniner les paranetres (uij) de u' de telle sorte qu'on

ai%

_ - .
kgikukj-o pour i £« j

ce qui en fait s'éerit

3 _ .
8y * k<3 Bk %y = ° pour 1 <j ;
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d'oh, pour chaque j , un systéne linéaire en les u’kj (kA <) » ce qui conduit
imédiatenent au lerme.

LEMME 2. = Soit ¢ une repreésentation continue de T dans un gspace vectoriel

corplexe F de dinension finie ; il existe dans F un sous-espace de dinmension 1
+

stable par T .

I1 est clair que T+ est résoluble ; s'il était de plus connexe, le résultat

précédent se réduirait au théoréne bien connu de Sephus Liee Soit alors T; la

corposante connexe de 1l'identité dans T 3 éviderment on a
T = H .U
o o
on H est l'ensenble des h € H avec A e O pour 1< i< n . Vule théoréne

de Lie, i1l existe un hononorphisne

«F o1t s ¢*

o 7 =

tel que le sous-espace F( og+) des vecteurs a €F vérifiant
i’(t+)_€; = ()
ne soit pas nule Or il est clair que o(+ est égal & 1 sur vt s groupe des con=
nutateurs de T 3 corme le gemmutateur de deux é1léments de ™ ast
sussi dans U' , 11 s'ensuit irmédiatenent que le sous-espace F(g\ ) est stable

par T , et que les opérateurs f(t ) tt et , comnutent deux a deux dans
F(x') 3 ils ont donc un vecteur propre comrun dans F(D{ ), d'ol le lemme.

LEMME 3+ « Tout honomorphisme o(\+ de ™ dans le groupe multiplicatif _C_’k
s'obtient comme suit ¢ on a

(5) (") = o (n)
et

ot i=n-l + o‘f _ f'/f
(6) () = 4 (0) l 1o o ! VAN

N + . . . N + s
ou les Xy sont des parametres complexes arbitrairss et ou les &'i sont égaux
& 0 ou 1.

Beweis klar : tout homonorphisune de __ff: dans C* est de la forme x —_ x%

il faut ensuite tenir compte des diverses composantes connexes de H .

Ces préliminaires étant acquis, considérons une représentation irréductible ? de
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5=GL,(n , R) dans un espace vectoriel complexe F de dimension finie j on no-

tera F* le dual de F , 2, a > 1la forme bilinéaire canonique sur F x F*

ouf 1'endonorphisne de F* trensposé d'un endomorphisne u de F .

Appliquons le théoréme de L:Le (lemne 2) 3 la representatlon de T dans F 3 on
ireuve un vecteur non nul a & F et un caractére At de T" tels que

(7) f(t )a = (w2’ ;

e méne appliquons le lerm2 2 & la représentation "contragrédiente" g —— (g-'1 )*
fns F* et au sous=groupe T ; on trouve un vecteur non nul g:_-e F* ot un
caractdre oA de T  tels aue 1l'on ait

(&) F(t")*:_f = A7 (t)e” 3
¢n perticulier on aure les relations suivantes @
(9) r(u+)g+ =a f(h)_af = ")’ ; f(u')* -

Considérons maintenant sur G 1la fonction contimnue (et néme analytique : toute

représentation continue d'un groupe de Lie ezt analytique)

(10) e(g) = ((J(g)_a_+ ya >

w (9), il vient trivialement

(1) - ouu’) = A (n)e(e) = R7(n)e(e) ;

or les éléments u hu® sont partout denses dans G (lemme 1) 3 donc (11) déter-

mne © & un facteur constant prés ; plus précisément, lcs relations (4) et (6)
donnent

(12) a(g) = det(g) A (g)

l

i un facteur constant prés.

Or la fonction (10) n'est pas identiquement nulle, siron a  serait orthogonal

e + N - . s . 2
2ux trensfornés de & , donc & F puisque F est irréductible. Par conséquent

ncus devons expriner que la formule (12), valable seulement lorsque les mineurs de
z sont tous # 0 , Aéfinit une fonction analytique sur G _out entier. On voit

sussitét que, peur ce feire, on doit exprimer que la fonction

S + +
E_il OQ..L—E
X — X .xl

(1gign-=1)

i 1a variable réelle = # O est encore analytique en x = O ; d'ol immédiatement
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o(; - 't; = entier positif pair

N + X
Per suite, le caracterc & a nécessairenent la forne

i=n-l s
ALY

i=1 .

(13) A (n) = det(h)®

ot 6 est un paraudtre conplexe (inévitable & cause du centre de GL +(n s R) 1)
et ob les mn; (1< i< n-l) sont des enticrs positifs.

IEME 4. - La représentation r contient une seule représentation o\+ de dimen—

+ + 0 22 .
sionl de T . Les vecteurs a gqui verifient

f(t+)2+ - <)\+(t+)g+

forment un sous—espace de dinension 1 de F . Deux représentations irréductibles

de GL +(n ’ _11) qui contiennent la néne représentation de dimension 1 du sous-

+ . » .
groupe T  sont équivalentes.

En effet corme la fonction © n'est pas identiquement nulle, la relation (11) exige
+ -
A (h) = «((h) ;
corme ces deux ceractéres ont été choisis indépendarmemnt l'un de l'autre, il s'en-

suit bien que la représentation contient une seule représentation de dimension
lde T ("unicité du plus haut poids")

Soient maintenant QI et 9_; deux solutions de (7) ; alors les fonctions

+ - / + -
< e(g)ﬂl y & > et \P(g)ﬂz s & >

vérifient toutes deux la relation (11), et sont donec proportionnelles ; donc il

e s e 2 . s + + +
¥ a une combinaison linécire non triviale a de & et a, pour laquelle on a
< Ple)a’ , a™> = 0 ; mais les transfornés de a' forment un sous-espace ds F
invariant par f‘ , auquel _a_- #Z 0 est orthogonal ; ce sous-espace est donc nul
puieque f est irréductible, d'ol la seconde assertion du lermme.

. I . . ’ s . + ]
Si deux représentations irréductibles possédent le méme  , les fonctions ©
correspondantes sont proportionnelles ; mais deux représcntations irréductibles

ayent un coefficient corrun sont équivalentes 3 d'ou le troisiéme assertion.

Nous appellerons dorénavant le caractére (13) le plus haut poids de la représen=—
tation F , et nous 1'écrirons R(h) =z2u lien de o(+(h).

THEOREME 1, - Soient ¢ un nombre conplexe et oy (1£1i4&n-1) des entiers
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positifs donnés ; il existe une représentation irréductible et une seule de
GL+(n » B) dont le plus hout poids est

.":=l|—l
A(h) = det(n)® l\ | A i(h)miL .

i=1
Considérons sur le groupe G 1la fonction

G n,
o(g) = det(g) TTH,;(0) *

et soit F 1l'espace vocﬁoriel cngendré par les fonctions
g — 6(gg,) (g, € G)

corme 6(g) ost le produit de det(g)® par un polynoie homogine en les éléments
de g, il est clair que F eost de dinension finie. On a
G dans F en définissant

de la forme

we

une représentation f de

Pleg,) : x(g) — =(gg,)

pour toute fonction x &F . Notons gf 1'¢lérent de F  qui est défini par la
fonction ©(g) elle-nfne ;

3 i1 est clair, par construction néne de © , qu'on aura
paty +y +
pt)a = alt)a

il suffit de vérifier que 6(gt™) = 0(g) &(t*) . I1 reste donc 3 vérifier que p

est irréductible. Or soit FOC;F un sous-cspace invariant non nul ; d'aprés le
théoréne de Lie, celui-ci conticndra un vecteur non nul 25

pour lequel on aura
une relation de la forme

y('t")g_o = (ta_ ;

p + .
corme les treasfornés de a  engendrent, par construction, l'espace F tout en-

. 3 Y ’ 0 . \ +
tier, tout revient & prouver que 24 est nécessairenent proportionnecl a a , au=

trer~nt dit que la seule fonction 90 € F vérifiant une relation de la forme
+ +
6 (gt’) = 6 (g) & _(t7)
est © & un facteur constant prés. Or on zura aussi
o (t7g) = A(t7) o_(g)

cette relation étent vraie pour © 1lt'est en effet pour toutes les fonctions
appartenant & F ; ceci inplique, puisque 90

n'est pas identiquement nulle, que
Aa(h) = cxo(h) 3 finelenent on 2

Gc(u-hu+) = «(h)
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jun factair constapt prés, ce qui achéve la déronstretion.

COROLLAIRE (de la dénonstraticn 1). = Toute représentation irréductible de dinen-—

sion finie de¢ GL_(n , R) gest de la forme

g — det(g)? . ¢ (e)

ou le représentction Pest polynoniale (i.c. o pour coefficicnts des polynones en

les coefficients & ; de g)e

REILRQUE. - Les néthodes développées dans ce nunéro s'étendent éviderment aux
représentations holonorphes de GL(n , c ) 3 comne d'ailleurs une telle représen=-
tation est entiércrat déterminée par sa rcstriction & GL +(n » R) tout revient
& chercher & quelle condition unc représemtation irréductible ¢ de GL +(n s R)
se prolonge en une rcpréscntation holonorphe de GL(n , C) ; le résultot est
évidemment que 1l'cxposent | de det(g) deans le plus hagt poids de f doit &tre
un entier, et alors le corollnire précédent nontre .que toute représentetion holo-
norphe de GL(n , G ) est rotiomnelle (pour la structure algébrique conmplexe de
GL(n ’ 9_))-

Renerquons en passant, cc résultat nous sere utile plus tard, que si une repré-
sentation holonorphe 6 de GL(n , C) est polynonizle (ce qui veut dire, en ce

qui concerne son plus haut poids, que & est un entier positif. _), alors on peut

définir f (g) pour toutc ratrice complexe g , inversible ou non, sutremcnt dit

l'application holoncrphe g > Y(g) de GL(n , C) dens 1l'espace des endomor-

phisnes du vectoriel F de lo représentation se prolonge analytiquement a
M(n , G) , espece des natrices conplexcs d'ordre n  (le groupe GL(n , C) est un
ouvert de cet eSpace). Eviderment la relation

pley &) = (e) plgy)
scra encorec vraic demns M(n , C) .

Pour n =1 il est bien connu que lo fonction zk cst holonorphe & ltorigine

dés que (et sculenent si) k est un cntier positif ...

2. Produit scalairc adrpté & une représentation.

Soit ¢ une représentation irrdéductible de GL +(n » R) deons un espece vectoriel
conplexe F . Supposrrs F rmuni d'une structurc d'espace de Hilbert, i.c. d'une
forne hermitienne positivc non dégénéréc que nous notcrons (a , b Y 3 pour

L 3 - ~ . ) . * by
tout endonorphisme u de F , on 2 olors un endororphisne adjoint u” (& nc pas
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confondre avec le tramsposé dc u défini au nunéro précédent !11) défini par la
condition

Cula) , b)Y = <a, u @) > .

Nous dirons que le produit scalaire considiéré sur F est adagté a f’ si 1'on a
la relation

*
Ple) = ple)
pour tout g e.GL+(n ’ B) « Pour qu'il existc un tel produit scalaire il est évi-

derment nécessaire que le plus haut poids de f soit réel (i.e. que le parenétre

6 du théoréne ! soit réel) ; nous allons dérontrer que cette condition est aussi
suffisante.

Comne on ne nodific évidemrient pas lc probléme cn multisliant per une puissance
réclle du déterminant, on pout supposer que lc plus haut poids de F est une
fonction polynone sur GL+(n ’.E) s auquel cas tous les coefficients de f sont
des polynones cn les coefficients gij de la natrice générique g é-GL+(n s R) .
I1 s'ensuit irmédiatenent qu'on peut prolonger r en une représentation analy-
tique complexe (et mére rationnelle ...) du groupe GL(n , C) .

Considérons alors sur GL(n , C) 1'involution
+ —
g— g =g

qui prolonge g ——3 g' ; scs points fixes fornent le sous-groupe coupact nexinal
U(n) de GL(n , C) . Corme toute reprédscntation d'un groupe conpact est semblable
4 une représentation unitaire, il existe sur l'espace F un produit scalaire (et

du reste un seul si f est irrdductible) pour lequel on ait la rclation
p (e)* = ["(g)'1 pour g & U(n) ;
alors,les applications holonorphes
g— fl@) et g— p(e)”

coincident sur U(n), donc sur GL(n , C) , et en particulier sur GL(n , R) , ce
qui établit le résultet annoncé.

L'utilisation d'un produit scalaire adapté 4 une représentntion f est justifiée

par les propriétés suiventes. Tout d'abord il cst clair que

g uniteire inplicue  f(g) unitaire

g herniticnne inplique f(g) hernitiennc.
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De plus

g hermitienne positive implique f(g) hermitienne positive

pour la raison qu'une matrice hermitienne est »O0 si et seulement si c'est le

iy

cerré d'une matrice hermitienne. Faisons & ce sujet la remarque suivante : étant
donnée une matrice g hermitienne 2> 0 , on peut définir pour tout s réel une
mtrice g° »0 (si g a pour valeurs propres des )\i , 8 s'obtient en élevant
les )\i 4 la puissance 8) ; cela dit on a toujours

Q(gs) = f(g)s pour g hermitienne 3»0 .

En effet on peut se borner au cas ou g = (/\1 g see A n) est diagonale ; il

existe alors une base de F pour laquelle f(g) est diagonale aussi ; on aura

alors nécessairement une relation
?(g) = (0(1(8') y ece “N(g))

ou les ai sont des caractéres du groupe des matrices diagonales ("poids" de f? ) 3
il reste alors & vérifier qu'on a

s s
Neg') = Ne)
pour tout caractére & du groupe diagonal, ce qvi est trivial.

En particulier on a toujours ?(gl/ 2) = f(g)l/ 2 pour g hermitienne >0 .
Prenons maintenant une matrice g €GL(n , C ) quelcongue ; on z une décomposition

g = u. gl avec u € U(n) , |g| hermitienne >»0
H 1 2 N A
(i1 suffit de prendre |g| = (g'g) / 2) 3 ce qui précéde montre aussitdht que

[Pl = pieh

3. L'intégrale de Siegel généralisée.

Considérons une représentation irréductible F de GL+(n » R) dans un espace

vectoriel complexe F de dimension finie j nous supposerons le plus haut poids de
? réel (ce qui n'est pas une restriction comme on le verra immédiatement) et

choisirons sur F un produit scalaire adapté a f ; on a alors sur F wune norme (2)

(2) Le choix sur F de cette norme particulidre a pour seul but de simplifier
certains calculs ; il -2 de soi que le nature de 1'intégrale (15) est indépendante
du choix de la norme sur F , en vertu des théorémes généraux bien conmus (N.
SCURBAKI [+ ] , chap. I, paragraphe 3, Corollaire 2 au théoréme 1).
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lall= <a, 2> 2.

ftent donnés une metrice réelle s = s' et un exposant

(:4) 5 21

on se propose dtétudier 1l'intdégrale

(15) g, 2) _gur(g)an cexp(=Tr Tr(gsg’)) dg
GL, n_t i

ot dg est la nesure invariante sur CrL+(n s R) =G .
Voiei le résultat que nous allons dénentrer (3 )
7N
THEOREHE 2. - Soit
i=n

A -
X (0) = | [Ai(h; *

i=1

le plus haut poids de f (Ry 5 eee s tA,.; sont donc des entiers positifs et X est

réel aueleongue).

ae Pour que (15) converge pour au moins un vecteur a # 0 il faut que 1l'on
ait 20,

b. Si 1'intégrole (15) converge pour un vectéur o # O et pour une motrice s>>0 ,
elle converge pour tout vecteur a et pour toute matrice s>>0 ;

c. Ltintédgr-le (15) converge si et seulement si l'on a

s 70 ot > Bl
ot n
. Indiquons d&s meintcnant la raison de 1'hypothse (14) en démontrant le

[ZME 4. = Pour s et ¢ donnés, les vecteurs a €F tels que

(16) IG,(S , 2) £ +co

forment un sous-espoce vectoriel de F oo

Considérons en effet sur G la mesurc positive
dp (g) = exp(-5T Tr(gsg')) dg :

lz relation (16) signifie sinmplenent que 1'application continue

(°) On verra dans le pI‘OChu.ln Exposé que cc théoréne reste vcleble si, dans
$15), on se borne & intégrer sur les natrices g dont le déternimrt est infériesur
3 une constante donnde.



5=-11
g — f)(g)_a_
de G dans F est dans l'ensenble
12(G 5 )
des fonctions de puissance ¢ =-itne intégrale pour M (N. BOURBAKI (2] )s Or
comie  ¢>»1 cet ensenble est en réalité un espace vectoriel (MINKOWSKI, celui de

1" ntégration, pas celui des formes qualratiques «e.) 3 d'ou le lemne.

Bien entendu le lemne 4 s'applique & des situations bien plus générales, & sa-
voir & toute intégrale de la forme

~

Hip@alape

(‘k étant une nesure positive guelconque sur G .
Pour obtenir le point c. du théoréne, nous nontrerons que le sous-espace du
lerme est invarient par ‘3 s COmme Y est irréductible, ce sous-espace est O
F , et pour décider entre ces deux alternatives il suffira de tester un vec-

teur a bien choisi (& savoir le vecteur appartenant au plus haut poids de P ces)

4. L'assertion b. du théoréne.

Montrons d'abord que pour a # 0 donné la convergence de (15) ne dépend pas
de la matrice s>»0 , On a en effet des majorations

c (s) Tr(g'g) & Tr(g'sg)S ¢,(s) Tr(g'e)

ol co(s) et ¢ (s) 1les valeurs propres extrémes de s (J.DIXMIER [3], p. 104,
théoréme 7). Il suffit donc  examiner

. | 2
(17) Kll?(g)glld exp(-¥ \* Tr(g'g)) dg .
o
ials on peut alors effectusr le changerent de variable
-1
g— Ag

e1 ev pocant A0 5 ec gii es’ éviderment pernis ; comme f est irréductible on
aura

PN o) = Xo

ltintégrale {17) sc raminc donc immédiatement & 1'intégrale analogue avec AN=1 ’

4

dtol le résnliat.

I1 reste a feire varier a . Soit FO le sous~espace des a €F tels que

e
) { +cc peur s M0 ; comme on a, par un changenent de variable évident,

15(59
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le ralation
Is(s, pleda)= 15 (e oe™ , 2) ,
on voit que FO est invariant par 3 corme F est irréductible, il vient

F =0 ou F , cequ achéve de dénontrer la partie b. de 1'énoncé.

5. L'assertion c. du théorene.

Pour décider de la nature des intégrales consi dérées lorsque s » 0, on va
¢tudier 1'intégrale
7 + +16
Il ,a)= Sllf(g)g II” exp(=C Tr(g'g)) dg

N + . . N .

o a appartient au plus haut poids de G ; introduisant le sous-groupe résoluble
S S ,

connexe To défini eu nunéro 1 ; on aura donc

F(t+ )9-+ _ 0((t+)§:

avec
+ +
Alt7) = Alu’) = K(h) .
Or considérons dans le G le sous-groupe compact maxinal
K= Gn 0(n) ’

forné des rotatioms de déternir:nt positif ; la fonction de g figurant sous le
signe S dans 1l'intégrale I O'(S y &) est invariante par g — kg (& cause
du choix du produit scclaire sur F : les opérateurs ?(k) sont unitcires)e.
D'autre part il est bien connu que

G = K.TF
o]

et qu'on a une forrmle d'intégration

0 o

s . . N 4 . + 12 )_
So) drt est la nesure invariante & droite du sous-groupe To + Par suite 1'inte

grale Ie (1, a’) se réduit 3 1'intégrale
§ » &

(18) & . o«(t)ol exp(-X Tr(t't)) 4t .
TO
Pcsent comme cu nunéro 1
™ = uv*n
[e] O

on voit par un czlcul triviel de nesures de Hear que (18) n'est autre que 1l'intégrals
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(19) BSH o o\(h)6 exp (=) Tr(uhzu')) én du .
OX

Calculpns d'abord

(20) 5"+ exp(~% Tr(uhu')) du .

Posant u =1 + v (avec v nilpotentc) il vient

du:dv={ [dv

<3

et

Tr(uhzu') = Tr(h2) + Tr(vhzv') s

’

done

(20) = exp(=W Tr(hz)) S exp (=X Tr(vhzv')) av 3
coune on a facilenent

d(vh_l) = [ ‘ ’\il-i dv pour h = ()\1 g see )\n) ’

i=1

il vient o
(20) = W)\il'i.exp(-'ﬂ' Tr(hz)) exp (=T Tr(v'v)) dv
= .exp (=Y Tr(hz)) ﬂ )\il-i ,

attendu que

ghiee 2
S T gt =1 .
-0
Par conséquent i
2 lai
(19) = Sﬁ(hﬁ exp(=T Tr(h™)). X /\i 1 an,
i=

et conme on a

i=n (A, + eoo +o\])
g
Ah)® = u A, T
i=n

‘: l -1

i=1

on voit que (19) est égel eu produit des n intégrales
j+oo e_-ﬁx2 6(‘1 + eee +0§n) -1i+1

oX dX/x
(¢]
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lesquelles convergent si et seulenent si l'on =
5(0\i+ooo+o§n)> i-1

sour 1 £i€n jneis come 6 ct les OKi (1< i< n-1) sont positifs, il
suffir d'expriner la condition relstive & 1 =n pour que les n - 1 autres

conditions soient euton«tiquenent renplies, et 1l'on parvient ainsi 2 la condition
s Xy >n -1

amoncée dans le théoréne 2.

6y La condition 8> 0 .
On va voir que (15) ne peut joanais converger si s n'est pas définie posi*ive.

Soit k = O(n)ﬂ G le sous-groupe des rotations de déterminent positif. Effec-
tuant dans (4) le changenent de variable

g — gk
on voit que
' -1
IO'(S ’ 2.) = Ig'(ksk ’ ‘D(k)?.) ;
on peut donc supposer s diagonalc ; écrivons alors

) 0
. W0 s
avee 8y 20, diagonale d'ordrc r et sz?« 0 , diagcnale d'ordre n =r 2»1 si

s n'est pas >0 .

Considérons dens G le sous-groupe

hy X
T ¢ retriccs t = )

0 h2

(h1 € GL+(r) s by GGL+(n -r) , %X quelconque T xn -T) ; comne

G = K.T
et corme la fonction sous le signe S est invariante & gruche par K (& cause

1 choix du produit scrleire), il est cleir que

Iete s )= |Iip@alFom(-m Tritse)) ot

C
38

drt est 1o nmesure invariantc & droite sur T . Yr on o évidennent une relation

£

sz la forme
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dt=dct ()} dot(n) 2 dn dx
po = et by ha 1 Iy
(Ix nesure euclidienne) avec des exposonts n, et Iy qui inportent psue. De plus
t - - -
Tr(tst!) = Tr(hlslh'l) Tr(xszx') Tr(hzszhé) .
Enfin, ccmne F est le produit d'une reprisentction polyncniale par une puissance
du déterninent, il est clair que, pour h; et h, donnés, on a ure relation
S

el = <Pz, ps1a” §/2 _ by 772

ob P(x) est un polynone en les X5 » bon mlsi a#0.

Appliquant le thécréne de Lebesgue-Fubini on voit que, si I (s , a) converge,
on aura

jP(x)G/Z exp(+ T(‘Tr(xszx‘)) dx < + 0o

pour presque tout couple h; , h, ; corne £/22> 0 et comme Tr(xszx') est

we forme quadratique positive ou nulle en les variables X500 on aboutit a une

contradigtion.

FEMARNUE,. - I1 est cloir que les raisonnenents précédents s'appliquent encore si,
au lieu d'intégrer sur G tout entier dans (15), on se borne & intégrer sur la

partie de G définie par une relation de la forme
det(g) € A,

A étant une partie (nesurable et de nesure non nulle) de 5: .
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APPERDICE.

liéthodes de calcul des mesures invariantese.

Corrie cm afait usage dans cet exposd de formules d'intégraticn dont on aura cer=-
teinenent encore besoin par la suite, on se propose de rappeler ici un certein nombre

is théorénes généraux sur les nesures invaria tes dans les groupes et espaces
heo ZEnes »

Soit G un groupe localement compact ; il existe sur G une mesure positive

drg invariante par les translations g — gg, » et une mesure positive deg in-

variante par les translations g — 8,8 3 elles sont uniques & des facteurs cons-
tants prés, et on peut toujours supposer que

. -1
A1 -
De plus 1l existe sur G une fonetion’ 6G(g) zontinuec et positive telle que 1'on

ait les relations suivontes

(A 2) dkg = €G(g) drg

th 3) oole 8) = 6.(g) oley)
(& 4)

dQ(ggoﬁ oale) 48

(4 5)

-1
d.(g ) = g,lg)” d& .

On dit que G est uninodulaire si drg =d %g s 1eee s'il existe une mesure in-

varionte a droite et & gauche sur G . Exenples : groupes compacts, car toute so-

lution positive de (A 3) est alors égale & 1 ; groupes de Lic semi-simples, car toute
solution de (A 3) est émale 2 1 sur lc sous-groupe des commutateurs de G .

Soient G wun groupe localement compact et X un sous-groupe fermé de G .
Considérons 1'espace homogéne Z = G/X (sur lequel G opére & gauche) ; on no=

G sur G/X . Supposons G dénombreble
4 1'infini (i.e. réunion d¢nombravle de compacts).

tera g —3 & 1l'application canonique de

Une pesure positive dn(z) sur Z = G/X est dite guasi-invariante si, pour

tout g € G y les nesures dn(z) et dn(gz) sont équivalentes, i.e. possédent

les nfmes ensenbles de nesure nulle ; il revient au méne (LEBESGUE~RADON-NIKODYM)

de dire qu'on a une relation

(4 6) an(gz) = «(g , z) dn(z)

4 Alg , 2) est, pour g donné, une fonction positive et locelement intégrable
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-1
e 2 .

On dénontre (DIEUDONNE) qu'il cxist~ toujours une mesure quasi-invariante sur

Z=G/X , et que deux telles nesures sont équivalentes. De plus, si une partie de

I est de nesure nulle pour dm(z) , son inage réciprogm~ dans G est de n-sure

nulle pour dgg (ou drg) y 6t inversenent. On construit comuze suit une nesure

in(z) : on renplace la nesure dgg par une nesure bornée dri(g) qui lui soit

{quivalente (c'est possible si G est dénombrable & 1l'infini) et on prend pour
N\

n(z) 1'image de dn(g) par ltepplication G > Z (voir la notion d'inage
d'une nesure dans N..BCURBAKI [2 ], Chap. V , paragraphe 6).

Inversenent, soit dn(z) wune nesure quosi-invariente sur Z ; il existe alors
sur G une nmesure dn(g) telle que i'on ait, pour L? continue et & support
conpact sur G,

67 SG\wg) an(g) = g @) | glen) g

L

(dn(g) s'obtient en plagant sur la fibre de & dens G le nesure invariante &
3 gouche de X , et en intégrant par rapport & dn(g) la fanille de nesures ainsi
définie sur G 3 cf. N. BOURBAKI {2] , Chap. V , paragraphe 3 , n° 1). Cela dit,

la nesure dn(g) est équivalente & la nesure de Haar de G , et la formule (4 7)

subsiste pour toute fonction \_F (g) intégratlo yeur dn(g) (appliquer le théoréme
de Fubini généralisé : N, BOURBAKI [2], Chap. V , paragraphe 3 , théordme 1 , p. 24).

Dans la pratique, on est souvent dans la situation suivante : il existe dans G

un scus=groupe fecrié Y tel que

as XN Y se réduit & 1'élénent neutre de G

be G =YX & un snsenble de mesure nulle prés.

L'hypothése be pernet alors d'identifier G/X & Y (nodulo un ensenble de mesure
mlle), donc la nesurc quasi-invariante dn(z) Je G/X 2 une mesure dn(y) sur

le sous-groupe Y ; comne le plongement de Y dans G/X est évidemment conpati-
ble avec lcs opérations de Y sur lui-mfne et sur G/X , on voit que dn(y) posséde
forcénent la propriété smivante : les trenslations y =——3 vy trnasforment

in(y) en des nesurcs équivelentes. C cetiec propriété caractérise les nesures
¢quivalentes 2 dzy e Appliquent (& 7) on voit donc qu'il existe sur Y et sur

3 des fonetions positives st localenent intégrablos y\g) et ﬁ(y) telles que
l'on ait

LR o, O a ~’z(—(
(& 8 jG T X (Q) dzb j,\XxY \.“)(YX) ﬂ(y) d,?,x dg
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~our kf intégrable sur G per repsort & dn(g) = X(g) dzg .
Reprenons l'espace horogéne 7 = G/X sans supposer l'existence du sous=-groupe

7 m"gypplénentaire" de X o On dit qu'une ncsure dn(z) sur Z est relativenent
inveriante si, au lieu de (A 6), on a unc relation de la forme

(£ 9) dn(gz) = A(g) du(z) ,

te. si dn(z) se reproduit & un facteur constent prés K (g) par z —3 gz 3
si olg) =1 pour tout g on dira naturelleneut que dn(z)

¢st invariante.

Pour qu'il existe sur G/X une nesure relativemcnt invariente, 11 faut et il
suffit que l'homomorphisne

(4 10) X — 6 X(x) = dzx/drx

de X dans le groupe multiplicetif _1_1_: ruisse se prolonger & G o Plus précisé-
uent, ¢tant donné un honomorphisne o«(g) de G dens _lﬁ s 1'équation (& 9)
adnet une solution dn(z) non nulle si et sculerent si l'on =

(4 11) Alx) = 64(x)/ ¢ 5(x)

¢t alors (A 9) admet une seule solution (& un facteur constent prés), donnée par
la formule

A 12 an(g D dx = 1) A d,g «
& 12) oot { pto0 agx = {pl0) () aps
I1 est naturcllenent toujours possible de résoudre (4 11) si le sous-groups X

est uninodulaire ¢ dans ce eas il y a donc toujours une ncsure relativement in-
variente dn(z)

sur G/X , et nfus unc nesure qui se tremsforne suivant la for-

-1
(4 13) dn(gz) = 6,(g)" dn(z) ,
attendu que Ng)= ¢ G(g)_l est une solution de (4 11) 3 Stant donné que
-1 ~
(k 14) 75(8) lgg =d g
cn voit que dans ce cas la formule (4 12) s'éerit
(4 15) Sdn(g) g\p(gx) dx = S i) dg -
Dc n€ne, si l'on a
(4 16) : 6ox) = 53,

et dans ce cas seulement, il existe sur G/X une mesure invariante, donnée par la
formule




4 17) Yan(® | ple0) o = ple) s -

fette situation s'applique notamment au cas ou G et X sont unimodulaires.

Supposons maintenant qu'il existe un sous-groupe fermé Y vérifiant les condi-
tions ae et be énoncées plus haut, et soit dm(z) une solution de (4 9). Le plonge~
ment de Y dans Z permet d'identifier dm(z) & une mesure dm(y) sur Y , et
en éerivant la relation (A 9) pour g = Y, €Y, il vient

(4 18) dn(y y) = Aly,) amly) ;

on a donc nécessairement

(4 19) am(y) = Aly) dgy

4 un facteur constant prés, il suffit de constater que la mesure <>((y)"1 am(y)
est inveriante 4 gauche, et alors la formule (4 12) s'éerit '

(4 20 §y@ %@ ge= oo o axqy .
Lt va en déduire le résultat suivant :

soient G un _groupe localement compact, X et Y deux sous-groupes fermés de G 3
(pfait les hypotheéses suivantes

a. XY est compact ;

b G=Y.X plus un ensemble de mesure nulle ;

ce X est unimodulaire ;

alors, en normalisant convenablement les mesures de Haar, on a la relation

(21) (9 ae=]{9o0 o™ ayax ;

si de plus le sous—groupe Y est invariant dans Go , on a les relations
(s 22) 6,(7) = 6y(r) 5 ) = a7y /ay

¢t la formule

(s 23) Ve ae= Y ptm) oy ax

Ces résultats s'obtiennent comme suit & partir des précédents. Posons K =X OY ,

sous-groupe compact de G par hypothése. Puisque X est unimodulaire la formule
(4 15) donne

4 26) ) de= | @) yle0 ax .
i

G/X = ¥/K plus un ensemble de mesure nulle ;

b
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on peut donc identifier la mesure dm(g) sur G/X & une mesure dm(§) sur Y/K ;
et comme (A 13) indique comment G tremsforme dm(g) , on aura (faire g=y) la

relation
(] — "l [
dm(y ¥) = 6.,)" an(3)
autrement dit m est une mesure relativement invariante dans Y/K

s appliquent
la formule (A12) &8 Y , K et Y /K, il vient :

’

(4 25) Sq)(y) 6, dy = gdm(i)jxy(yk) dk ;
d'autre par l'identification de dm(&) et de dm($) transforme (A 24) en
(A 26) S\.f(g) d g = Sdm(i') S L?(YX) dx

coome X contient le sous-groupe compact K , il est clair que

St{?(yx) dx =ngf(ykx) dk dx
si dk est choisie de magse totale 1 3 donc (A 26) stéerit
5 ¢ (&) 4= [ @) ([ plyn) e ax
Jax §an@) [ (o) a
-1 .
Jax({gem) 5™ gy
d'aprés (A 25) appliquée & la fonction y ——2 \.f(yx) ; d'ou la formule (4 21),
Les relations (4 22) ot (A 23) s'obtiennent facilement en examinant le comportement

des deux membres de (A 21) par g—3 xg ot g Y gY .

Los formules (& 21) s (A 23) couvrent pratiquement toutes les situations qu'en

rencontre dans la théorie des espaces homogénes. Dans les questions plus techniques

]

I

on a parfois besoin de deux autres formules, dont les démonstrations sont infiniment
plus compliquées que celles des formules précédentes.

Soit G wun groupe de Lie semi-simple ayant um centre fini. Soit K wun sous-
groupe compact maximal de G . Désignons par E{ et R les algébres de Lie réelles
de G et K . (msait (Papa CARTAN-IWASAWA-MOSTOW) qu'il existe alors un antiauto=
morphisme involutif |

X —3 X
de 1'algébre de Lie g telle que
X & h@::; X' ==X 3

désignant par P le sous-espace vectoriel (ce n'est ps une sous-algébre) de q
défini par 1'équation
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on & alors une décomposition

g:h-&?

en somme directe. Il est de plus triviel que

(hs kich 5 [h, plcp s Ip,Plch

On peut démontrer que l'application

(k , X} — keexp(X)

de K x dans G est un isomorphisme de la variété analytique K xp sur la
variété analytique G (intuitivement, les exp(X) , X € ‘,p , sont des éléments
"symétriques positifs"™ de G relativement & l'involution g =y g' qui induit

X =3 X'), Considérons maintencnt dans lc sous-espacc :p de (5 une sous=-algébre
h de dimension maximm ; N est évidemment abélienne, car (R, h]lc k, ot
l'application X —3 exp(X) identifie h 2un sous—yrouse abélien fermé et
commexe H de G « On a alors le résultat fondamental que voici :
le sous=groupe H est entiérecment déterminé modulo

H —— ka‘l

tout g € G s'éerit d'une facon et d'une seule sous la forme

g = k hk, (k, , k, €KX, heH ;

il existe sur H une fonction A(h) tellec que 1l'on =2it

(i 27) Jipte) ae =SSS Wl k) O(n) dk, dh di, 3

enfin la fonction {\(h) s'obtient comme suit :

.

(i 28) A = TT 1R (m) - agm)™ [

le produit étant &itondu. & tous les caractéres < de H , aoutres que 1'unité pour

lesquels il existe un élément X non nmil de la complexification de g tel que
l'on ait

H

-1
hX, b7 = o&(h)Xyx ;

cu encore : pour h €H et Xe€& f_’( posons

La(h)X = hx.nt o,

H

soient N le sous-espace des X & E:‘j invarients par les opérateurs hAd(h)  alors



5=22

A(h) = lde:‘t.g/:,1 (Ac,l(h) - Ad(h)-l)]l/z

(ncter que 4d(h) opére de fagon naturelle dans l'espace quotient AR

Ces résultats sont démontrés dans HLRISH-CHANDRA [5] , p. 614~626). Hans le cas

u groupe SL(n , C) 1le résultat est di & GELFAND et NATMARK (4] , ce livre contient
les traductions de mémoires remontant & 1950 ; Gelfand et Nalmark ont toujours

affirmé que leurs méthodes fonctionnaient pour tous les groupes semiw-sirples con-
plexes ou réels, mais ne l'ont jamais démontré, ce qui n'est pas surprenant quand

on salt que les groupes réels se comportent de fagon beaucoup plus compliquée que

les groupes CONPleXes ees)

Explicitons (u 27) et (4 28) pour le groupe
G =SL(n, R) 3

ici K = SO(n) , matrices orthogonales, H est le groupe des matrices diagonales
%0 ; si 1l'on pose

h-—"'-(/\l g cee An)
on trouve, calcul trivial, la formule
} 2 2
(h 29) Am) = | L TAS =0

i< j
Il ne serait pas trés surprenant qu'on ait besoin de cette formule daps la sulte

de ces exposés, quand bien mme les spécialistes de la théorie des fonctions mo-
dulaires ne l'auraient jamais utilisée ...

Veoici maintenant la seconde formule & laguelle nous avons fait allusion. Soit

G un groupe semi-~simple réel ayant un centre fini ; si K est un sous-groupe

compact meximal de G et si T est un sous—groupe résoluble connexe maximal de
G on salt d'une part que

G = K.T

(T ASAWA-MOSTOW ), la formule (h 21) s'applique ici, et d'sutre part que, si G est

complexe, auquel cas T est aussi complexe, on a
6= Jroa™ .

("toute matrice complexe non dégénérée peut, dans unc base orthomormele convenable,
se mettre sous la forme trisngulaire"). Soit d'autre part U 1le gous+-groupe des.eommu-

tateurs de T ("matrice unisotentes") ; il existe un sous-groupe abélien complexe
E de T tel que

T = U.H

avec unicité ("matrices diagonales") et de plus presque tcut élément de T est de
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la forme uhu ™t , avec un nombre fini de possibilités pour h et pour u ("une

metrice dont les valeurs propres sont distinctes est équivalente & une matrice
diagonale"). Il s'ensuit

G = UkuHu-lk-l' plus un ensemble de nesure nulle..

Cela dit on a une formule

(4 30) H;(g) ag =3g8 \?(xmm‘lk‘l) D(h) dk du dh

et le facteur D(h) s'obtient comme suit : soit E{ 1'algébre de lLie (forodment
complexe) de G 3 disons qu'un caractére OX(h) du sous-grupe H est une racine
de ¢ par rapport 4 H s'il existe un Xy G E non nul tsl que

1

hoX oh =Mmm*=%mmx

ct si X est distinct du caractére unité de H (noter que A (h) est foredment
fonction analytique complexe de h) ; cela dit on a

(: 31) p(n) = bl [A) -1 .

Voir la dénonstration dans HARISH-CHLNDRAL [ 6] .

I1 existe certainenent une formule analogue & (4 30) pour les groupes seni-sinples
réels (le cas du groupe SL(2 , R) peut se traiter directement), mais la situa-
tion est beaucoup plus conpliquée & cause du fait qu'il y a alors plusiesurs types
tout & fait différents de classes d'éléments conjugués dans G , méme si l'on
néglige les ensebles de nesure nulle. Le résultat est slirement le suivant : tout
d'abord on sait (HARISH-CHANDRA [7]) qu'il existe dans G un nombre fini de scus-
groupes abéliens H; (1 £i £r) tels que tout 2z €G soit conjugué d'un é1é-
ment d'un  H, bien déterniné ; de plus, en 8tant au besoin de G un ensenble
de mesure nulle, on peut supposer que les B*i sont des sous~groupe de Certan,

donc abéliens connexes naximaux, de G 3 cela dit, la généralisa kion cherchée de
(4 30) est nécessairenent

i=p _
(4 32) Skf(g) dg = 21,- g ag | \€ (ghig'l) D, (h,) dh, ,
i=1 G/Hi Hy

oi dg est le rmesure invaricnte sur l'espace hormogéne G/Hi » Ltexistence

de cette formule est claire,vu les théorenes généraux sur la "déconpeosition des
nesures" ; mais le calcul explicite des jacobiens Di(hi) n'a pas encore été

feit, bien que ce calcul ne soit sans doute guére plus difficile que dans le cas
conplexe.
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Bien entendu seuls interviennenet effectivenent les Hi pour lesquels
(_JgHig"1 est de nesure >0 dans G .

I1 est pratiquenent certoin que le forsmle (4 32) devreit intervenir dans toute
générelisation inaginable de la celébre "formule des traces" de Selberg ; c'est

pourquoi il ne semble pas absurde de feire allusion & (4L 32) & propos de fonctions
nodulaires «e.
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