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Séminaire H. CARTAN 2-01
E.N.S., 1957/58 18 rre 1957

GROUPES DES FORMES QUADRATIQUES INDEFINIES
ET DES FORMES BILINEAIRES ALTERNEES

par André WEIL

1. Quelques concepts généraux. Comme précéderment, soi:nt G un grounc semi-
. r 5 ;\’ 2 M - )
simple non compact, K un sous-grourc maxinal de G , | un sous—grounc discrect

de G . L'espace homogine G/K sst 1'espace riemannien symétrique associé 3 G .
On est amené & considérer les nronriétés suivantes de o

(I). v(6/T)<+ o (v Aésirne bicn entendu le volume invariant, ou mesure
de Hear, sur G 3 il cst invariant & droite ot & geuche, parce que G est semi-

simple, et sc transporte & G/ A'une manidre évidente).

(I1). 1I1 existe dans G un ouvert U dc mesure finie (i.e. v(U) £ + o) tel
que UL =G (autroment Ait, 1'imapc de U dans G/ est G/ ) , et que
U—l
tels quz UY rencontre U).

. 1
U A [ soit fini (autrement dit, il n'y 2 qu'un nombre fini d'éléments Yé— [

(I11). G/[" cst compoct.

11 est clair que (IIT)=3(II) =3{I). Mais, -ntre (II) et (III), il y a licu
d'insérer une propriét’ Ac plus ; nour 1'éncneer, on introduit lo notion suivante.

i . . 4 s . P
Deux grcupes f’,l ' sont dits commensurnbles si _rﬂ ' est d'indice fini dans

[ et dans ['' . On démontre sans peine que c'est 14, nour 12s sous—groupes d'un
grounc G donné, une rclcotion A'dquivalence. I1 s'ensuit~que les x € G tels
que x['x! soit commensurable 3 [* forment un grouce [' (3it "groupe des
trensformations” de G/ M), ot que, s [ st ['' sont commensurables, les
"erouncs 4o treonsformaticons” P, ['' qui lour sont associds coYncident, ce qui
implique en particulier que [ < L' . Cecla posé, on s'intérosse aussi & la pro-
pridté :

(M). Il existe dans G un ouvert U dec mesure finic, tel que KU =U (U est
"saturéd" nor raprort & K, ou cncore est 1l'ima:c récinroque, nar 1l'anplication
canonique de G sur G/K , 1'un ouvert d¢ G/K), gqac vl = Gy ct que

-~

Uy A x[' scit fini quel que scit x @ (.

I~

il . . ]
(On obscrvera que, dons le groupe L', toute classe a gauche suivant L est

contenue Jzns une réunicn finie do clasgses & droite,et réciproquement, de sorte quse,
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dans la derniére conditi.n de (#), cn peut derirc I'x 2ulicu Ae xj? sans ricn

changer).

I1 ost cleir que (III)=y(M)==(II). Si (II) est sctisfaite, SIEGEL dit
que Iﬁ, est "Ac premiére_cspécg“. Si (M) est satisfaite, on propose de dire
quqhgtfest "minkowskien" dans G , Les théoréﬁés énoncés dans le nremier exnosé
discnt essonticllement que, dans le groupe G = PL, (Rsn) , le groupe I; = PL(Z,n)
("sroupe modulaire") est minkowskien ; dans cc cas, on vérifie facilemant que le
groupe des trensformaticns Il associd A ; ost PL_(Q,n) ; on vrend pour
ensemble U 1'un des ouvorts So(t) , Sé(u) introduits précédemment ; le fait
que (M) est vérifié (et non sculemont (II)) est préeisémentle théoréme de Sicgel,
Ce méme exemple montre que (M) n'entraine pas (III) ; en revenche, on ignore,
(pour porler plus prucomment, le corférencier imere) si (I),(II),(M) sont
vraiment distinctes. En dchors des grounes fuchsiens, pour lesquels on posseéde
des modes de définiticn géométriques (par un "polygone fondamental") et, comme
dirait 1l'autre, fonction-théorétiques (revétement universel de surfaces de Riemann
avec romificaticns donndes), il semble bien que tous les groupes connus satisfaisant

4 (I) soicnt des groupes & Aéfiniticn arithmétique, et qu'cn vertu des travoux

- S a i‘“\
[N.B. On peut donner dec tous ces groupcs "arithmétiques" une Aéfinition unique,

de Sicgel on pulsse agfirmer wue tous ces grounes sont minkowskiens,

comme suit : Soit 4 une algébre semi~simple sur Q , munie d'un antiautomorphisme
involutif J ; scit T un "module" dans 4 (scus-groune additif de tyne fini

de &, tel que WQ = 4). Soit AR l'extensicn "¢ 4 &4 R, munie de 1l'antiauto-
morphisme qui étend J 3 soit G e groune des automorphismes de AR (munie

de J , c'est-a-1ire groupe des automorphismes de 1l'algsbre AR qui cormutent

avee J) ; G oest semi-simple, ot c'cst méme lo sroupc semi-sinple "classique" le
plus génércl ("cleossique" signifiont quo G n'a aveun facteur qui soit un des
groupes simples exceptionnels). On prend pour I 1e plus grand sous-groupe de

G qui envoic Yt dans YA ] .

I1 est frcile Ae Aérontrer que, si (II) est satisfaite, ' est engendré por les

éléments e U A UY, done de type fini. On peuts demander si le groupc des

relaticns entre ces génér-teurs e f‘ cst lui-méme detyne fini ; on Adémontre
idntaituded

assez sim-lcment qu'il en cst ainsi, Au moins, si KU = U [ travailler dans G/K ,
et se¢ scrvir du fait connu que G/K cst simplcoment connexe 3 excrcice recommnndé

aux lccteurs] .

Enfin, il cst imméiist que, si [ est ninkowskien, il en ost dc mdme de tout

s D . . .
groupe commensurable & L ; en revanche, "on" ignore s'il peut orviver que,
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de deux groupes commensurcbles, l'un soit "de premiére espdce" et 1l'autre ne le
soit nas. C'est méme 1a unc dos raisons pour lesquelles il cst recommandé de
toujours travailler avec (M), plutdt qu'evec (II), malgré la comnlication anparente

de la derniére partie de la conditicn (if).

2. Formes indéfinies. Scit, pour commencer, F une forme quadratique indéfinie

non-dégénéréc dans un vectoriel E dc dimension n sur B . Soit G 1le groupe

orthogonal de F (groune Aes anutcmorphismes de &L qui leissent F  invariante).
Soit E' le dusl de E ; toute forme bilinéaire sur E Adtermine canoniquement,
comme on sait, une anplication lindcire de E dexe T' ; cn narticuli-r, la
forme bilinéeirc F(x,y) associdec & F , c'est-a-Aire telle que F(x) = F(x,x) ,
déterminera une applicaticn lindaire £ de & sur B' , qui est symétrique

(i.e. tf = f) ot de rang n .

Soit K un sous-groupe compact As G 5 il laissc inveriante, comme chacun sait,
au moins une forme positive non dégénérée %? ; soit ? 1l'application de ® sur
E' associde & 4? . On pout, pur le choix d'une base convenable dans B (cf.
Bourbaki, Alg., Chap. IX), nettre F, *P sous la forme F :;-23 dy xi ,?:; xi
la matrice de $Tlf s pour cette basz, sera la matrice diagonale de coefficients

.o

d1 g eee dn . Tout automorphisme de & qui laisss F et q? invariantes

comnute évidemment & V"lf s, ou autrement dit laissc invariants 1:s sous-—especes

E, de E formés respectivement des vecteurs pronrcs de q-lf par rapport aux
valeurs pronres de W—lf s valeurs pronres qui ne sont autres que les di (ou

plutdt lcs éléments distincts parmi ceux-ci). Soit g, (resp. E_) la somme directe

de cecux des I, qui sont associés & des valeurs nropres >0 (rssp. < 0). Alors

K ost contenu dans le produit des groupes orthogonaux K , K_, des formes induites
respcctivement dans E+ et dans B par F K+ s K_ sont compacts, puisque

F cst positive (resp. négotive) nen dégénérée sur T, (resp. E_). Par suite,

pour que K scit sous-groupe compact maximal de G , il faut ot il suffit qu'on

ait K = K+ x K, ou autrenant it que K scit le groupe des ~utomorphismes de

E qui laissent inveriantes F et unc forme nositive non dézénérée P tells que
f-lf n'eit nas d'autres valecurs preonres que + 1, ou, ce qui revient zu méme,

telle que (\Q“lf)2 = 1, I1 est clair alors que los points de G/K  (le riemannien
symétrique associé & G) sont ecn corresrondance biunivoque avec les 1? nossédant cett
propriété ; il revient zu mdme de dire qu'ils sont on correspcndance biunivoque

avece les ccouples (E+ ’ E_) dc scus-csnuces complénmentaires de E tels que F
induisc sur E_ une forme positive non dégénérée, ct sur E unc forme négative

ncn 1égénérée, D'ailleurs, s'il en cst ainsi, E, et Z_ sont orthogonaux l'un

a4 l'autre, rar ranport & F ; donc ilsse détermiment réciproquement., D'ailleurs,
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si (o,q) ost la signeture de F , E+_ 2t E  ont nfcessaircrent les Airensions
p»aQ . Infin, en vortu de la loi d'inertie, si E_ e¢st un sous-espace de E de
dimension p sur lequel F induis: une forme nositive non dépérée, F induit
nécesseirement =ur l'orthrgenal % de 5, une forne népative non dégénériée,

et réecirroquement. Cele nermet de renrésenter, cenoniquem:nt, G/K comme partie
cuv.rte d'une grassmaniennc (& savoir, scit la grassmanienne des sous-espaces de
E de dimension p , soit cellc d=s sous-espaces de & Ao dimension q) ; ces

ouverts peuvent facilement &trec définis par dos inépalitds explicites.

Coume précédemment, soit P le cbne convexe de toutes les formes positives non
dégénérées dans E . A toute forme indéfinie non dégénérée F est associé, d'apres
ce qui préc3de, l'ensemble V(F) des PeP telles que (s?"'lf)2 =1 . I1 est
clair que les P € V(F) ont la propriété P(x) > [F(x)| quel que soit x e E .
Ces dernidres inégalités définissent une partie convexe de P (fermée dans P)
dont V(F) est la frontiére (comme il résulte immédiatement de la possibilité de
réduire simultanément F et une forme quelconque de P & la forme diagonale).

On a, pour tout x €E , |[F(x)]| = 1n14>€v(F)C{>(x) dtou s'ensuit alsement que F

est déterminée, d'une maniére unique au signe prés, par V(F) . Tout cela subsiste
dtailleurs si F est "définie", mais devient sans intérét, V(F) étant alors
réduit a {F} ou bien & {AF} « On a 1l'habitude de dire par abus de langage, que

*>€\7@0 sont les "majorantes" de F (ce sont en réalité les éléments
frontieres de 1l'ensemble des majorantes) .

Le grcune §§(E,E) ondre transitivement dans T , comme on & vu, cu moych de
&30 (pour 1'applicatisn ¥ de E sur 3', canoniquenment essocide a
QD , cela s'derit tf._th. f'X 3 ainsi en marticulier si on écrit en matrices,
aprés choix d'une base). Bicn entendu, V(F oX) est 1'unsermtle transformé de
V(F) par §'-?§?o ; en narticulier, V(F) ecst invariant nar tout élénent X
du rroupe orthconzl G de F 3 la manidre dent G onére sur V(F) est celle
méme qu'en obtiont en transportent & V(F) , au mcyen de 1z correspendance biuni-
voque entre G/K ot V(F) définie ci-decssus, les opératicns de G sur 1l'espace
hemogéne  G/K . Donc, nour étudier les nronriétés locales de le bijection
G/K —V(F) , il suffit dc les dtudier au veisinace du noint & =:§1x§ , pour F

2 2 2

donnde par F = X7+ eee # X0 =X ~ .. —%° . Cela no foit nas de difficulté
p p+1 n

on en conclut que V(F) est une voridté anclytiquo réellc, plongée dons P, et

.o

que G/K—V(F) est un isomeorphisme su sens znalytique réel (en particulier,

c'est une aprlicatién différenticble de rang &~21 i la dirensicn nq de  G/K).

HERMITE intrcduisit les iddas exncsdes ci-~dessus (qu'on s'est contenté d'assai-

S
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scnner de sauce bourbachique) en vue de la théorie arithmétique ("réducticn") des

formes quadratiques ind“finies. La pyranide ccnvexe ! ("domaine fondamental

Minkowski") étant ddfinie dans P comme il e été dit dans 1'exposé précédent,

on dira que le forme indéfinic F est réduite si V(F) rencontre M ; pcur que

cela ait un sens, il faut neturellement qu'on soit dens Jﬁ?

de I

, puisque la définition
est relative & une base déterminée. On dira qu'une forme est & coefficients
entiers s'il et ainsi do la matrice de la forme bilindaire associée. Il est aisé

de voir qu'il n'y a qu'un ncmbre fini de formes réduites & ccefficients entiers
de déterminant donné

( #0). I1 rovient au ndme de faire voir que 1'ensemble des

natrices B symétriques, & coefficicnts cntiers, dc Adterminent donné b 410,

tolles que V(B) M5'(u) #¢ , ast fini, pour chague wwlour @mnde 42 u . Cela

vicent de la propridétd 1cs S'(u) contenuc dans le lemme trivial suivant

LEMME, - I1 y a une matrice 77 unimcdulaire, & coefficients entiers, telle

que, quel que soit u > 1, il y ait un u' > 1 pour lequel 1;'rr’.S'(t.t)"l .7 (en-

semble des matrices tW.A~1:ﬁ', pour . & S'(u)) , scit contenu dans S'(u')

[On prendra pour TY la matrice de la nermutaticn

(1,.2, ceo g n)"%(n ’ n"l’ et 1) 5

ou autrement 4it la metrice (3‘ 1 J), le lemme résulte alors de cedque, dans le

groupe triangulaire, T,_7T trunsforme tout compact en un compact (propriété

qui ne caractérise nullement le groupe triangulaire) ] .

Cela posé, V(B) +~ S'(u) est 1'ecnscmble des A e S'(u) tels que (A"lB)2 =

’
i.e. @

= BB = Fle). Bratan) . (W lB).

. ca -1 . .
Donc la matrice entiérc ™ "B, dc difterminent b , transforme un voint de

S'(u') en un peint de S'(u) ; si u ot nar suite u' sont fimds, il n'y
a, d'aorés le théoréme de Sicgel, qu'un nombre fini de matrices susceptibles Ade

faire une parcille chcse. C.Q.F.D. [N.B. On n'a pas sunposé B indéfinie, donc
le cos dos formes positives cst inclus ; ce cas cst d'aillecurs facile & liquider

directement | .

Ce qui orécdde sert princinalerient & déncntrer que, dans le srouve orthogonal
G d'unc formec quadratique indéfinic F , non dégénérée, & coefficients entiers,
le Bgroupe des unitds [erithnétiques ] " de F , intersecticn de G avee le
groupe des netrices de ddterminant % 1 sur Z. s 2st minkowskien. Pour cela,

soit B la matrice de F 3 d'enrds cc qui précéde, les metrices B.1 dquivalentes
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s

34 B (i.e., trensformées de B par des matrices.sur Z_de déterminant * 1)),
telles que V(Bi) rencontre S(t) , sont en nombre fini (pour un choix, fixé

une fois pour toutes, de t > 1). Pour chacun:, soit Mi une matrice sur Z_,

de déterminant * 1 , transformant B dans Bi s i.c. telle que Bi = tM'i.B.Mi .
slors A«—atMgl.A.le est une bijection de V(Bi) sur V(B) ; soit Uy 1'ouvert
de V(B) , imnge par cette bijection de S(t)m V(Bi) ; soit U 1la réunion des
U On montre quc U (plus cxactement, 1'image réciproque dans G de 1l'ouvert

de G/K , image de U par la bijecticn définie précédemment entre G/K et V(B))
a les propriétés énoncées dans (M) . Quant & la premidre, tout revient évidemment
3 démontrer que, quelle que soit la forme indéfinic F , 1l'ouvert S(t) A V(F) est
de mesure finie au sens do 1'unique mesure invariante {par rapport au groupe G)
définie dans V(F) ; cela se fait par decs majoraticns explicites. Pour montrer

que U contient un systéme complet de représentants par rapport au sous-grcupe
(c'est la deuxidme propriété a vérifier), soit 4 &€ V(B) ; on peut transformer

4 enun point UM.AM de S(t) aumoyon d'un M de Adterminant * 1 sur Z_ ;
celui-ci est alors dans V(B') avec B' = tM.B.I-”_., ce qui implique, par définition
des B, , que B' est l'un des B, , donc que MiM-l est unc "unité" de B,

et qussi que le transformé t(M.M;l).h.(M.M;l) par M.Mgl est dans U; , Aonc
dans U ; autrement dit, i est dans le transformé dec U par Mi.M—l . Quant au

dernier point & vérifier, il résulte du théoréme de Sierel par 1'a.Q.T.

Comme dans la réduction des formes positives, on pzut se proposer de calculer
(et non pas seulement de majoror) le volume de G/I , 1'unité de volume étant
explicitement choisie. L&, on ne s'en tire pas & si bon marché. Le lecteur est

prié de se reporter & Siegel.

En reverche, on p2ut, dons ce qui précéde, remplacer S(t) par la pyramide de
Minkowski ; on obtient alors un "pavage" de G/K par un "dorrine fondamental"
et ses transformés par le groupe des unités de B , ce pavage offrant aux amateurs
de jouisscnces esthétigucs & peu nres les ndmes agréments que celui de Minkowski
dans le cdne P des formes positives. 4 noter toutefcis qu'a cause des Bi
en nombre fini, le domaine fondanmental se comnose, non pos d'un,mais de plusieurs
morcsaux, dont checun est une espece de polyedre convexe ; cn attribuant & chacun
de ces morcezux unc coulvur diffdrente, on obtiont, pour 1l'enscmble du prvege,
des résultets fort pittoresqucs (cf.HJWZYL ). autant qu"on" peut saveir, cele ne

sert strictement a rien.

Enfin, ce qui précdde permet de décider dans quel cas G/ est compact ; il

faut et il suffit pour celz, visiblement, que S(t) A~ V(B') , ou, ce qui revient
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eu méme, S'(u)m V(B') soit d'adhérence compacte dans lc ebne P pour toute B!
équivalente & B . Or c'est 1l'ensemble des u € S'(u) tels que izl = 1n 3
pour qu'il soit compact, il feut et il suffit que 1l'adhdrence du cbne de sommet

0 qu'il cengendre n'ait aucun point commun, autre que 0, cvee la frontidra du

céne P (i.e., ne contienne aucune forme dégénéréec # 0). liais ve cdne est
Lt :}\-.1n , avec >0 ; si 4
Lpla=0.

Ecrivent que L est dans 1'adhérence de S'(u) et est # O , on trouve que 4

l'ensemble des 4 & S'(u) tels que B'~

appartient 4 1'adhérence de ce clne et est dégénérée, on aura B'

est de la forme (8 g) s, avec C non dégéndrée ; de B Ll = 0 , on conclut
alors que B' "~ est de la forme {: %} , donc a au moins un coefficient diagonal
0. Par suite, g1~! , donc cussi B' = p'.B'"L.B! , donc aussi B , "renréscntent"
0 (ce qui veut dire que, si F cst la forme de matrice B, F(x) = 0 a unc
solution rationnelle # 0). La réciproquc s'ensuit de méme. autrement dit, pour
que G/[ soit compact, il faut et il suffit que B ne représente pas O (ece

qui peut arriver pour n= 3 et pour n = 4 ; en revanche, un théoreme classique
de Meyer affirme que toute forme indéfinic & n » 5 variables, & coefficients

entiers, "représcnte" 0).

5. Formes alternées ; groupe de Siegcl. C'est le couplet suivant de la chanson ;

il se chante sur le méme air.

Soit F bilindaire alternée non dégénérée sur E ;cela exige, bien entendu,
que E soit de dimension paire 2n . Soit f 1'applicaticn de E sur E'
définie par F . Soit .gm,}e groupe des automorphismes de F ; soit K un sous-
groupe compact de G ; il laisse invariante une & positive non dégénérée, 2
laquelle appartient unc application § de E saur E' ., L'adjoint, par rapport
a %3, de l'automorphisme ¢ = Y”%f de E, est -t ; il s'ensuit que ( est
"semi-simple™ (du point de vue matricicl, cela veut dire que { peut 8tre réduit

a la forme diagonale, sinon sur R _, en tout cas sur Qg, a valcurs propres toutes
nurement imaginaires. Si ¢ a au moins deux valecurs propres distinctes et non ima-
gineires conjuguées 1l'une de l'autre, & se décomposc cn somme dirccte de sous-—
espaces dont chacun est inveriant par tcut auvtomerphisme de E qui commute avae

' ; on en conclut, & peu prés comme au n°2, qu'alors K ne peut &tre maximal.
Pour que K 3so0it maximal, il faut et il suffit que ¢ n'cit que deux valeurs
propres distinctes, imeginaires conjuguées l'unc de l'autre ; en multipliant
¢ par un facteur scalaire >0, on peut suprnoser que ces valeurs propres sont

+ 1, ce qui revient a dire que 62 = -1 . BEn ce cas, ( détermine une structure

complexe sur E (on définira dens E 1la multiplicoticn scalaire par les complexes
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au moyen de (O + if})x =Xx + f)ux) 3 pour celle-ci, il &st imméict que la
forme bilinéaire & valeurs ccrplexes H = %f+ iF est hermitienne positive non
dégénérée (N.B. Ici, et dans ce qui suit, on ncte indifféremment nar é? , par
abus de langage, soit la forme quadretiquc introduite ci-dessus, soit la forme
bilindaire associde). Comme les &lérents de K commutent avec C , ce sont des
autcnorphismes de E nuni de sa structure complexe ; il est clair alors que X
ost le groupe unitaire déterminé par lo forme henmtiticnn: H . I1 contient done

. . . . 1t .
toujours un centrc non ¢iserst, formé des multiples .1 de 1l'automornhisme

identique (cela, au sens de la structure complexe). Dans le cas des formes
quadratigues indéfinies de signature (p,q) , le centre du sous-groupe compzct
meximel est non discret si p=2 ou q =2, etdans ce cas sculement. On dé-
montre que 1'existence d'un tel centre est nécessaire et suffisante peur qu'il y

ait sur G/K une structurc complexe invariante par G ; on va le vérifier dans
le ces présent.

[N.B. La suffisance de la condition se justifie en général comme suit : K
opére dans G/K , avec un point fixe qui ost le point de G/K qui correspond 2
K lui-méme ; il opére donc sur l'cspoce des vectours tangents & G/K en co
point ; dans cet espacc, chaocun des deux éléments d'ordre 4 du centre de K
définit un automorphisme de carré - 1 , ot permet donc de Aéfinir unc structure
complexe, invariante par K . On peut en fairc autant en chaquc point ; on a
ainsi une structure presque complexe ; reste a montrer qu'clle est intégratie. Cu
peut le voir par exemple (d'aprés FWRISMANN) en remarquant qu'cn géndre 1, pour
une structure presque complexe, le Méfaut dfintéorebilité" s'exprime per un
"tenscur mixte", celui qui donne los coefficicnts des Ci 55 dens 1'oxprersion
des différentielles dx%% des formes co de type (1,0) ; un oxn*1mwnt que ce

-

tenscur cst invariant par le centre-de X , son trowvre on'liy ~lavut .

En définitive, on voit que G/K o été nis cn corresprndence biunivoque avee

1 ensemble des structurps complexes sur E nour lesquelles F oost la partie

3 .

imegineire d'unc formo hermiticnne ﬁ“S‘thO non dégénéréc H = 9+ iF , et eussi

7éné
avee l'cnsemble V(F) des pertics réelles ?ﬁ de tellss formes ; comme au n®2,
V(F) ost unc sous—varidté du cbne P des furncs pceitives non *4générées sur
E, et G/K—>V(F) ost unc bijection analytiqus réellc ¢ G/¥ sur V(F) .

: 2n s .
Si on est dans R™ , et gu'on suppose F  donnée par unc notrice a coefficients

enticrs, on démontre, cxactement comme au n°2, quo lo groupc des "unités arithmé-

ques" de F est minkowskien dens le grounc des cusororrhismes de 7 . Dans un
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exposé vltéricur, on-@4finira, 4'une meniére plus ocu rcins explicite, un ouvert
U dec G/K satisfaisant 3 la conditicn (M) ; ce sera fait, du moins, pour
1z "groupe de Siegel" (ou "groupe nodul-ire d'ordre n ") proprement Ait, qui
est celui des unités 8i F est donnée dans Egn par une matrice alternée de

déterminant 1. Si "on" a du vice, "on'définira méme, dans ce Aernier cas, un

"Jomaine fondamental"™ qui, avec ss tremsfamés, farnit un beau navage de 1'espace
G/K .

[N.B. I1 est connu que, par un chcix ccnvenable de 2n générateurs pour le

2n s , Y 2n
s.us-groupe Z~~ des vectours a cocrdonnées entieres dons R, tcute forme

=
alternée & coefficients cntiers peut s'éerirce 2%¢ di(x - ¥y.) , ol les

iVnei T Fpei Vi
d; sont des enticrs, les "diviseurs élémentaires", dont chacun est multiple
du précédent. I1 n'y a dcnc pas besoin de la thé. rie de la réduction, Aans ce

cas, ncur nontrer qu'il n'y e, pour an déterminant donné, qu'un nombre fini de

formes non équivalentes deux & deux. De plus ys-ges formes sont équivelentes

= .I'V:; N

sur Q . Or il est facile de voir que les
&

formes dquivalentes sur gﬂ sont tuujourCJ§ rugemegeaiil é%?'cela est vrai eoussi,

bien entendu, pour les forrmes quadratiqued i§ridis 6%

W\ £
groupes de toutes les formes alternées a\ ;

A

fi8dents

au groupe de Siegel ] . T
-

-

On vea s'occuper naintenant de structure compléig; Pour cela, on intreduit le
"ecomplexifié" de T , qu'on notera g, (pcur”raiSLn typographique, au lieu de
la notaticn cancnique EQ, 3 c¢'~st, corme on sait, T® C_ rnuni de sa structure
vectorielle sir G, ; on considére £ comme plongé dedans de la maniére évidente).
Tout automorphisme ( de E , de carré - 1, s¢ prolonge & Ec en un automor-
phisme ansloguc, qui détermine une déconposition de EC en sorme directe des

scus~espaces Vi s v fornés des vecteurs propres relatifs aux valeurs propres

-i
i resp, -1 de ( 3 Vi ’ V_i sont sous~cspaces de EC sur G , donc sont cspaces
vectoricls sur § , de dimension n ; on dA'ailleurs V__i :‘Vi , ou, suivant
1l'uscge, la barre dénote 1'imagineire conjugué (défini dans i, de la naniére
évidentc). Si iE désigne 1'enscmble d.s vecteurs "inasinaires purs" de E

(imege de E per x._>ix), B, = 2 & 1% ost unc scrne directe ; si @R, ("partie
réelle") est le nrojaocteur de Ec sur % agu'clle détermince, il est immédiat

que {Fﬁ induit sur Vi un iscncrphisme de la structure comnlexe de Vi sur la
structure complexe de B qui est déterminéc par ( , c'ecst-a-dire sur celle de

E, « Donc L est complétement déterminé per la donnée de e Réciproquenent,

soit Vi un sous—espace de EC de dimensicn n sur G ; nour que (EB induise
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sur Vi une bijection de Vi sur 3 , il faut ct il suffit qu'on ait 1l'uns

~ R 4 s s 3 _ _

des relations équivelentes Vi N iE = {0} s Vir\ E= {O} s Vin Vi = (O}

lorsqu'il en est ainsi, Vi permet dine de définir sur E , par transport de structure

au moyen de 6% » unc structure complexe, donc un automornhisme ¢ de B de cerré
s N

-1 ; si alors on étend L A B, » V, sera l'espace des veeteurs propres de
U reletifs 4 la valeur propre 1 .

Soit g le grassmamiznns comrlexe des sous—cspaces de Ec o .owinencion n osur
GC. ; dans C:J , scit 3 1'ensemble des sous-espaces dunt 1'intersecticn avec E
se réduit a (O} ; ¢'est un ouvert dans 6 ; d'anrés ce qui précéde, il s'identi--
fic avec l'eonsenbtle des rstructures complaxes sur B

Si on s'est donné comme précéderment, sur L x E, wp. fovo~ 7 7w 5 ~21-onde non
dégénérée F , colie-ci pcus s’élendre & uno forms T sur B x E, ; de méme
oour l'extcnsicn EE d'vne forre symétrique GP . 31 oma, sur E x E ,qb\x;}’) =F(~(x,y)
(ce qui €-uivauts &

“_

. -1 2t Le . .
a relation L = L;’ f dcrite au début de ce nis ‘rc , i rololion
s extencions ¢ce T ,3\? s L, oa I s en particulier,

analog~. sera vrele porr le

£5}
D

o+
;\':};\

sur Vg ©  induivrent unc forme alternés F! et une forme symétrique

4:_3’ telles que 1l'on ait F' = - iF' , ce qui exige éviderment F' = C . Autrement

e o e e

1it, V, st alcrs un egpace isotrope meximnl de FC ("isotrope" signifie juste-
1 i ! i e ot
. . < .- s ]
ment que FC induit 0 gur \/’i ; on trouve alors, par exem.ie par le choix d'une
base cor.enabli, que V., , étant dedimension n , est isotrope maximal parce que

-

Ces espaces former’ une sous—variété (anc. - :ve,comnlaxe)

2

F, est nen ¢épénérée) .

*\;/ ds la grassmannienre % ; on vérifie cone Aifficulité que le groupe des
. - ™ . . s Zn =Y
auvtomorphirmss de E, qui laissent F_  dirvariante (1e "complexifié" du groupe
[

A ' . } . 2 '
G) opdrz iLrarsitivement ocur “\2 . RBéciproquement, soit V. & ;‘_ ~ ’112 3 puisqu on

a E, =V, @7 ., onpeunt, quel que scit 2z € B, éerire z = u + vV, ueE-Vi ’

| B

1))
—
2
©
&)
e
=]
[0
Q
o]
o
I

v&eV 0 2t o1 a alors (z = iu -~ iv u' + v' , avce

i
(@]
®©
cr

we v, viev  , onaca T‘C(':,u') » (v,v') =0 parce que V, et
par suite Vv . := YV, son® isotropcs pour ¥ 3 cela perreb de calculer FC(— Lz,2z')

i
ot de voir 23 cetto fownie bilindaire est symétrique. I1 faut oxprimer dc plus

2‘3 . s
que L est pcsitilive ron dézlinérde sov E , co qui dquivaut A F(- vx,x) > 0
guel que g2it x £ G dans I Or, 1 iscucrpaisne ae Eu sur V. , inverse

e 1'icorrilicae de U suc 4 *nduit su» 7 par U1, s s'derit x —Z =X - i.0x

<
(=N

T . . - - e d R
(vérificuiion i:mZ4iaze) : en tenan’ compmie de ce que V., , V . =77, scnt

isotropes pour I, 1'indgaiit{ prlzéiente s’éerit enccrs iF (z,z) <0 quel que

scit =z £0 Zems UV, . T est cloir qre Tes v, sa'bqu"nsant cette cendition

Y
ve a
A . R
forverv un ocuvirt i dans L ¢ co cui pricéde impliques que cet ouvert
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n'est pas vide (puisque tout point du riemannien symétrique G/K détermine juste~
ment un point ¢~ Q2).I1 est cleir aussi que v, e {1 implique vV, & J 3 sinon,
en effet, il y aurait un 2z # 0 dens V.~ E, et on aurait =z =%, iF(z,z2) < 0,
ce qui est idiot. De ce qui précéde résulte donc que G/K s'identifie 3 Q » qui
est une variété (analytique complexe) plongée dans (% . D'oll la structure complexe
de G/K . Le groupe G des automcrphismes de F  (i.e. des automorphismes de E
qui laissent F invariante) opére sur Y et sur €1 A'une manidre évidente, y
laisse invariante la structure analytique complexe, et sz maniére d'opérer sur

Q est celle qui résulte, par transport de structure, de son opération sur G/K .

Satisfaction générale.

Profitent de 1l'absencs de HIESE2§W§, on va traduire ¢a en matrices, pour faire

le joint avec SESEL ot pour se mettre en état do calculer quand on ne peut pas
feire autrement {ga arrive encore quelquefois). On prend une base (e1 s see s e2n)
de E sur Bh pour laguelle la matrice de F soit{ji ;n ; soient E' , E" 1les
n

sous-espaces engendrés sur R _, respectivement, par (el s eee s en) et

(en+l y ess e2n) ;3 ce sont des sous-espaces de E isotropes maximaux pour
F.S81 v, efi, et que (, %?, etec., aient le méme sens que ci-dessus, @?
sera positive non dégénérée sur E , donc sur BE' , et on pourre choisir dans
E' n vecteurs orthonormaux pour %? ; ils le seront alors aussi, dans E,, , pour
la forme hermitienne H = € + iF (puisque E' est isotrope pour F) ; ils

formeront donc une base de E, sur G , ce qui cntraine que E' et (E' gont

L
supplémentaires dans E . alors Vi est transverssl au "complexifié" Eé de EB!'
en effet, Eé est l'ensemble “es x' + iy' , avec x'e E' , y' € E' ; si un
tel point est Aans Vi, ona y'= ~(x'"€ B' A LB' , donc x' =y' =0 . De

rénme Vi est transversal & Eg .

Choisissons dans Vi n vecteurs formant une base de Vi (sur Ql ; écrivons-les
corme "colonnes" (matrices & 2n lignes et 1 colonne) au royen de (el s eee eZm)
pris comme base de E  sur (§_ ; ccla donne une matrice & 2n lignes et n
colonnes (sur _§), qu'on peut dcrire (g) , o U, V sont deux zatrices & n
lignes et n « lcnnes ; si on chonge les vectaurs de base choisis Aans V& s
cela revient & multiovlier U, V & droite par une méme matrice carrée inversible.
Fuisque Vi est transversal a Eg s lo matrice U est de rang n , c'est-a-dire
invsrsible.

b

Eerivons gue Vi est isotrope nour F ; cela s'exprime par la formule
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ou autrement dit CU.V = UV.U. De méme, 4crivons que iF (z,2) <0 nour tout
z #0 d=ns V. 3 cela signific (1/1)(tﬁ v - %, u) >> O (1e vremier membre est

visiblement une matrice hermiticnne).

Posons Z = VU'—1

‘s . . ., b s
La premiere des relations ci-dessus s'éerit 2 =2 ; Z est symétrique. La

, matrice qui est indénendante de la base choisie Aans v, .

. R N . ~1 N t=1 .
seconde s'éerit (en multinliant & “roite nar U ~ , & gauche mar U = , ce qui

ne modifie pas le fait que le rremicr membre est hermitien vositif non Aégénérée)

(/1) @z - FZ))5> 0 ; autrement 4it, si on écrit 2 =X + i¥Y avee X , ¥

-,

symétriques réels, ¥ doit étre positive non dégénérée.

On a ainsi obtenu une bijection de Q , donc en Aéfinitive de G/K , sur 1l'espace
de Siegel és s formé des matrices symétrigues Z = X + 1Y sur G, telles que
Y), H AJ peut 8tre considéré comme un ouvert de ,Qw , avec N =n(n + 1)/2 ’

nuni de la structure complexe induite par celle de gf .

’, . » » . . s s .
L'opération de G sur &5 s'éerit immédiatement. En effet, avec les nctations
. P . . A B
ci-dessus, un élément de G s'éerira sous forme A'une metrice carrée (C p/
ou L, B, C, D sont des matrices & n lignes et n coclonnes sur R ; cette
e

matriqe doit satisfaire & la condition
‘tA tC) 0 1 14 B 0 1
Lo C 000 )
tB tD -1 0 C D
n

qui exprime qu'elle laisse F invariante. Cette matrice onére sur Vi , définie

par les matrices U , V , au moyen de la formule

W=le o) )

ou autrement 4it :

.

(U,V) —(aU + BV , CU + DV) 3
elle opére donc sur Z par la formule
Z —(C + Dz). (s + BZ) 7T .

Enfin, on psut donner de 1'opératicn sur 55 du groune modulaire (sous—groupe
de G formé des motrices & coefficicnts entiers) unz interprétation intéressante,

r
et méme importonte. En cffst, F <4tant donnde dans E , les points de D sont,
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d'apréds ce qu'cn o vu, 2n corresrondcnce biuniveogue avec les structures conplexes

E, qu'on peut mettre sur E , pour lesquelles F ost partie imaginaire d'une

forme hermitienne H > O . Supposons donné en méne temps dans E un lattice /\

tel que F soit & valeurs entiéres sur A s\ s B//\ est alors un tore de dimension
frdelle) 2n , sur lequel F détermine une classe de cohomologie entidre de dimension
(réelle) 2. Toute structure complexe sur E détormine sur E//A une structure

de tore complexe (de dimension comnlexe n) ; nour que celui-ci soit une veridté
abéliznne, il faut et il suffit qu'il existe dans E une forme hermitienne >20

dort la partie imaginaire soit & valeurs entidres sur J«.xJAu ; et, lorsqu'il

en est ainsi, il y a sur E/A.  un "Aiviseur positif" appartenant 3 la classe

de cohomologie déterminde par cette partie imaginaire ; muni de cette classe,

E/A. s'appelle alors une variété abéliennc polarisée. On voit donc qu'a tout

point de 5 correspond sur E//A une structure de variété abélienne polarisée
par F ; pour qu'd deux points corresponde le méme structure, il faut et il
suffit qu'ils se déduisent l'un de 1l'zutre par un automornhisme de E qui laisse
invariants . la forme F ¢t le lattice 1\4, donc un élément du groupe discret
P des automorphismes de F qui sont & cocefficients entiers lorsqu'on prend pour
base un systéme de générateurs de /\. autrement dit, les points de S/
(quotient de ﬁ; par la relation d'équivalence Aéfinie dans js’ nar le groupe
discret I? ) sont en correspondance biunivoque avec les structurcs de variété
abélienne polarisée par F qu'on ncut définir sur B/A . Lorsque F est de
déterminant 1 snr.J«_(c'est—é~direfa tous ses diviscurs élémentaires sur ./\wégaux
al), le groune jﬁ qu'on obtient est le groupe modulaire de Siegel proprement
dit ; les variétés abéliennes correspondantes scnt dites "variétés abéliennes

polarisdes de la famille principale" (toute jacobienne est unc telle variété).
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