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Séminaire H. CARTAN 1-01
E.N.3., 1957/58
4 novembre 1957

REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES,
d'aprés MINKOWSKI et SIEGEL

par André WEIL

Lz théorie s'insére dans le schéma suivent, dont on rencontrera d'autres
exemoles par la suite. Soit G un groupve de Lie sermi-simple ; soit [ un sous-
groupe discret de G ; classiquement, on se propose de trouver, pour " dans G s
un "domaine fondamental", c'est-a-dire un systéme de représentants dans G pour
G/[" possédant des propridtés sympathiques (par exsmple, d'8tre réunion de veriétés
plongées dens G ) . Si K est un sous-grovpe compact de G , G opérera sur
1'espace homogéne H = G/K (notation : on fers opérer G & droite sur H ;

H est donc l'ensemble des classes & gauche, Kx, suivant K dans G ) ; il est
immédiat que, si [7 est Aiscrot dens G ’ { , en tent que sous-groupe de G,
opérc sur H d'une maniere "proprement discontinue" (ce qui veut dire : quelle
que soit la partie compacte X de H, les Y €[ tels que X nX ¥ #0 sont
en nombre fini). £n fait, on prend toujours pour K un sous-groupe comnact
maximal de G ; il résulte de la t'dorie des groupes semi-simples quc K est
défini par 1 d'une maniére unique, & un automorphisme intéricur prés de G ;
autrement dit, H est défini d'une manidre unique & un isomorphisme prés. Sans
restreindre essentiellement la génédrolité des problémes qu'on se propose de
traiter, on peut supposer que G n'adm:t pas de sous-groupe compact invariont ;
H = G/K est alors, au scns de CARTAN, 1'"esnace ricmannicn symétrique" associé
a G.

Du point de vue théorique, il est commore de pronire G scmi-sirmple au sens
strict (non sculement au sons infinitésimal, meis au sens global), c'est-a-dire
de contre réduit & 1'élément neutre (et non pas sculement de centre discret).

Du point de vue des calculs explicites, il est souvent commode de calculer avece
des matrices, ce qui conduit & écrire des groupes, infinitésimalement simples

ou semi-simplas, . ayant un centre discret (par exemple le groupe lindaire spécial
sur R, SL(R,n) , dont le contre, si n est pair, est L1 ,00 1 .estla

W
matrice unité). D'ol maints abus de langage, dont on s'excuse d'avance.

Dene 1le théorie de la réduction des formes quadratiqucs au sens classique, on

pert du groupe G, = PL, (Ryn) (partie connexe du groupe projectif réel a n

variables'hoiogénes" = quotient du groupe linéaire L (g,n) 4 n variables,
+
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de déterminant >0 , par son centre = quntient du groupe lindaire spécial

SL(R,n) , & .n variables, de déterminant 1, par son centre), et du groupe discret
f; s image dans GO du groupe multiplicatif [ des matrices de déterminant % 1

a4 coefficients dans 2£ . Un sous—-groupe compact maximal de GO est 1'imsge KO

dans G du groupe orthogonal spécial S0(R,n) (matrices orthogonales de détermi-

nant 1),

Soit P 1l'espece des formes guadratiques positives non dégénérées & n varia-
bles :

F( =t = :2%3 L
X) = XJA.x = 351 aij Xy Xj , A=A,

(un vecteur x , en notation matricielle, sera toujours congu comme matrice & n
lignes et 1 colonn2). On écrira A D> O pour exprimer que la matrice symétrigue
A est celle d'une forme positive non dégénérée. Le grcupe L(ﬁ,n) opére sur
P par la loi (A,X).-qPX.A.XA, o A€P et X estun élément de L(R,n) dcrit
comne matrice. Toute forme de P s'derivant comme somme de n carrés (de formes
linéaires en les xi) , le groupe opere transitivement dans P ; 1'élément ln
de P (c'est-a-dire la forme "standard" iji ) étant invariant par le groupe

orthogonal O0(R,n) , P s'identifie & 1'espace homogéne L(R,n)/0(R,n) .

Dans 1l'espace vectoriel (de dimension n(n + 1)/2) de toutes les formes quadra-
tiques dans ‘33 (ou, ces formes étant exprimées au moyen de la base canonique de
(5? , dans 1l'esvace des matrices symétriques & n 1lignes et n colonnes), P est
défini par les indgalités P(x)»0 (x # C) et formec donc un cbne convexe ; on
vérifie immédiatement que ce cdne est ouvert ; sa frontiére est 1l'ensemblc des
formes positives dégénérées. Par passage «u quotient par la relaticn d'équivalence
dont les classes d'dquivalence sont les rayons ("demi-droites") issus de 0 , P
détermine une partie convexe Po d'un espace projectif de dimension n(n + 1)/2 - 1.
Par passage au quotient, le groupe projectif GO = PL(ﬁ?n) opere dans Po ; 1l
résulte de ce qui précéde qu'il y opére transitivement, et que PO s'identifie
a GO/KO , esvace "riemannien symétrique" associé a GO . La théorie de MIIMKOWSKI
conduit & la détermin:tion, dans PO , d'un domaine fondamecntal pour le grouve
discret I; , qui est un poly&dre convexe (plus exactement, la réunion de 1'inté-

rieur d'un polyédre convexe ct d'une partis convenable de sa frontidre).
Soit d'abord n = 2 ("formes binaires") ; on écrit
2 2
F(x) = ax™ + 2bxy + cy~ ;

P est le cbne dfterminé par a > 0, ac - b2 >0 (intérieur de 1'une des nappes
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d'un cbne du second degré dans gf ) P, est, dans le plan orojectif, 1'inté-
rieur de la conigue ac - b2 =0 . Comre X._th.A.X est une représentation du
groupe linéaire dans l'espsce des formes symétriques A , il s'ensuit, par passa-
ge au quotiznt, que les opérations de Go dans Po sont des homographies ou
automorphismss du plan projectif ambiant, conservent la conique frontiére de
P P étant pris commz "modele cayleyien" de la géométrie plane hyperbolique,
G induit donc, sur PO , un sous—groupe du groupe des automorphismes de cette
géométrie ; on vérifie sans peine que c'est méme exactement la pertie connexe
de ce dernier groupe (c'ast-a-dire le "groupe des déplacements non-suclidiens").
La correspondance entre lec "modéls cayleyien" ot lc demi-plan de Poincaré
s'obtient comme suit : & toute forme F & P on fait correspondre, d'une vart le
point f qu'elle détermine dans P A'autre part celle des racines de 1'équa-
tion az2 + 2bz + ¢ = 0 dont la partie imaginaire est >0 ; 'a correspondance
f 22z est uns correspondance biunivoque entre Po et le demi-plan supérisur
de la varieble z ; les opérati. ns deo Go dans ce demi-plan sont évidemment
celles du groupe homogr.vhique réel de détecrminant >0 (groupe d:s déplacements

non-euclidiens dans lc modéle de Poinceréd).

Pour déterminer un point de P , on pout, au licu Ac se donnsr unc forme qua-
. n : . s
dratique dens R, sc donnar une formc quadratique F , positive non dégénérée,
d.ns un cspace vectoriel I de dimension n sur R, ot unc base (e, 5 «e. 5 © )
U 1 n
de cet esrace. Si 4£x,y» ost le produit scalaire dans E , associé & F dec la
maniérc habituella, les donndes en question déterminent le forme gquadratique

n
dans R~ donnée par
AAA . -

—

& = Lo 3

F(l xiei) ?',—j bi’“j>xixj'

Posons A E"aij I ) aij = <iei s ej>. 5 soit X = ”xij || un é1ément du
groupe linéaire L(R,n) ; par définition, la transformée dec A par ¥ est

A' = "Y,A X, ce qui s'derit aussi
A ' 1 ' " -
A' = “aij | avec aij'— <ei , ej> s ey = Eé% X1y Cp

. . - . . + PR s as
Dire que X est & coeffieients cntiers de déterminant —~ 1 équivant & dire que

bl

les "lattices" (sous-groupes discrets de rang n da 1'2snmace 2 ) engendrés par

(e vee 5 2 ) et par (e! ee. 5 €') coYncident. L'ensemble formé nar A
1°? > “n - 1°? > “n

et tous ses transformés var le groupec " st donc 1'cnsemble des natrices

A' = <e£ , ej > lorsqu'on f2it parcourir 3 (ei s see ,.eg)<l'ensemblc-de tous
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les systémes de n générateurs du lattice engendré nar @ 5 ee0 g ©p - Supposons

d'équivalsnce déterminée par les opérations du groupe f; sur P_ ; convenons

qu'on ait choisi, dans P_, un systéme d: représentants 1t pour la reletion

momentanément de dire qu- la matrice A d'uns forme quadraticuc d:.ns g? est
"réduite" si le point qu'elle détermine dans P, appartient a Yo 8 et aussi
qu'une base (el s eee s en) e 1'esoace ® est "réduite" pour une forme qua-
dratique F dans & si la matrice A des <.ei » 8. est réduite. I1 résulte
de ce qui précéde qu'étant donnds une forme F et un lattice A dans E , il

¥ ¢ au moins un systime de générateurs de /\ qui 2st une base réduite pour F ,
et que d=ux tels systeémes déterminent nécessairesncnt la méme matrice A , donc

ne différent 1'un de 1'autre que par une transformation du groupz orthogonal de

I . Choizir un systeme de représcntants M revient donc "a peu vrés" i énoncer
unc loi qui, & tout couple formé d'une forme quadratique F et d'un lattice /\
permette d'associer, avec le moing d'ambiguité possible, un systéme de générateurs
de A . On va, d'aprés MINKOWSKI, formuler unc tellc loi.

Soit d'abord5ig“§&2 3 on prendra pour ¢, un vectour # 0 du lattice A dont
la "longueur" F(el)l/2 soit la plus petite possible, ouis pour e, un vecteur
dont la longueur soit la plus pn:tite possible parmi ccux qui ne sont pas de la
forme tel (t e.ﬁ) + I1 est claeir qu'il n'y a qu'un nombre fini de vectours ey
satisfaisant & la le condition, et qu'il y en a au moins deux ; des considérations
géométriques é1émentaires (2t évidentes) font voir qu'il y en a exactement
deux, sauf dans les cas suivants : (a) lattice de Gauss (points & coordonnées
entidres dens le plan muni de la formc x2 + y2 ) ; (b) lattice hexagonal
(engendré par les vecteurs (1,0) et (1/2, V3/2) dans lc olan muni de
X7+ y2) . I1 s'ensuit que, dans tous les cas, les divers choix possiblas de
e, s¢ déduisent les uns des autres var une rotation leisscnt A invariant
(rotation d'angle 7 dans le cas général, d'angle mT/2 , resp. m5¥/3 , avee
m entisr, dans les cas (2), resp. (b) ). Quant au sccond vacteur e, » on constate
non moins aisdment qu'il est Adterniné d'une monidre unique au signe ords (une
fois qu'on a chois i ey ) sauf dans lc cas d'un latticc 2ngendré par deux vectsurs
(1,6) et (/2 , y ) , avec Iy[‘z,V§V2 , dens le vlan nuni de X+ y2 . On
lévera 1'indétermination de signe, autant qus pessible, en convenant de prendre
e, tel que <al R 02)0&0 ; 11 se trouve guc, lorsque cetic regle laisse subsister
une ambiguité, le lattice A wdmet la dreite Oz, pour axe de symétre, et les

choix possibles de = sont symétriques 1l'un de l'autre par rapport a cet axe.

Une base (e1 s 32) Au plan muni d'une forme quadratigue F  sers dite réduite
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si elle possédc los nropridtés énoncées ci-dessus, par rapport au lattice qu'elle
engsndre et a la forme F . Une forme quadratiguz F = ax2 + 2bxy + cy2 dans ,gf
scra dite réduizg si la base canonique de ,gf , formée des vactours (1,0) -t

(0,1) , c=t réduite par rapport & cette forme. Si on écrit los inégalités
F((1,0)) £F((0,1)) £F((* 1,1))

on obtient immédiatcment les conditions a £c , [2b]1§ a , qui sont donc néccssaires
pour que F soit réduite (avec bicn entendu a > 0 puisque F doit &tre positive

non dégénérés). La condition subsidiaire imposée & e, s'éerit ici b » 0 . Donc :
O«agcc, 0£2bga.,

Réciproquement, ccs inégalités entraincent, d'abord que F est positive non dégé-
néréc (c'est clair), puis g2 F est réduits (c'est facile & vérifier). Elles
détorminent, dans P_ c'est-a-dire dans l'intérieur de la conique ac ~ b2 = 0 ’

un triangle M , ayant un sommet sur la conique. Puisque,étant donnés un lattice i
et une forme, la régle ci-dessus permet toujours de construire au moins unc basec ;
réduite, i1 s'ensuit que I, contient un systéme complet de représ:ntants pour

le groupe '[L opérant dans PO . Du fuit que, pour F et A donnés, les divers
choix possibles dc la base réduite sc déduisent tous les uvns des cutres par une
rotction ou une symétrie conservant A , on conclut que ﬁo constitue méme uh tel
srstéme deo représentants. Il s'ensuit que P est réunion de M, et de tous ses
trensformés por I ("pavage" du rlan non euclidien var les trensformés du domaine
fondemental). Naturellement, ces transformés ne sont vas deux & deux sans point
commun ¢ cela tient justement aux cas d'ambiguité possible dans le choix d'une

base réduite, ou, ce qui revient au méme, au feit que I; n'opére vas sur Po

"sans point fixe". L'analyse détaillée du pavege con question cst classique, n'offre
nas dc difficulté, et cst sans intérét pour cc qui suit. On notera que si, au lizu

de portiz du grounre [ dos motricos sntidres de détermin nt = 1, on dteit parti

du sous—groupc [ de [ formé des matrices de détermincnt 1 , on aurait été

conduit naturcllemznt a un domsine fondamental deux fois olus grand, correspondant

a 1z noti:n d'"équivalence propre" des formes quadratiques (au lieu de 1'équivalence
Fprorre ou imnropre" qui a servi ci-dessus) ; pour 1'équivalence propre, unc forme
sera dile réduit: si elle satisfait & 0 <z £c , |2b] < a ;3 ce sont les con'itions
classiques de Gauss, corresvondant, dans le demi-plan de Poincaré, au domaine

fondamentzl classique pour le sroume moduleire (déterminé par {z| > 1, [R(z}] L1/2)

Passons au cas général. Dans un espeoce vectoriel # dJde dimension n sur R,
AA

une bace (el s see s eq) .+ engendr-nt un lattice A s, sera dite réduite
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par rapport & une forme quadratique F (positive non dégénérée) si elle satisfait

aux deux conditions suivaintes :

(i). Pour chaque i, soit EE 1'enssmbls des vectecurs ee /\ tels que

(e1 > e s 85 4 s e) fasse partie d'un systdme de n générateurs pour A ; e,

1

o
o
est alors un vocteur de longueur minimum parmi ceux de Ei .

(ii). On a <e, ei+1> >0 pour 1 Lig¢ n-1.

Comme ci-dessus, la condition (ii) sert & sc débarrasser, dans la mesure du
possible, do 1'ambiguité de signe inhérente ou choix des e; Qqusnd F et A sont
donnés, Si on s'éteit laissé guider par le cas n = 2 , on aurait, dans (i) ,
pris pour Ei 1'cnsemble des vecteurs de A qui ne sont pas dandg l'espace vectoriel
engendré par Gy 5 wes 5 Oy y 5 EVOC cette conditicn plus forte, il n'aurait pas
été vrai que tout lattice posseéde une bass réduite par rapvort a une forme F
donnde, d'ou nécessitd de modifier assez fortement 1'éncncé das résultats ulté-
rieurs (il est & noter que, dans les généralisations de la théorie, par exemple
aux corps de nombres algébriques, on ne peut éviter ces énoncés d'aspect plus
compliqué). On notera que, pour que c € I il faut et il suffit que 1l'image
de e dans le quotient A /'/\i_1 de A par le lattice engendré par
@ 5 +ee 5 2 5 SOit un élément "primitif" de ce quotient (c'est-a-dire non
divisible par un entier > 1). Il revient au méme de dire que Ei est 1l'ensemble
des vecteurs %: xj e, ou X9 eee s X sont des entiers tels que le plus
grand commun diviseur (xi s vee s xn) de X, 5, X559 +er » X est égal &L

1

Par suite, pour qu'une forme quadratique positive non dégénérée F(x) :‘%% 834 Xy xj

soit réduite (ce qui veut dire que la base canonique de BE est réduite par
rapport & la forme), il faut et il suffit qu'elle satisfasse aux conditions :

(1). F(xl s vee s xn),} a;; pour tout systéme d'entiers (x1 y oo s xn) tels

que (xi s een s xn) =1 ;

(ii). >0 pour 1£ig&n-~1.

84,i+1
I1 cost clair d'ailleurs que la condition (i) , jointe & a;, >0 (resp. all‘;=o)

suffit & entrafner que F est positive non dégénérée (resp. positive) .

. . . +
3i on remarque qu'avec les notaticns ci-dessus cna e, G‘Ei et ej - e:.L E.EE

chaque fois que 1< j , on en conclut que (i) entraine les indgelités :

(1).

1

. .L.
233 € 855 (1 <£3) et

(11). lZaij[é:aii‘ (i<j) .
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De plus, un théoréme fondamental, dd & Minkowski, affirme qu'ad tout n correspond

un C > O tel que (1) entratne aussi 1'infgalité :

(III). &, 8y, «vo 8 £C  det(d) , A= “aij Il

Soit M 1la partie de P définie par les conditions (i) et (ii) ; soit
M, son imoge dans P_ . L'ensemble ¥ étent défini par une infinité d'inégalités
lindaires et homogdnes par rapport aux aij » 11 est évident que c'cst un ensemble
convexe "positivement homogine". Comme il est &vident que tout lattice A posséde
au moins une base réduite par rapport a une forre donnée, ¥, contient un systéme
de représentants de Po par rapoort au groupe [; . On peut donner & ce sujet des
énoncés beaucoup plus précis (voir plus 1lcin), mais ils ont peu 4'importance du
point de vue des applications. Les résultats vraiment importants sont 1iés &
1'introduction de deux familles d'ouverts dans P (resp. Po) qu'on va définir

maintenant.
Pour chaque t > 1, soit S(t) 1a partic Ae P définie par les inégalités :

aiiéta (1¢ig«n-1)

i+41,1i+1
(4) lzaij[ <toag, (14 i<jc<n)

. n

Le théoréme de Minkowski montre que M & S(t) pour t > 1 (c'est principalement
sous cette forme qu'on a & Ll'utiliser). Il est clair que les S(t) forment une
femille, croissante avec t , de partics ouvertes de P , dont P est la réunion.
On notera So(t) 1'image de S(t) dans P

D'autre part, la réduction de la forme quadratique F A& une somme de carrés par
la méthode des algébristes babyloniens (méthode connue également, dans la littéra—
ture, sous les ncms de "méthode de Jacobi" et "méthode d'orthogonalisation de
Schmidt" , & moins qu'il ne convienne plutdt de 1l'attribuer a quelque savant

russe...) permct, d'unc menidre ot d'unc seule, d'dcrire :

1]
tms
~
"

F(x)

|
QN
—
"
+
]
~
N

T i=1 i i j=i+1 tij J
ou encore, en termes matricisls, A = tT.D.T,, ot D est la matrice diagonale

ayent d; 5 ..., d ~pour coefficionts diagonaux (et O pertout ailleurs), et

T 1z matrice triangulaire (au sens strict, c'est-a-dire ayant 1 partout dans la
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diagoncle priacipalc) dont los coefficients sont les t,.
N i {=3 .
85 (1si i=3 .0
que locs d.l ’ ti

pour i« j , ot las
sinon) pour Jj £1i . Par récurrence,-on—démontre aisément

3 sont des fonc.ions rationnelles des a,., , & dénominateurs

1)
#0 dans P .

Cela posé, soit S'(u) , pour tout u > 1, l'cnsemblc des noints de P de la
firme 4 = tT.D.T ;, ou D est une matrice diagonale, a coeffici.nts diagonaux
d1 P dn , et T une matrice triangulaire au sens strict, a coefficients
tij pour i £ j , satisfaisant aux inégolités

(B) 0« d; <udy,, (lcign-~-1)

e

Itij|<u (lei<cj<en) .
D'aprés ce qu'on vient de dire, il est clair que les S'(u) foruent, eux

P , dont la réunion est P . Des
calculs triviaux p-omettent de vérifier que tout S(t)

aussi, une fam'lle croissante d'ouverts de

est contenu dans un
S'(u) , et réciproguement., Il s'ensuit évidemment que M est contenu dans S'(u)

pour u assez grrnd. On notera Sé(u) 1'image de S'(u) dans P_.

On doit & SIIGL le trés importent résultzt suivant (pour 1'énoncer commoddment,
on convicndra, pour toute partie S de P , et toute matrice inversible X ,
de noter SX lc transformé de S par X , i.e. l'ensemble des tX.A.X pour

e ay o

Quels que soient t >1 et m enticr # 0 , 1'ensemble des matrices X &

cocfficients enticrs, de déterminent m , telles que S(t) A S(t)X £ 0 , est fini.

I1 s'ensuit caturellem:nt qu'on peut en dire autant pour S'(u) . Comme M e S(t) ,

o as +

on en conclut en ncrticulier, en prenent m = = 1, que, pour tout t > 1 , S(t)
est contenu dans 1la réunion de M ot d'un nombre fini de transformés de M par
, W

dos #1léments du groupe L.

nfin. on pout vérifier, nar exemple per calcul exnlicite ue, dans P consi-
7 h sy - > < b 3 o

déré comme espace riemannien symétrique GO/KO , chacun des ensembles (non compacts)
S (t
J(8)

ast de volume fini, pour le volume "naturel" défini dans 1l'espace
(volume qui 3zt naturelliement inveriant par G

P
o
, et que cette condition détermine

un fecteur prés). Compte tenu de ce qui nrécéle, cela
dquivaut naturcllemsnt 3 lire que

3'une meriérs unique a

Mo est de volume fini, ou encore que l'espace

homogens C /f; est ‘e rolume tectael fini. La détermination du volume de ce dernier

y
esp:.ce (17&1ément de volume inveriant dans G étant choisi exolicitement une fois

our toutes) =25t due & MINKOJSKI.

g

Pour mérmoire, on ajoute ce qui suit, dont 1'intérdt est d'ordre historique et
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esthétique meis dont cn réalitéd cn ne semble guére evoir & faire usnge. En prenmier
lizu, l'ensemble conviexe M , défini nar les indgelités (i) et (ii) jointes

a4 1'inégalité a;; > 0 , -st en réalité une pyramide convexe ; autrement dit, il

suffit pour le définir d'un nombre fini d'inégalités prises permi celles qu'on
viant de mentionner. On en a vu (sans démonstration, mais la démonstration dans ce
cas est facile) un exemple, pour n=2 ; péour n=3 et n= 4, on connait

un systéme explicite d'inégelités définissant 11 ; rien de tel n'est connu vour
n quelconque. De plus, 1! est l'adhérence, dans P , de son intérieur. %nfin,

non seulement P est réunion de M et de tous ses traonsformés X par les
éléments X du groupe I (ou, plus précisément, par les trcensformés de M par
un systéme de reorédsentunts, dans [ , des classes suivant le centre ‘&; ln‘}

de _[.1 : car ce centre opére trivialemant sur P ) , mais encore ces transformés
forment une triangulation ou un "pavage" de P , au sens suivant : leurs intérieurs
sont disjoints 3 l'intersection de deux quelconques d'entre cux est une pyramide
convexe de dimension plus petite : tout compact n'a de points communs qu'avec un

nombre fini de ccs transformés.
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