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(H, CARTAN et C., CHEVALLEY)
ALGEBRES AFFINES
(Exposé de 1. LAZARD, 28,11,1955)

1.~ Algebres affines : lemme de Fr. Noether.

Soit K wun corps (commutatif). On appelle algebre affine sur K une

K-algdbre unitaire A (associative et commutative) qui est un anneau d'inté-
grité ot qui possdde un nombre fini de générateurs. Il revient au méme de dire
que 4 est le quotient par un idéal premicr d'une algdbre de polynomes en un
nombre fini d'indéterminécs sur K . Une algébre de polynome en un nombre fini

d'indéterminées sera eppelée une algébre affine pure.

Tout quotient d'une algebre affine A sur K par un idéal premier de A
est unc algeébre affine (rappelons que, d'aprés nos conventions, un idéal pre-

mier de A est distinct de A tout entier).

Si A est une algebre affine sur K , on désigne par ET(A) son corps
des fractions,et on appelle dimension de A le degré de transcendance de -
F(a) sur K.

ot

sous-algebre pure B de A telle que A goit enticr sur B . De plus, si a

est un idéal de s , on peut choisir B de la forme X[y, , ...,y 1, o

, Y5 oo s Vg sont_algébriquement_indépendants sur K et tels que, pour un

N . 2 .
entier r convenable et <s ;, a N B goit engendré par y, , ... , Ip

La démonstration scra précédée de deux lemmes.

Lemme 1. Soit A =K[x , ..., x ] une algdbre affine sur K , et soit
¥, un élement dc A n'appartcnant pas & K : il y a alors des éléments

Vg s +e» 5 ¥, de A tels que A soit entier sur XKly, , ..., yn] .
Soit y; =P(x; 5 .cu xn) ; P étant un polynome & cocfficients dans X .
h -
<7 r <ol 1
Posons P(X; , ... , X) =2 i P (X, ; «oo s X )X] , avee P #0; ona
h>0. 8 P est une constante ¢ # 0 , 1'équation

-1 -
¢ P(X1 s Xy 5 eee s xn) -c 1y1 =0, qui admet X, comme racine, est une

équation de dépendance intégrale de X; par rapport & 1'anneau

K [yl 2 Xy s sae th ; on peut alors prendre ¥y =% pour i> 1, Dans le



4-02

cas général, nous poserons y; = X; - x?l (1> 1), ot les m; sont des

entiers que nous choisirons de telle maniére que x4 soit entier sur

K [yl s Jp 5 ece s yn] . Pour montrer que ce choix est possible, observons que
ms .
le résultat de la substitution Xi - ¥ o+ Xll (1 > 1) dans un monome
cxll)l ... xn
n

Py *Ppfg*e -« *Pyy N
ch . Si donc nous choisissons My 5 «-e 5 My de telle maniere

que les nombres Py *+ Polly + ooe + P, relatifs & tous les mondmes qui inter-

est un polynome dont le terme de plus haut degré en XI est

vienncnt effectivement dans P soient tous distinets les uns des autres; le

m
polynome P(X1 ’ Y2+ X12 9 ses 9 Yn+'XTn) , ordonné par rapport aux puissances

de X] , aura un cocfficient dominant constant ; comme

. mn ‘
2 —-— 1
P(x1 3 y1+ xl 9 oo 9 Y.t Xl ) = yl 5 Xl sera ontier sur K [yl 9 eee yn °

Or, il suffire de prendre m; = (d-i-l)l"l , o d est le plus grand des degrés

de P par rapport 3 ses arguments.
Bemarquc ¢ 8i K est un corps infini, on voit facilement qu'il existe des
y; de la forme x; + t,x; (les by étant des éléments convenablement choi-

sis de K ) qui possédent la propriété rcquise.

Lemme 2. Soit a un idéal d'unc algdbre affine K [x) , ... , x ] engen-

drée par n ¢léments. Il existe des élémonts y; , ... , ¥, de A et un

entier r ¢ n qui possdédent les propriétés suivantes : a) Yy o0 5 ¥y
sont dans a ; b) anKk [yr+1 g sco g yh] = {O} ;3 ¢) A est entier sur
K [y:l 5 °c0 o Ynj .

Le lemme est évident si n = O ; supposons que n > O et que le lemme
soit vrai pour n-1 . Le lemme est évident si a =0 ousi a =A ; supposons
ces deux cag exclus. Soit y, un élément #0 de a , et soient
Zy s ees 3 By des éléments de A tels que A soit entier sur

K [yl s Bp s ey zn] (lemme 1 ; y; ne peub étre dans K ) . Appliquons
L'hypothése inductive & l'algtbre B =K [z, , ... , 2] ot 2 1'idéal a N B :
il y a des éléments Yp 5 +¢o 5 ¥, de¢ B et un rg<n tels que

Vo 5 oo ,%ﬁ'g , que gﬂK[me,.“ ,ﬂﬂ:iO} et que B soit

entier sur K [y2 5 soe 3 yn] . Les éléments ¥y s «-+ » ¥, Dossédent alors
les propriétés requises.
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Démontrons maintenant la proposition 1. On peut supposer que

A=K [X1 ; eee s xn] /p , p étant un idéal prcmier de 1'algébre de polynomes

K{Xy 5 oes » X, ], I1 oxiste des éléments Z; , ... , % do K [X) se-es X, ]
qui possddent les proprié¢tés suivantes (ol s est un entier convenable)

Zl ’ LI ’ Z

g ©Ppartiemnent & p , BAK[%bwl"“ ,%]:O et A

est entier sur K [Z, , ..., Zn] . Si y! estl'image de 2, . dans i,

les éléments Yo e s yé sont algébriquement indépendants sur K (puisque

p K (2, o1 s ooe s zn] = {0} ) et engendrent 1l'image de K (2] 5 <0 s zn]

dans A (puisque 2y s eee s Zn—s sont dans p ) . Ceci démontre la premiére
assertion. Appliquons le lemme 2 & 1'algébre K[y} , ... yé] et & 1'idéal

a Nk [yi s eee s yé] : il y a des éléments Y15 o0 s Vg de K [yi geces yé]
et un r < s tels que i s oo s yre? a, que ank [yr+1 s soe s ys] = {O}
ot que K [yi g eoe yé] soit entier sur K [yl s eee s yS] . Il est clair
Que ¥y 5 oce 5 Yy engendrent 1'idéal aNK [yl s o o s yS] . Comme le corps
K(y] 5 oov s yé) est algébrique sur K(y; 5 «.. ys) , les éléments
Yy o eee 2 Vg sont algébriquement indépendants par rapport & K .

Remarque : La conclusion de la proposition 1 vaut encore si; au lieu de
supposecr A affine, on suppose que c'est le quotient d'une algebre de polyno-

mes par un idéal guelconque de cette algabre.

2,- La formeture intégrale d'une algébre affine.

Théordme 1.- Soient A une zlgdbre affine sur un corps K et L un
sur-corps du corps des fractions «f (A) de A , alpébrique et _de degré fini

sur « (&) . La fermeture intégrale A' de A dans L cst_alors une algébre

affine sur K et est un A-module noethérien,

Si B est une sous-algibre de A sur laquelle A est entier, L est
de degré fini sur le corps 4F(B) des fractions de B (puisque A admet un
ensemble fini de générateurs) et A' est la formeture intégrale de B dans
L ; de plus, si A' est un B-module noethérien, c'est a fortiori un A-module
noethérien, donc unec algébre affine. Tenant compte de la proposition 1 , il
suffira donc de démontrer le théorémc 2 dans le cas o A est une algdbre
affine pure. L'anneau A est alors un anneau factoriel, c'est-a-dire que tout
idéal principal se décompose d'une manidre unique en produit d'idéaux princi-
paux premiers.



4-04

Lemme 3. Tout anneau d'intégrité factoriel est intégralement clos.

Soit A un tel anneau, et soit x aub—1 (a , b €4) un élément du coips
des fractions d¢ A entier sur A ; il y a donc une relation de la forme

n n n-i .. < n <« n n-i,i-1 ,
X' =2 =1 04X (c; € 4) , d'od & =b2 j-gca b~ .0r, A Stant

factoriel, nous pouvons supposer que a et b sont premiers entre eux (i.e.
il n'existe aucun idéal premier principal qui contienne a et b ). Comme
notre relation montre que a®  est divisible par b, il en résulte que b
n'est contenu dans aucun idéal premier principal, donc est inversible, et x

apparticnt & A .

. . . s Ced
Ceci dit, nous considérerons d'abord le cas o L est séparable sur <7 (A).

unc cxtension séparable de degré fini du corps des fractions +F(A) de A,

que nous pouvons supposer engendrée par un élément © entier sur A . Dési-

gnons par f le polynome minimal de & par rapport & (&) , et par f' son

polynome dérivé, Alors, si x € L est ontier sur 4 , x£'(9) appartient &
Afe].

Les cocfficients de f s'ecxpriment comme polynomcs & coefficients entiers
en les conjugués de 3 vpar rapport & K (dans une cldture algébrique L de
L ) ; ils sont donc entiers sur A ; appartcnant & 4f(A) , ils sont dans A .
Le méme raisonnement montre que, pour tout élément y de L entier sur 4 ,
la trace Try de y (de L par rapport a “F(8) ) est dans A . I est
clair que le polynome f(X) -~ £(¥) en deux lettres X , Y se met sous la forme

) < n-1 ~i-1
(1) £(x) - £(¥) = (X - ¥) 2§55 w (DX
ol n est le degré de f et ol les uy sont des polynomes & coefficients
dans A . On va montrer que
-~ n-1 n-i-1y .
[] - ;
(2) x'(8) = & 4o T (x0 ")y @)

Dérivons (1) par rapport & X , puis remplagons X et Y par © dans

1'équation obtenue et multiplions par x ; il vient
, o~ nh-1 n-i-1
(3) Xt (8) = 5 4o u(®)xe :

Soient 8y 5 +00 5 By les isomorphismes distincts de L dans L laissant
fixes les éléments de K , Sy étant l'identité. Soit j > 1 ; remplagons dans
() X par 9 , Y par sje et multiplions par s;% ; comme 9 - sjB £0,
il vient
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n-1 an-i-1
a 0= X 1% @ 0™
On obtient (2) en ajoutant & (3) les formulcs (4) pour j =2 , oo , D .

Corollaire : Les notations étant celles du lemme 4 , si A est noethérion,

sa fermeture intégrale dans L est un A-module noethérien.

On sait en cffet que f£'(6) # 0 , et la cldture intégrale de A dans L
est contenue dans (f'(@))“lA [6], qui est un A-module engendré par un nombre

fini d'éléments, donec noethéricn,

Le théoréme 1 est donc démontré dans le cas ol L est séparable sur
&(A) (4 étant pure). Pour passcr au cas général, établissons le lemme sui-
vant |

Lemme 5. Soit A =K[x , ... 4 Xn] une algdbre affine pure sur X ,

les X, étant algébriquement indépendants, et soit F gson corps des fractions.

Soit L une extcnsion radiciellc de degré fini de F . Alorg L est contenue

dans une extension radicielle L' de la forme

) see s ai/q s xi/q 3 eee s xi/q) o q ecst une puissance de 1'expo-

1

sant_caractéristique de K ot ob les a, sont dans K . La fermeture intégra-

le de A dans L est un A-module noethérien.

Soit L = F(y1 s e s ys) : 11 y a une puissance q de¢ 1l'exposant carac-
téristique de K telle que les yg soient dans F ; les yg

fractions rationnelles en Xy s ooe 9 X & coefficients dans X ; si

sont alors des

8y 5 «.. , &, sont tous les coefficients de ces fractions, L est contenu

r
1 1 1
dans L' = F(al/q 9 eeo s ar/q R xi/q g eoe g xn/q) . L'anneau
1 1 1 .
B=A [al/q 5 ees g ar/q , xl/q s eee s x;/q] est un A-module noethérien

(donc entier sur A ) ; si F' = F(ai/q s ees s ai/q) , on a

1 1
B=F' [xl/q 9 soe xh/q] s ce qui montre que B est une algébre affine pure
sur le corps F' , donc intégralement fermé dans L' (lemme 3) ¢ B est done
la fermeture intégrale de A dans L' ., Comme il contient la fermeture inté-

grale de A dans L , cette dernidre est un A-module noethérien,

Nous pouvons meintcnant démontrer le théorome. 1. Soit L une cldture
algébrique de L , et soit P le plus petit sous-corps parfait de L conte-
nant Af(A) . L'extension P(L)/P est séparable de degré fini. Si

L = (i?(A))(zl g eee g Zs) s les coefficients des polynomes minimaux des 25
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par rapport & P cngendrent une extension radicielle R de degré fini de

F(A) et R(L) est séparable de degré fini sur R . L'algébrc A étant sup-
posée pure, sa fermeture intégrale AR dans R est un module noethérien sur
A (lemme 5) ; il résulte du corollaire au lemme 4 que la fermeture intégrale

C de AR
noethérien. Comme A'<C C , A' est un A-module nocthérien,

dans L(R) est un Ap-module noethérien, donc aussi un A-module

3.- Chafnes _d'idéaux premiers.

Proposition 2.~ Soient A& une_algebre affine et p un idéal premier

- et

£{0} de A.Onaalors dimA/p <dim A , ot p contient un idéal premicr

q tel que dim A/q =dim A - 1.

Soient Yy vee 9 Vg des éléments de A algébriquement indépendants sur
le corps de base K tels que A soit entier sur K [yl s sse 3 yS] et que,

pour un certain r , ¥, 5 eee 5 Vi engendrent p N K [yl s ece yS] .
L'anneau A étant entier sur X [yl g sos 3 ys] ,ona dimA=38. 81
B=Kly, 5 +c0 yS] , B/(p nB) est manifestemont isomorphe &

K [yr+1 ’ e
Puisque p # {O} et A entier sur B, ona pNB # {O} , Aot r> 0 et

dim A/E {dim A . L'idéal By, est premier et contenu dans p N B ; comme B

ce s yS] ; comme A/B cst entier sur B/(g A B) , dim Alp=s-r.

est intégralement clos et A entier sur B, il y a un idéal premier q de
A contenu dans p tel que qMNB =By, ; ona alors dim A/g = s - 1.

On appelle chaine d'idéaux premiers d'un anneau A une suite finie

(go s eee s Er) d'idéaux premiors de A tclle que py 1 C Py s Py g £ Dy

(1 ¢ig¢r). Le nombre r , qui est le nombrc des quotients p/'pi__1 , s'appel-

le la longueur de la chainc.

Théoréme 2.~ Soit A une algébre affine de dimension d sur un corps K.

Toute chaine d'idéaux premicrs de A peut &tre incluse dans_une chaine de

longueur d . Si (Pg s v » Dg) est_une chaine de longueur d , on a
dim A/p; =d -1 (0 i €d) .

Soit (p

Dos ooe s Er) une chafne d'idéaux premicrs de A . Alors, si

1<igr, Ei/Pi—l est un idéal premier de l'algébre affine A/Ei—l , d'ol
par la proposition 2 , dim A/Ei = dim (A/Eirt)/(gi/bi—l) < dim A/pi_1 . Il en

résulte que r ¢ d . On déduit de 1l& que toute chaine peut 8tre incluse dans

une chafne maximale (i.e. qui ne peut plus étre incluse dans
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une chaine de longueur strictement plus grande), Supposons maintenant la chaine
(go 9 see s gr) maximale. Alors 21421—1 ne contient strictement aucun idéal
premier # {0j , et il en résulie, en vertu de la proposition 2 , que

dim A/E1 = dim (A/E 1-1)/(21/2 j__1) = dim A/gi_1 -1, On a manifestement
po=w},dwﬁdmA@o=detdmA@izd-ipmrmm i . L'algébre

affine A/Br cst un corps ; par ailleurs; clle admet une sous-algébre B qui
est affinec pure et sur laquelle est ost entisre. Puisque tout idéal premier de
B est l'intersection avee B d'un idéal premier de A/Er ;, B n'a aucun idéal
premier # {O} et est un corps ; comme c'cst une algébre affine pure, clest
le corps K 1lui-mémc et A/gr est algébrique sur K , d'ol
d-r= dim’A/gr =0,

Remarque : On rctrouve le résultat déja démontré dans 1'exposé 3 suivant
lequel, si p cst un idéal premier mximal de 1l'algébrc affine A , le corps

A/p est algébrique sur le corps de base.

Lemme 6. Soient A une algibre affine sur K et x un élément # 0 de

—atbrin e

A.Si p est un idéal promier minimel de x (i.e._#i p est minimal dans

1'ensemble des idéaux premiers contcnant x ) , p est premier non-nul minimal,

Cela résulte du théoréme 1 et du corollairc au théordme 5, exposé 2.

Proposition 3.- Soient A une algebre affine do dimension n sur K,

Xy 5 «e» 5 X, des 6éléments de A et p un idéal premier minimal de 1'idéal

engendré par X5 eee y X (i,e. un élément minimal de 1'ensemble des idéaux

premiers contenant cet idéal). On a alors dim A/p> n -r ,

La démonstration procéde par récurrence sur r . La proposition est évi-
dente s1 r = 0 et résulte du lemme 6 si r = 1 . Supposons que r > 1 et
que la proposition soit vraie pour r - 1 ., L'idéal p contient un idéal pre-
mier minimal g de 1'idéal cngendré par X) 5 eee 5 X q s ©b
Qim A/g > n-r+l . Soit E} 1'image de X, dans A/g 5 E/Q est alors un

idéal promier minimal de 1'idéal engendré par %, deas A/g .8 X, =0, on
a p=4q ; sinon, p/q» est minimal dans 1'ensemble des idéaux premiers

# {0} de A/q (lem;e~6) , d'ol (par le théoréme 2) ,

dim A/g = dim (A/g)/(g/g) = dim A/g - 1 ; dans tous los cas, on a dim A/p >
2 n-r,

La proposition 3 admet une réciproque :
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Proposition 4.~ Soient A une algebre affinc de dimension n , p un

idéal premicr de 4 et n - r = dim A/p . Il oxiste alors r éléments

Xy 5 eos 5 X, de P tels que l'on ait dim A/g =n - r pour tout idéal pre-

mier minimal q de 1'idéal engondré par ces éléments (ce qui implique que P

est 1'un de ces idéaux minimaux).

I1 existe dos éléments x; , ... , x, de A, algébriquement indépen-
dants sur le corps de base K , tels que A gsoit enticr sur B = K[xl ,.o.,xn]
et que BN p soit engendré par Xy 5 ece 3 X, DoUr un r' convenable,

Comme A/p cst entier sur B/(B N p) ; qui est de dimension n -r' , on a

r' =r . Soit q un idéael premier minimal de 1'idéal engendré par

X{ 9 eoe 5 Xy Alors g N B contient pANB; comnme A est entier sur B

et B intégralement clos, q contient un idéal premier q' tel que

q' "B = pA B . Comme g' contient x; , ... , X, , ona g': g ; comme

A/g ost centier sur B/(pN B) , onadima/g=n-r.,




