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Séminaire E.N.S., 1955/1956
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

VARIETES ALGEBRIQUES AFFINES
(Exposé de H. CARTAN, 21.11.1955).

1.~ Variétés algébriques affines.

Soient k un corps, et K une extension algébriquement close de k .

8i k est algdbriquement clos, on n'exclut pas le cas o k =K .
Soit a un idéal de 1'algébre des polyndmes k [X; , ... , X, 1. On
assocle & a l'ensemble des points (x; , +.s , Xh) € K* tels que

P(x1 g eee s xn) = 0 pour tout polyndme P & & ; cet ensemble sera noté
V(g) . On appclle k-enscmble algébrique affine, dans g* , tout ensemble de

points de la forme V(a) , pour un idéal a convenable.

Soit V un k-cnsemble algébrique affine de K* . Les
Pek([X;, .00y Xn] tels que P(x; , ... , X)) = O pour tout point

(xl s een s Xh) ¢ , forment un idéal, noté i(V) : idéal des polyndmes

"qui s'ennulent sur V ", On a évidemment, pour tout idéal a :
i(V(a))o a .

Notons que les points de K* sont en correspondance biunivogque avec les
homomorphismes de la k-algébre k [XI s soe s Xﬁ] dans K (considéré comme
k-algébre) : la correspondance associe au point (x1 5 ses 3 xn) 1'homomor-
phisme f tel que f(Xi) = %5 (tsig¢n). S8 a estun idéal, les points
de V(g) correspondent aux homomorphismes f dont le noyau contient a ;
1'igéal i(V(a)) n'est autre que l'intersection des noyaux des homomorphismes

f dont le noyau contient a .
Théoréme 1,- 81 p est un idéal premier de k [Xl 9 eoo g Xn] , On a

(i,e: tout polyndme qui s'annule sur V(p) appartient & p ).

Démongtration s notons A 1'algébre quotient k [Xl s eee Xn] /p

qui est un anneau d'intégrité. On veut montrer ceci : si v e A est £0,
il existe un k-homomorphisme g de A dans K tel que g(v) #0 . Cela va
résulter d'un lemme général :

Lemme : soient A un anneau intégre, B un sous-anneau de A tel que
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A soit engendré par B et un nombre fini d'éléments. Soit v £ 0 un é1é-
ment de A . Il existe alors un élément u # O de B jouissant de la proprié-

té suivante : tout homomorphisme f de B dans un corps algébriquement clog

K, tel que f(u) £0 , 8e prolonge d'au moins une maniérec en.un homomorphisme
g de A dans K, tel que g(v) £0 .

Procédant par récurrcnce sur le nombre des éléments d'un systéme de géné-
ratcurs de A sur B , on se raméne au cas ou A = B [x] . Supposons d'abord
x transcendant sur le corps des fractions de B j soit
v= o bix1 » bj€B , b #0. Soit f un homomorphisme de B dans

€igm
K tel que f(bm) # 0 ; puisque X est infini, il existe é ¢ K tel que
> f(bi)gl #0; £ se prolonge en un homomorphisme g de A dans K
Otiem

tel que g(x) = & , a'oh g(v) # 0 . Supposons maintenant x algébrique
sur B ; il existe alors un u # 0 dans A tel que ux et uv"1 ‘soient
entierg sur B . L'cnsemble S des pulssances u? (n >0) est miltiplicati~
vement stable et ne contient pas O . Soit alors f un homomorphisme de B
dans K tel que f(u) #0 ; le noyau de f ne rencontront pas S, f se -
prolonge en un homomorphisme f1 de BS =B [u—lj dans K ; il est clair que

-1 , .
x et v sont entiers sur BS 3 par suite fl se prolonge en un homomor-

phisme g, de B [u™? y X, v 1] dans surcorps de K (cf. Exposé 1,
corollaire 2 du théoréeme 3), Comme x est entier sur B [uflj , et

f,(B [u—lj)c: K , g,(x) est algébrique sur K , donc est dans K . La restric-
tion g de & 3 B[x] est un homomorphisme de A dans X , et puisque

gl(v)gl(vnl) =1, onablen g(v) £0.

Le lemme étant ainsi établi, il suffit de 1'appliquer au cas ou

B=k,A=k[X ,...,%X]/p , pour obtenir le théorsme 1 .

Corollaire du théoréme 1 : si 1'idéal a ¢ k [X; 5 oe. 5 X1 est inter-

section d'un nombre fini d'idéaux premiers p; 5 alors

i(v(a)) =a .

En effet, si un k-homomorphisme de k [X] 5 oee s X,] dans K aun
noyau qui contient a , ce noyau contient 1'un des p; (car ce noyau est un
idéal premier). Done i(V(a)) est 1'intersection des i(V(gi)) , ¢'est-a-dire
des p, (dtaprés le théoréme 1).

Ce corollaire a des conséquences importantes. D'abord, soit a un idéal
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quelconque ; soit b 1l'intersection des idéaux premiers contenant a .
D'aprds le théoréme 4 de L'Exposé 2, b est l'intersection d'un nombre fini
d'idéaux premiers p; contenant a ; on A done i(V(b)) = b, et par suite
i(V(a)) = b . Or tout élément de b posséde une puissance dans a (Exposé 2,
proposition 6) ; autrement dit, tout polyndme qui s'annule sur V(a) posséde

une puissance dans 1'idéal a . C'est le "Nullstellensatz’ de Hilbert.

D'autre part, avce les mémes notations, 1l'ensemble V(g) est réunion des
ensembles V(pi) en nombre fini : tout k-ensemble algébrique affine est

réunion d'un nombre fini de k-ensembles algébriques dont 1'idéal est premier.

Tout ensemble algébrique de la forme V(p) , p premier, s'appelle une

k-variété algébrique affine. On voit aussitot que les k-variétés algébriques

affines ne sont autres que les k-ensembles algébriques affines irréductibles

(i.e. qui ne sont pas réunion de deux vrais sous-ensembles algébriques). Ainsi
tout k-ensemble algébrique affine V est réunion d'un nombre fini de
k-variétés algébriques affines, qui sont les éléments mximaux de 1'ensemble

des k-variétés algébriques affines contenues dans V .

2.- La notion de (k , K)-variété affine abstraite.

k désigne toujours un corps, et K un surcorps algébriquement clos,

Soit a une intersection d'idéaux premiers de k [Xl g eco g Xn] , et
soit V(a) 1'ensemble algébrique affinc défini par a . Soit A 1'anneau-
quotient k [Z; 5 veu xn] /a 3 tout polyndme P k [X] 5 oo s xnj définit
une fonction sur V(a) , 3 savoir (% , «.s 4 xh) —> P(x; 5 ven xh) ; et

deux polyndmes P et P! définissent la méme fonction si et seulement si

P-P' & a. Ainsi la k-algébre A g'identifie a une algébre de fonctions

sur V(a) , & valeurs dans K .

Pour que cettc algdbre A soit integre, il faut et il suffit que a

soit premier, c'est-a-dire que V(a) soit une k-variété affine.

Définition : on appclle (k , K)-ensemble algébrique affine abstrait un

ensemble V muni d'une k-algébre A de fonctions définies sur V , & valeurs

dans K , satisfaigant & l'axiome suivant ¢

(EA) pour tout k-homomorphisme f de A dans K , il existe un point

x € V et un seul, tel que f(u) = u(x) pour tout w €4,

De plus, V prend le nom de (k , K)-variété affine abstraite, ei 1'alge-

bre A est intégre. Dans ce cas, le corps des fractions de A se note SF(V)




et s'appelle le corps de la variété V .

Il est clair que tout k-cnsemble algébrique (resp. toute k-variété) V
de K% définit un (k , K)-ensemble algébrique abstrait (resp. une (k , K)-
variété algébrique affine abstraite): onprend pour A la k-algébre des fonctions

induites sur V par les éléments de k [X; 5 «u0 Xn] .

Réeiproquement, soit A une k-algébre de type fini (i.e: engendrée sur
k .par un nombre fini d'éléments), et supposons A sans élément nilpotent
# 0 . Choisissons un systéme fini de générateurs X5 (1<1<n) de A
eeci identifie A 2 un quotient WX, , ..., Xn] /a , ou a est inter-
section d'idéaux premiers. Alors A s'identifie & une k-algébre de fonctions
sur 1'ensemble V(a) < K" , et V(a) , muni de 1'algdbre 4 , est un
(k , K)-ensemble algébrique affine abstrait. C'est une variété algébrique affi-
ne (abstraite) si et seulement si A est intégre.

Ceci conduit & poser la

Définition : on appelle k-algébre affine toute k-algdbre intégre qui

est de type fini sur k.

La notion d'isomorphisme de (k ’ K)-ensembles algébriques affines

abstraits résulte de la définition de la structure : une application
@t Vs V' estun isomorphisme de (V , A) sur (V' , A') si c'est une
bijection qui transforme les fonctions de A' (fonctions sur V' ) en les

fonctions de A (fonctions sur V ).

Il est clair que la donnée de la k-algébre A (k-algébre de type fini,
sans élément nilpotent # O ) détermine un (k , K)-ensemble algébrique affine
V & un isomorphigme prés, puisque V s'identifie & l'ensemble des k-homo-
morphismes de A dans K . En particulier, la donnée d'une k-algdbre affine

A définit une (k , K)-variété algébrique affine abstraite, & un isomorphsime
prés.

Soient. (V , 4) et (V' , A') deux (k , K)-cnsembles algébriques affi-
nes abstraits. On appelle morphisme, ou application régulidre, du premier dans
le second, une application g ¢ V-3 V' telle que, pour toute fonction
f'e A' , l'application f' o ¢: V-—s K appartiennc & A . IL est clair

que le composé de deux morphismes est un morphisme ; tout isomorphisme est un
morphisme ; si une bijection est un morphisme ainsi que son application réei-
proque, c'est un isomorphisme.

Un morphisme ? : V— V' définit un k-homomorphisme f£! - f'o ¥
de 1l'algébre A' dans l'algébre A . Réciproquement, soit g : A' —5 A
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un k-homomorphismes d'algébres ; & tout k-homomorphisme A -» K associons
le k-homomorphisme composé A' _gg A 5 K ; on obtient aingsi une applica-
tion @ ¢ V-—>» V', qui est un morphisme. Nous avons done défini une corres-

pondance biunivoque entre les morphismes V —_— V' et les k-homomorphismes
d'algébres A' __5 A,

Soit (V , A) un k-ensemble algéhrique affine abstrait. Une sous-varié-

té de V est un sous-ensemble W V tel que la k-algdbre B des fonctions
induites sur W par les fonctions de A définisse sur W une structure de

(k , K)-variété algébrique affine (abstraite). On voit que W est 1'cnsemble
des zéros d'un idéal premier p de A , 1'anncau B étant A/g ; réeiproque-
ment, tout idéal premier p do A définit une sous-variété W de V , dont
1'algdbre est A/g (ceci ;ésulte du théoréme 1), On a ainsi défini une corres-

pondance biunivoque entre sous-variétés de V et idéaux premiers de A .

Supposons en particulier que V soit une varidété affine (abstraite) H
soit A 1'algdbre de V , et soit W une sous-variété de V , rel tive a
1'idéal premier p de A . L'anneau local de W est, par définition,
1l'anneau de fractzons Ap (ef. Exposé 1) ; il se compose des fractions dont
le dénominateur est une Fonction non identiquement nulle sur W ; 1l'anneau

local Ap se plonge dans le corps & (V) . Le quotient Ap/bAp de 1l'anneau

local Ap par son idéal maximal pAp est un corps ; d'aprés 1'Exposé 1

(proposition 4) s Ce corps s'identifie au corps des fractions de 1l'anneau
d'intégrité A/p = B, c'est-a-dire au corps 5 (W) deo la variété W .

Remarque ¢ Chaque point x €V , c'est-i~dire chaque k-homomorphisme f
A —> K, définit une sous-variété W qui contient le point x , & savoir
celle dont 1'idéal p est le noyaude f ; W est 1la plus petite sous-variété
contenant x , elle ne se réduit pas & x en général. Toutefois, si k.= K
(algébriquement clos), tout point est une gous-variété, car on a une corres-
pondance biunivoque entre les points de V et les idéaux maximaux de A
(cf. Appendice).

3.~ La topologic de Zariski.

Soit (V, A) un (k , K)-ensemble algébrique affine (abstrait). On défi-
nit sur V 1la topologie suivante : les enscmbles fermés sont, par définition,
les (k , K)-ensembles algébriques contenus dans V ; ils sont en correspon-
dance biunivoque avec les idéoux de A qui sont intersection d'idéaux premiers.
Les axiomes d'une topologie sont satisfaits, car toutc intersection de fermés

est un fermé, et la réunion de deux fermés cst un fermé (prendre 1'intersection



3-06

des idéaux correspondants). L'adhérence d'un point n'est autre que la plus
petite variété le contenant,

Dire que V ost une variété revient & dire que V n'est pas la réunion
de deux fermés distinets de V . Alors deux ouverts non vides de V se coupent

toujours : en particulier; la topologie de V n'est pas séparéc,

Tout morphisme ¢ : V —s V' est continu pour les topologies de V et
V' ;5 en effet, L'imege réciproque d'un sous-cnsemble algébrique de V' est un

sous-ensemble algébrique de V .

Proposition 1.- Soit § 3 V —s V' un morphisme, et soit g: & 5 A
1'homomorphisme défini par ¢ (A et A' désignont les algdbres de V et
V' ). L'adhérence de ¢ (V) dans V' est un (k , K)-enscmble algébrique
dont 1'algdbre B' est isomorphe & l'image de g ; si V est une variété,

qlvi est une variété ; pour que <@(V) goit dense dang V' , il faut et il
que g soit un monomorphisme (i.e.: que le noyau de g soit nul).

Démonstration : 1l'algébre B' s'identifie au quotient de A' par 1'idéal
des ¢léments qui s'annulent sur c?(V) s clost aussi 1'idéal des éléments qui

s'annulent sur q(V) s c'est-a-dire le noyau de g ¢ A' __, A ; done g
induit un isomorphisme dc¢ B' sur la sous-algébre de A , image de g . Si
V est une variété, A est intégre, done B' est intdgre, et <¥z§$ est une
variété. Pour que ;TVT = V' , il faut et il suffit que le noyau de g soit
nul,

Lorsque ;765 est dense dans V' , le¢ monomorphisme g ¢ A' 3. A

induit un monomarphisme g des corps de fractions ¢

g: T(V') - T(V) .

Soit V une (k , K)-variété affine, d'algébre A , ot soit u#Z O un
élément de A , Soit U 1'ensemble des points de V ol la fonction w ne
s'annule pas ; U est un ouvert non vide. Soit B la sous-algdbre de ¥ (V)
engendrée par A et ut ; B est évidemment une k-algébre affine, donc défi-
nit sur U une structure de (k , K)-variété affine (abstraite). Cette struc-
ture ne dépend que de l'ouvert U , et non du choixde u3j car si u'é€ A
définit le méme ensemble U , alors (d'aprés le Nullstellensatz), il existe une

puissance de u' qui est divisible par u , et une puissance de u. qui est
divisible par u' ; donc A [u’lj = A [u'-lj . Les éléments du corps F (V)
qui appartiénnent 3 B = A [u_lj sont dits définis sur U ; ils induisent sur
U la k-algeébre de fonctions qui définit la structurc de (k , K)-variété
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affine de U .,

Un ouvert U de V , défini comme ci-dessus, s'appellera un ouvert affine

spécial de la variété V . Il est clair que toute interscetion finie d'ouverts

affines spéciaux est un ouvert affine spécial,

L'injection U —p V définit un homomorphisme (V) —s $(U) , qui

est visiblement un isomorphisme des corps % (V) et ¥ (U) .

Propogition 2.~ Soient V ot V' deux (k , K)-variétés affines
(abstraites), ot soit ¢ : V —» V' un morphisme tel que (V) sgoit dense
dans V' ., Pour que 1'homomorphisme g S() > (V) aéfini par @
goilt un isomorphisme, il faut et il suffit qu'il existe un ouvert affine

sEécial VO(: V , ¢t un ouvert affine spécial Vé < V' , tels que la restric-

tionde ¢ & V, poit un isomorphisme de V,  sur VI .

Démonstration ¢ la condition est évidemment suffisante, comme le montre

le diagramme commutatif

T () — F (V)
N ol
Ty — F(v)
Montrons que la cohdition est nécessaire : soit (xi) un systeme fini de
générateurs de A ; il existe des v € A et z,€ A' tels que

xig(zi) = g(yi) 5 Zi_ 7£ 0 .

Soit 2z 1le produit des Zg 5 alors z # 0 définit un ouvert affine spéeisl
Vicut s g applique 1'algdbre Al de V! sur la sous-algtbre A de

T(V) engendrée per A ot (g(z))-I 3 donc A est l'algdbre d'un ouvert
affine spéeial Vo de V . Il s'ensuit que § induit un isomorphisme de

]
V0 sur Vo .

4.~ Produits ct corrcspondances.

Soient toujours k un corps, ot K un surcorps algébriquement clos.
Soient A et B les algébres de deux (k , K)-ensembles algébriques‘affines
(abstraits) V et W, Soit ¢ 1le quotient de 1l'algébre A X B par 1l'idéal
des éléments nilpotents ; alors C ost une k-algdbre de type fini, sans é1lé-
ment nilpotent # 0 ; donc C définit un (k , K)-ensemble algébrique U .

Les points dc U correspondent aux k-homomorphismes C —x K , qui corres-
pondent biunivoquement aux k-homomorphismes A Ry B —= K , lesquels sont

en correspondance biunivoque avec les couples (f , g) de k-homomorphismes



f:A—-> K, g:B—> K

(au couple (f , g) on associe l'homomorphisme h 3 Ay, B—> K défini
par h(a & b) = f(a)g(b) ). Ainsi U est en correspondance biunivoque (cano-
nique) avec l'ensemble produit V x W ; et les éléments de C s'identifient

3 des fonctions sur V x W, qui est done muni d'une structure de (k , X)-

ensemble algébrique affine (abstrait).

Les monomorphismes A —» C et B -—» C , définis par les injections
canoniques A -3 A % B et B —s A % B , correspondent aux morphismes
VxWe>» V et V xW—~-> W, qul ne sont autresque les projections canoni-

ques d'un ensemble produit sur ses facteurs. Nous les noterons Py et Py .
Il se peut que V x W ne soit pas une variété (i.e: un ensemble algébri-
que irréductible), méme si V et W sont des variétés. Toutefois @

Théoréme 2.~ Si k est algébriquement clos, ot si V et W sont des

(k , K)-variétés, leur produit V x W est une (k , K)-variété.

Démonstration : il suffit de montrer que 1l'algébre A &1(B est integre
(condition qui ne fait pas intervenir le corps K ). Prenons pour cela K =k ;
alors il est classique que A‘ij B s'identifie & une algébre de fonctions sur

V x W, donc est sans élément nilpotent. Pour montrer que A % B est integre,
il suffit de montrcr que V x W est irréductible (mais cette fois V et W
sont les variétés définies par A et B en prenant K = k ), Supposons donc
que V x W soit réunion de deux fermés C et C' ; pour chaque point a € V ,
le produit {a} x W est une variété (ici intervient 1l'hypothése k =K ),
réunion de ses intersections avee C et O! : done {a} x V est contenu dans
C oudans C' ; l'cnsemble A des a ¢ V tels que %a} xVec C est un
fermé, ot de méme l'ensemble A' des a € V tels que {ay x Ve C' 5V est
réunion de A et A' , doncona A=V ou A' =V, ce qui implique que

VxW est égal a C oud C' , et achdéve la démonstration.

Remarque ¢ soient L et M des surcorps d'un corps algébriquement clos

k ; alors L;;>_?,k M cst un anneau d'intégrité. En effet, il suffit de le prou-

ver lorsque les extensions L et M sont engendrées par un nombre fini
d'éléments ; or dans ce cas L ot M sont isomorphes & des corps F (V) et
F(W) de k-variétés affines convenables, et par suite L&, M se plonge
dans le corps & (V x W) .

Définition ¢ soient V et W des (k , K)-variétés affines (abstraites).

On appelle (k , K)-correspondance algébrique entre V et W wun
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(k , K)-sous-engemble algébrique [" du produit V x W ; la correspondance est
dite irrdductible si T est une variété. Toute correspondance est réunion

d'un nombre fini de correspondances irréductibles.

Soit ( une correspondance irréductible. Notons V, et W, les adhé-
rences de pl(r) et pz(f ) ; ce sont des sous-variétés de V et W respec-

tivement (cf. proposition 1), et ¥ induit une correspondance entre V1 et
W; « On notera A(Vl) , A(wl) y A(T) 1les algtbres des variétés V, , W, et

" ; on notera gy A(Vl) - A(T) et g * A(Vz) —> A() les monomor-
phismes définis par P; et p, .

On se proposc d'examiner quelques types particuliers de correspondances
(irréductibles).

Premier cag : V; =V, ot .é-l_ : 7 (') est un isomorphisme.
On dit alors quec [ est une fonction sur V & valeurs dans W . En réalité,

la proposition 2 montre qu'il existe deux ouverts affines spéeiaux [ 0 & B

et Vocj V tels que la projection Py ¢ M —» V induise un isomorphisme de
ro sur V 0’ si on compose l'application réecipreguc Vo —_— I‘o avec la
projection p, : r o = W ; on obtient une application régulisre vV, —> W,

Cette derniére application ne se prolonge pas, en général, en une véritable

application de V dans W , malgré la terminologie adoptée. IL est facile de
voir que, réciproqucnent, tout worphisme V, —» W d'un ouvert affine spécial

VooV dens W, définit une "fonction sur V & valeurs dans W ".

Deuxidme cas @ V1 =V, et BJI =W . Alors on a des homomorphismes

FM— M, gH: T — FO,

oo
oo

g
qui plongent les corps ¢ (V) et (W) dans un méme corps Q = % () .
Réeiproquement, donnons-nous deux k-plongements de «f (V) et (W) dans
un méme surcorps Q de k ; ils envoient A(V) et A(W) sur des sous-algé-
gres de Q ; ces sous-algébres engendrent une sous-algébre affine B de Q ,
et B définit une (k , K)-variété T . Les monomorphismes A(V) ~—s A()
et A(W) —= A(I") définissent des applications régulitres [ .3 V et
[ —> W sur des sous-ensembles denses dans V et W s et 1'application
produit [ 3 V xW identifie I & une sous-variété de V x W . Ainsi les
plongements de J (V) et F(W) dans un méme surcorps de k définissent une
correspondance [ telle que Vy=V et W, =W,

Nous dirons que deux sous-variétés V' c V et W'c W se correspondent

per [ , s'il existe une sous-variété ' de I telle que les projections
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Py et Py appliquent I”' sur des sous-enscmbles denses dans V' et W'
respectivement.

Proposition 3,- Dans les hypothéses précédentes (c'est-a-dire lorsque (

est une correspondance irréductible qui permet d'identificr & (V) et & (W)

4 des sous-corps de %(f) ), une condition nécessaire et suffisante pour que

deux sous-variétés V'c V et W'c W se correspondent est que les onneaux
locaux R et S de V' et W' , soient dominés par un méme anneau local de

F(r) .
’ . 1 N . s « 24 2 "‘l d t"' d 'b
Démonstration : supposons l'existence d'une sous-variéte e on

les projections soient denses dans V' et W' ; soient Ps,a,r les idéaux
premiers de V' , W' , ', Identifiant A(V) et A(W) & des sous-anneaux de
A(F) ,ona A(V)nr=p, A(W)Nr=gq,6 d'ol il suit que les anneaux

locaux R = A(V)p ot S = A(w)q sont dominés par l'anneau local T = A(r)r .

Réciproquement, soit T un anneau local de ¢ (I7) qui domine R et S; T
contient le sous-anneau cngendré par R et S, ot a fortiori le sous-anneau
engendré par A(V) et A(W) , c'est-d-dire T contient A(7) . L'idéal maxi-
mal de T coupe A(f) suivant un idéal premier r , qui définit une sous-
variété ™' de  ; et ona A(V) mr= P, AW N zr=gq. Donec ona des

monomorphismes A(V)/p —s A(7)/r , A(w)/g —> A(M)/r , yui montrent que
P; et Py appliquent ' sur des sous—ensembles denses dans V' et W'
respectivement.

Remargue : lorsque k = K (algébriquement clos), ce qui préecéde s'applique
eu cas de deux pointe x¢V ot ye¢ W qui se correepondent par M, c'est-a-dire

tels que (x , y)e I . Mais méme dans ce oas (k = K) , il se peut qu'un

point de V corresponde & des variétés non ponctuelles de W .

Troisiéme cas ¢ correspondances birationnelles. On dit que [~ est une

correspondance birationnelle entrc V et W si I est irréductible, si
Vi =V, W =W, et si enfin les homomorphismes é; : TV) — F(N) et

T —s F(r) sont des isomorphismes.

&>

La donnde d'une correspondance birationnelle définit donc un isomorphisme
F(V) = F (W) . Réciproquement, la donnée d'un tel isomorphisme définit une
correspondance (voir deuxidme cas), et cette correspondance est birationnelle.

Une correspondance est dite birégulidre si les projections [ —> V et

' —s W sont des isomorphismes (de variétésaffines) ; une telle correspon-
dance définit un isomorphisme de V sur W .
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Proposition 4.~ Soit (  une correspondance birationnelle entre V gt

W ; il existe alors deux ouverts affines spéciaux V < V et W < W tels

que [ induise une correspondance birégulisre {‘o entre Vo et Wo (done

définisse un isomorphisme de Vo sur wo ). Réciproquement, la donnée de deux

ouverts affines spéciaux VO cV et woc: W et d'un isomorphisme de Vo sur

W, définit une correspondance birationnelle entre V et W,

Démonstration ¢ si ¥ (V) —> F(F) ocst un isomorphisme, la proposition

2 dit qu'il existe un ouvert affine spéeial ri < et un ouvert affine
spécial V,c V tels que 1'application I" w—3- V induise un isomorphisme de
ri sur V, . On a de méme un isomorphisme de I, <. i sur Wye W . Alors
on prend ro = "lzﬁ ré s VO et wo étant les projcctions de r; dans V

et W,

Réeiproquement, un isomorphisme de Vo sur wo définit un isomorphisme
i?(vo):::?’(wo) , donc un isomorphisme F (V) - F(W) , e'cst-a-dire une
correspondance birationnelle entre V et W ., C'est la seulc qui induise

1'isomorphisme donné entre vV, et W, .

APPENDICE ¢ Anneaux de Jacobson.

On a les deux propositions suivantes :

Proposition 5.~ S1 k est un corps, tout idéal premier de k[X1 ,...,Xn]

est intersection des idéaux maximeux qui le contiennent.

Proposition 6.~ Si k est un corps algébriquement clos, l'application
qui, & chaque point (x; , +.0 xh) e ¥ , associe le noyau de 1'homomorphis-
me k [Xl 9 eoe Xn] —~—» k défini par ce point, est une bijection de

l'ensemble k sur 1'ensemble des idéaux maximaux de k [Xl 9 vee an .

De ceg deux propositions on déduirait facilement & nouveau le théoréme 1
(paragraphe 1),

Ceg deux propositions résultent d'un théordme plus général, qui concerne
les"anneaux de Jacobson', |

Définition : un anneau B est un anneau dc Jacobson si tout idéal pre-

mier p de B cst intersecction des idéaux maximaux contenant p. (I1 est
clair aue tout anncau quotient d'un anneau de Jacobson est de Ja;obson. Tout
corps est un anneau de Jacobson ; l'anncau 7 des entiers naturels est un
anncau de Jacobson), |

Théordme 3.~ Soit B un anneau de Jacobson, et soit A = B[X1 seces Xn] .
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Alors :
(i) 1ltanneau A est un anneau de Jacobson ;

(ii) si p est un idéal maximal de A , 1'idéal g =p "B est um idéal

-

maximal de B , et _le corps A/p est algébrique sur le corps B/q .

Démonstration : (i) soit p un idéal premier de 4 , et soit g=p~ B.
Alors A' = A/p est un sur-anneau intégre, de type fini, de B' = B/q . On
veut montrer q;e le radical de A' est réduit a 0 ; pour cela, prenons
veA' , v#0, ot montrons qu'il existe un idéal maximal de A' ne conte-
nant pas v . D'aprés le lemme du paragraphe 1 , il existc u € B' , u#0,
tel quc tout homomorphisme f de B! dans un corps algébriquement clos X ,
satisfaisant & f(u) £ 0 s se prolonge en un homomorphisme g de A' dans K,
tel que g(v) # 0 . Puisque B' cst un anncau de Jacobson, il existe un idéal
maximal m C B' tel que ug m ; prenons pour K la cldoturc algébrique de
B'/g s et pour f 1l'homomorphisme canonique de B' dans K . Alors g(A')
est unc algeébre de type fini sur f£(B') , contenue dans K , donc c'est un
corps ; le noyau de g cst un idéal maximal qui ne contient pas v , puisque
g(v) £0. '

(ii) dans la situation précédente, supposons de plus que A' = A/p soit wn
corps. Alors g est un isomorphisme de A' sur un sous-corps de K , et par
sulte f est un monomorphisme, c¢'est-a-dire m = O ; autrement dit, B' est
un corps, et gq est un idéal maximel de B . Puisque K est algébrique sur
B' , A' = A/g “est a fortiori algébrique sur B' = B/q .

Remarque : la notion d'anneau de Jacobson est due & W, KRULL, ainsi que
le théordme 3 ci-dessus, mais la démonstration de Krull fait appel & la théorie
de 1l'élimination (W. KRULL, Proc., Intern. Congress Math. 1950, II, p. 56-64).




