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Séminaire E.N.S., 1955-56
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

ANNEAUX NOETHSRIENS.
(Exposé de J. LAFON, 14.11,1955)

Observation sur 1'Exposé 1 : on peut donner, du théoréme 3, (a) de 1l'Expo-
sé 1, une démonstration directe qui n'utilise pas la théorie des anneaux de

valuation. Il s'agit de prouver ceci : soit A un sous-anneau d'un anneau

d'intégrité B , B entier sur A, 8i p est un idéal premier de A , il
existe un idéal premicr q de B tcl que q~nA=p.

—

Posons A - p =8 . On va montrer que si m est un idéal maximal de
1'anneau de fractions BS s M NB =g répond & la question ; autrement dit,
que mN A= p.

BS est entier sur AS , qui est un anneau local dont 1'idéal maximal est
PAq ; on a (EAS)f\ A =p (Exposé 1, proposition 1, (b)). D'aprés la proposi-
tion 7 de 1l'Exposé 1’~£AS est contenu dans le radical de BS » donc dans m .
Ainsi ga”xAS :’BAS » ot puisque m f!AS est premier, on a E,r‘AS = EAS .
D'ol _xgr\A:(x_xlﬂAS)f‘\A:(gAS)f\A=P_.

Remarque : le théoréme et sa démonstration s'étendent au cas ol B n'est

pas supposé intégre ; il faut alors faire usage de l'anneau de fractions BS ’

mais cette notion n'a pas été définiec dans 1'Exposé 1.

1.~ Modules noecthériens.

Proposition 1.- Pour un module M sur un anneau A , les trois condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) +tout cnsemble non vide de sous-modules de M admet au moins un

élément maximal (pour la relation d'inclusion) s

(ii) toute suite croissantc de sous-modules M de M (Mn<: Mn+I) est

stationnaire (i.e: M =M pour n assez grand) ;

n+1

(iii) tout sous-module de 11 est de type fini (i.e: engendré par un

systéme fini d'éléments).

L'équivalence de (i) et (ii) est classique, et d'ailleurs purement ensem-
bliste. Montrons que (i) entrafne (iii) : soit N un sous-module de M ;
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goit N' un élément maximal de 1'ensemble des sous-modules de type fini de
N.Ona N' =N, carsi aec N et agN', le sous-module engendré par N!'
ot & serait de type fini et # N' , contrairement & 1'hypothdse de maximalité
faite sur N' . Ainsi N est de type fini.

Enfin, (iii) entraine (ii) : soit N la réunion d'unc suite croissante
de sous-modules M ; N est engendré par un systéme fini d'éléments ; ceux-ci
appartiennent & un M , et par suite Mh = Mk pour n >k .

Remarque : si un module M satisfait aux conditions de la proposition 1,

tout systéme S de générateurs de M contient une partie finie S' qui

engendre M . En effet, 1'ensemble des modules engendrés par les parties finies

de S possdde un élément maximal, qui est nécessairement M .

Définition ¢ on appelle module noethérien un module M qui satisfait aux

trois conditions (équivalentes) (i) , (ii) , (iii) de la proposition 1 .

Proposition 2.- Soit une suite exacte de modules 0 —N -—g-)M -5pr —o0.

Pour que M soit noethérien, il faut et il suffit que N et P goient

noethériens.

La condition est nécessaire : & toute suite croissante de sous-modules de
N (resp. de P ), on apsocie la suite croissante des images directes dans M
(resp. des images réciproques dans M ), qui-est stationnaire. La condition est
suffisante 3 soit thE une suite croissante de sous-modules de M ; soit Pn
l'image directe de Mh dans P , et soit Nn 1ltimage réciproque de Mh dans

N ; puisque N et P sont noetheriens, on a Nh+1 = Nn et Pn+1 = P pour

n
n assez grand, Soit alors x €M ., . Puisque P , =P, s ilyaun x' €M
tel que g(x-x') =0, d'od x - x' ¢ £(N) ; comme x , x'eM , ,ona

5
n

X - x'é f(Nn+1) = f(Nn) , puisque N, = ; onadonc x-x'eM ,d'ol
X €& Mn ’ et Mn+1=l\'1n'

Corollaire ¢ Si un module M est somme d'une famille finie de sous-modu-

les noethériens My , M est noethérien.

On procéde par récurrence sur le nombre des M, , ce qui raméne la démons-
tration au cas de deux sous-modules M1 et Mé . Alors M/M1 s'identifie a
un quotient de M, , donc est noethérien ; puisque M; et M/M1 sont noethé-
riens, M est noethérien.
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2.~ Anneaux noethériens.

Définition ¢ un anncau A est dit noethérien s'il est noethérien comme
A-module. Les propriétés (i) , (ii) et (iii) de la proposition 1 valent alors

pour les idéaux de A .

Proposition 3.~ Tout module M de type fini sur un anneau noethérien est

un module noethérien.

En effet, M est une somme finie de sous-modules monogénes, dont chacun
est noethérien (quotient du A-module A ); il suffit alors d'appliquer le

corollaire de la proposition 2.

Proposition 4.- Soit A un anncau a'intégrité nocthérien, et soit 8

une partie non vide, multiplicativement stable, de A ne contenant pas O,

Alors l'anneau AS est noethérien.

En effet, soit une suite croissante d'idéaux my de AS ; les idéaux

mo = mﬂ’ﬁ A de A forment une suite croissante, donc stationnaire ; la suite

m! est donc stationnaire, en vertu de la proposition 1, (a) de 1'Exposé 1.

Théoréme 1 (Hilbert).- Si un anneau A est noethérien, l'anneau des

polynomes A [X] est noethérien.

Démonstration : soit a un idéal de A [x]; soit M, le A-module des
est de type fini,

polynomes de degré < n , et a, =8 f\Mh . Le A-module én

puisque sous-module de Mh qui est somme directe de n+! modules isomorphes

& A . Pour tout €M , notons f (M) le coefficient de X' dans y ;

'fn est une forme linéaire sur Mn , donc l'image fn(gn) = Eh est un idéal

S é s ¢ = ;

de A.Si uéa ,alors Xpuea 4 ot fn+1(x#) fn(y) ; done bchb ..
Puisque A est noethérien, il existe un entier p tel que ph = gp pour
nzep.

Montrons, par récurrence sur n » p , que g, est contenu dans l'idéal
de A[X] ecngendré par 2 C'est trivigl pour n = p j supposons-le vral
pour n-1 (n> p) , et montrons-le pour n . Soit MeEa; puisque
fn(}A) € Eb , 1l existe wve 8, tel que fp(z)) = fn(}l) s done

£ (- ¥ Py) =0, clest-a-dire p-X"Py¢ a,_, » ot par suite M est

dans 1'idéal de A [X] engendré par 8,

Ainsi a est 1'idéal de A [X] engendré par ag . Un systéme fini de
générateurs de &, comme A-module engendre donc a comme A [X}-module, et

ceci achéve la démonstration.
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Corollaire du théoréme 1 : Soit B un sur-anneau d'un anneau noethérien

A, engendré (comme anneau) par A et un nombre fini d'éléments x; € B :

alors B est _noethérien.

En effet, on se raméne par récurrence au cas ou B est engendré par A

et un élément x ; alors B est isomorphe & un quotient de A [X].

3.- Théoréme de Krull-Artin et ses conséquences.

Rappelons la notation classique : si M est un A-module, et a un
idéal de A , on note aM le sous-module de M , formé des sommes finies
d'éléments de la forme ax , avec a € a , x ¢ M . On applique cette notation
au cas ou M est aussi un idéal : d'ol la notion de produit de deux idéaux,

. n .
et de puissance & d'un idéal a .

Théoréme 2.- Soient a un idéal d'un anncau noethérien A , N un

A-module de type fini, et P un sous-module de N . Il existe un entier
h =20 tel que
(a™) N P = gn-h((ahN):ﬂ P) pour tout n >h .,

Démonstration : il est évident que

gn-h((ghN)/\ P) (j(gFN)lﬁ P,

On va montrer 1l'inclusion en sens contraire, Soit (u1 9 eee 5 U ) un systéme
fini de générateursdel'idéal a ; et soit (}ﬁ 5 e 3 “s) un systeme fini
de générateurs du module N ., Tout élément de anN s'éerit

f%%:é Fj(ul s vee ur)/¢5 , ou FJ.(X1 s eee g Xr) est un élément homogeéne de
degfé n de l'anneau des polynomes A [Xl 5 sos Xr] = T¢ . Le produit TYS

de s exemplaires de TV cst un TI-module noethérien, Soit S 1'ensemble des
.8 N a
(F1 3 ses g FS) € 77 tels que Fios oony FS soient homogenes d'un méme

’ N7 .
degré, et que 15 F, (u1 soees s U ) J ¢ P, Le sous-module de TV° engen~
$je8 . 1
dré par S est engendré par une partie finie {?3(k)} de S, avec

4.k k) k . .
g( ) = (F§ / 9 ves Fé )) 5 soit ny le degré commun des polyncmes homogénes
k) k - n
F§ PP Fg ) . Alors v(k) = > F_(.k)(u1 s sre ur)/u. ¢ (a kN)(ﬁ P.
icjes $ =

Prenons h = sup Ny et soit n un entier > h . Soit vy (anN);ﬁ P

ona Vv = ;‘ F, (u1 yoeee s W) M My s ot ‘# = (F1 y 1coa sy F ) ¢ S . Done

$ = E:: H }( ) s OU Hk(Xl s eee 9 X ) = 7T est homogéne de degré n - ny
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(k)

Ainsi v = %;: H(uy , oo 5 u) 00 o OF

I I R A (CUE

Finalement v eg?_h((ghN)fﬂ P) , ce qui prouve l'inclusion
(énN) ~APc gn'h((ghN‘) ~P) .

Corollaire s Soient 81 5 ec0 5 8y des iddaux (en nombre fini) d'un

anneau noethérien 4 . Il existe un entier h >0 tel que

h h .
(a)) N eon(e) <a ... 8

r L[]
(au second membre figure le produit des idéaux a;) .

L'assertion est triviale pour r =1, Supposons-la vraiec pour

r-1 (r>1), et appliquons le théoréme en prenant a = 8 , N=A,
' t
M e f\(gr)h , h' étant tel que
o r\(ar)h'c: 8y v By e D'aprés le théoréme, il existe h'" tel que
h" h' h' _ h' hl
(21) n (22) 2 NN f\(gr) < gl((gz) AT r\(gr) ) .
Il suffit alors de prendre h = sup (h' , h") .

Théoréme 3.~ Soit r le radical d'un anneau noethérien A . Pour tout

A-module de type fini M , on a
n

Démonstration : soit P = /) (EnM) . Ona PcM, donc P est de

n
type fini. D'aprés le théoréme 2 , il existe un entier h tel que

(gnM) NP = gn—h(_:z_‘hM A P) pour n3> h .

Prenant n=h + 1 , il vient P = rP , et ceci implique P =0

(Exposé 1, Appendice).

Interprétation ¢ sur le module de type fini M, considérons la topologie

définie par les sous-modules inM , i étant un idéal de A contenu dans le
radical. Le théordme 3 affirme que cette topologie est séparée (1'intersection
des voisinages de O est réduite & O ). Pour cette topologie, tout sous-
module N est formé (car le module quotient M/N est géparé) ; de plus, la
topologie définie sur N par les sous-modules inN est la topologie induite

par celle de M , en vertu du théoréme 2.

Remarque : le théoréme 3 s'applique notamment lorsque A est un anneau
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local noethérien, r étant alors 1'idéal maximal de 4 .

4.~ Iddaux premiers contenant un idéal donné.

Id
Voici une proposition préliminaire, valable pour tout anneau (non néces-

sairement noethérien) :

Proposition 5.- Dans un anncau A , l'intersection de tous les idéaux

premiers de A sc compose des éléments nilpotents.

Démonstration : il est clair qu'un élément nilpotent appartient a tout
idéal premier. Réciproquement, soit i(A) 1'intersection des idéaux premiers
de A si A cst sous-anncau d'un anncau B , i(A) est contenu dans le
radical E(B) : car si m est un idéal maximal de B, m ~4 est premier.
Prenons eon particulier B =4 [X]; si a < 1(A) , aX est dans le radicel de
A[X], done 1 - aX est inversible dans A [X] , ce qui implique que &t =0

pour un entier n convenable.

(Remargue : on peut donner une autre démonstration : si a &€ A n'est pas
nilpotent, on montre 1l'existence d'un idéal premier ne contenant pas a . Pour
~cela, on utilise 1l'anneau de fractions Ag, ob 8 désigne l'ensemble des
puissances de a 3 mais commc dans 1'Exposé 1 , la théorie des anneaux de
fractions n'a été faite que pour un anneau d'intégrité, nous ne donnons pas

ici cette démonstration).

Proposition 6.~ Soit ¢ un idéal de 4 ; goit g' 1l'intersection des

idéaux premiers contenant g . Tout élément de q' posséde une puissance dans

. , - n .
q . Si de plus A est nocthérien, on a q' C g pour un entier n convenable.

Démonstration : la premidre assertion résulte de la proposition 5 , appli-

quée & l'anncau quotient A/q . Supposons A noethérien, et soit
{xl y oo g Xh} un ens?@?le fini de générateurs de q' ; pour chaque i ily
aun n(i) tel que x? 1/ ¢ q. Soit n = n(1) + ... + n(r) ; tout produit de

n ¢éléments de 1'ensemble §Xy 5 eeo s x,! est alors dans q , d'od gjn <q.

Théoréme 4.- Soient A un anneau nocthérien, et q un idéal de A . Deans

l'ensemble des idéaux premiers contenant q , il existe des é1éments minimaux

Py 5 ceux-ci sont en nombre fini, et tout idéal premier contenant g contient

1'un des

Ei o

Corollaire : avec les notations de la proposition 6, on a q' = () p;

d'ol ¢

qacC ) p,

n .
i 5 s q - (f;\ pi) pour un enticr n convenable.
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Démonstration du théordme : on utilisera un lemme de la théorie des

ensembles, qui est utile en diverses circonstances :

Lemme ¢ Soit E un ensemble de parties d'un ensemble A ;, tel que

l'intersection de deux éléments de E appartienne & % , et quc toute suite
croisgente d'éléments de E soit stationnairc., Un a € E est dit réductible
s'il existc beE, c ¢ E tclsque a=bnec,bfa,cfa; a estdit
irréductible dans le cas contraire. Alors tout a £ E opt interseetion d'un

nombre fini d'éléments irréductibles. De plus, s'il est vrai qu'un élément

irréductible ne peut jamais contenir une intersection b e sans contenir

b ou e, alors 1'cnsemble des éliments irréductibles qui contiennent un

¢lément donné a € E posséde des éléments minimaux p, 3 ceux-ci sont cn
p 1 2

nombre fini, et tout Slément irréductible qui contient a contient 1l'un d'eux ;

a ost done 1l'intcrscetion des Py -

La démonstration du lemme est immédiate : on la laisse au lectour.

5

Revenons alors au théoréme 4 . Pren.as pour E l'ensemble des idéaux de
A qui sont intersection (finie ou infinie) d'idéaux premiers. On va montrer :
pour qu'un idéal a € E soit irréductible (au sens du lemme) , 11 faut et il
suffit que a soit un idéal premier,

Tout d'abord, si a n'cst pas premier, a est réductible ; en effet,
soient x€ A,y €A tels que xy ¢ a,x¢a,y#a. Pour tout idéal
premicr p contenant & , ona X€p ou y&€p; done a=b nec, b dési-
gnant 1'intersection des idéaux premicrs contenant a et 1'élément x , ot c
désignant L'intersection des idéaux premiers contecnant a et 1'élément y .
Comme xéeb ¢t x¢fa,ona bFa; dendm c#a. Done a est réductible

Maintenant, montrons que si a=-brme,asb, a?c, alors a n'est
pas premicr. En effet, soient x €4 ot ye A telsque xcb, x#a,
yege

s y# a . Alors xy € a , ce qui montre que a n'est pas premier. En
particulier, si a o¢st réductible, a n'est pas premicr.

Ainsi les éléments irréductibles de l'cnsemble E sont exactement les
idéaux premiers de 1'anneau A . Et si un a irréductible contient une inter-
section b nc d'éléments de E , alors a contient b ou ¢ . Le lemme est

done applicable; et donne le théoréme,

5.~ Annecaux noethériens normsux.

Proposition 7.- Soit B un anneau local, noethérien et intégre. Si

1'idéal maximal m de B est principal, B est un anneau de valuation de
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son corps des fractions K , et tout idéal non nul de B est une puissance de

1'idéal maximal.

Démonstration : l'interscction des puissances gk est réduite & 0
(théoréme 3). Soit ue B, u#0 : soit n le plus grand entier k tel que

u € gk . Si z cst un générateur de 1'idéal principal m , on a

zuEB, uf B=m ,
et par suite z u ost un élément inversible de B . Done 1'idéal principal
uB est égal & Z'B = gn .

Tout idéal # 0 de B étant une somme d'idéaux principaux # 0 est
aussi une puissance m" . Soit alors V€ K ,v#O; ona v=uwl' ,ueB,
u' € B il existo dos enticrs n=0 ot p>0 tels que uw/z" ot u'/z?
goient des élémcnts inversibles de B ; done v ou v’l appartient & B,

. qui est bien un anneau de valuation de K .

Théorgme 5.~ Soit A un anncau d'intégrité nocthérien, intégralement

formé dens son corps des fractions K . Soit x e A , x#0 . Soit » 1l'un

des é1ldments minimaux de l'ensemble des idéaux premiers contenant x (théoré-

me 4). Alors :

est engendré par un

p

1°) 1'idéal maximal EAP =mn de l'snneau local A
élément de p (done AE est un znneau de valuation de K , d'aprés la propo-

sition 7) ;

2°) p est minimal dans 1'ensemblc de tous les idéaux #0 de 4 .

Démonstration : d'aprés la corrcspondance entre idéaux premiers de A

et idéaux premiers de » contenus dans p (Exposé 1 , proposition 1),
1'idéal maximal pA_ =m est 1l'unique idéal premicr de Ap contenant x .

Donc (proposition 6) on a EF‘: XA pour k assez grand, Soit n le plus

p
petit des entiers k ayant cette propriété : ona n =1 . Choisissons

vy € En-l tel que y ¢ xAp ; ona ymc xAp . D'oli, en posant xy-l =gzckK:

(1) z-Ig"Ap , z—lg CAB .
On va montrer que z~Ié = A, . Comme z~1§ cst un idéal de Ap , il suffit de
‘montrer que z—lg;¢ m . Raisonnons par l'absurde : si z-lgtzrﬁ , on a
z—kg ©m pour tout entier k = 0 , donc ¥y e m . Ainsi 1'anneau A [271]

est contenu dans x—lAp , qui est un Ap—module monogene, Comme Ap est un

anneau noethérien (proposition 4) , 1'anneau Ap [z~1] est un Ap—module de
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type fini, donec z_l est entier sur Ap . Or Ap est intégralement fermé

dans K (Exposé 1, proposition 5) ; d'ol Z_J'é_ﬁp , contrairement & (3) .

Adnsi z m = Ap ; donc m est 1'idéal principal zAp , et on peut appli-
quer & l'anneau Ap “la proposition 7. On a d'ailleurs §2—¢ m 3 d'ol

_@2/\ A ;ég . Il existe donc t €p tel que t # r_r_12 ; dans 1l'anneau Ap , b

2 . =
est divisible par 2z et non par 2z , donc t m, ce qui achéve de prou-

P

ver l'assertion 1°) de 1'énoncé.

D'aprés le proposition 7, m est l'unique idéal premier £0 de Ap .
Done (proposition 1 de 1'Exposé 1) p est 1'unique idéal premier de A

contenu dans p et # O ; ceci prouve 1l'assertion 2°) .

Corollairc du théordme 5 : soient A un anneau d'intégrité, X son

corps des fractions, x un élément #0 de A , p un élément minimal de

1'ensemble des idéaux premiers contenant x . Si la fermeture intégrale A’

de A dans K est un anneau noethérien, p est minimal dans 1'ensemble des

idéaux premiers #0 de A .

En offet, soit g un iddal premier # 0 de A tel que g< p . D'aprés
1'Exposé 1 (corollaire 1 du théordme 3), il existe des idéaux premiers g' et
p' de A', telsque g'Cp' , ' "A=q,p'MA=p.Soit r' un idéal
premier de A' contenu dans p' et contenant x ; alors r'/™ A est premier,
contient x et est contenu dans p , donc r'~ A =p , et par suite r' =p'
(Exposé 1, corollaire 1 du théoréme 3). Ainsi p' est minimal dans 1'ensemble
des idéaux premiers de A' contenant x ; donc_(théoréme 5) p' est minimal
dans 1'ensemble des idéaux premiers # 0 de A' , Il s'ensult que q' =p',
done g = pP.




